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1 Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar a exis-
téncia e unicidade de solugao fraca local para uma
equagao de Klein-Gordon do tipo Kirchhoff-Carrier,
a qual denotaremos por (P):

M(|Vu(t)?) Au(t) + My (|u(t)]?)u(t)

(P) u(t) =0em X =00 x (0,T)
u(0) =ug, uw'(0)=u; em Q

Onde 2 denota um aberto limitado do IR", n > 1,
com fronteira 02 = I" suave. Para cada ntimero real
fixo, porém arbitrario 7' > 0, ) denota o cilindro
Q = Qx]0,T[ com fronteira lateral ¥ = I'x]0,TT.
E ainda, —A é o operador auto-adjunto nao lim-
itado definido pela terna {H}(Q), L*(Q),a(u,v)},

onde a(u,v) Z/ g—u;—vdx
€Lj 0%

Este tipo de equacao aparece na mecanica quantica.

2 Notacoes e Hipoteses

No que se segue, denotaremos por: ((,)), ||
produto interno e norma em H{(Q) e
pectivamente.

Sendo que estamos considerando o espaco H}(Q
munido da ”norma do gradiente”, isto é, se u(t) €
HY(Q), entio [[u(t)]| = [Vu(t).

Assumiremos as seguintes hipoteses sobre M e Mj:

~—

H.1) M,M; € C*([0,00),IR)
H.2) M(s) > mg > 0,Vs € [0,00)
H.3) My(s) >0,Vs €[0,00)
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3 Resultado principal

Teorema 1 Sejam M e My funcdes satisfazendo
as hipoteses H.1 - H.3, existe 0 < Tog < T um
nimero arbitrdrio, tal que, seug € H}(Q) N H?(Q),
up € HY(Q) e f € L*0,T; HY(Q)), entdo existe
uma tinica fungdo vetorial u : [0,Ty) — L*(Q) tal
que,

u € L0, To; HY(Q) N H(Q))

u' € L°°(0,To; H} (Q))
u” € L*(0,Ty; L*(Q))
%(U’(t), v) + M(|[Vu(t)[*)(Vu(t), Vo)
+ M (Ju(t)*) (u(t), v) = (),
Vv € Hy(Q)

w(0) =ug e u'(0) =uy

v) em D'(0,Tp),

Comentario

Para mostrar a existéncia, usamos o método
de Faedo Galerkin, teorema de compacidade de
Aubin-Lions, desigualdades importantes de Anadlise
Funcional.

Para mostrar a unicidade, usamos o método da
energia, aplicado com sucesso, devido a regulari-
dade da solugao fraca, acoplada com desigualdes
de Anaélise Funcional.

Comentario sobre a demonstragao

Por simplicidade, dividimos a demonstragao nas
segintes etapas:

I - Definir o problema (P), em um espago de
dimensao finita conveniente, que denominamos
Problema Aproximado (PA);

II - Mostrar que esse problema aproximado possui
solugao (local); que chamamos Solu¢ao Aproxi-
mada . Aqui, para a existéncia de solugao local do
(PA), mostraremos que este é equivalente a uma
EDO de la. ordem, e utilizaremos o Teorema de
Existéncia de Carathéodory;

IIT - Obter estimativas a priori sobre a seqiiéncia
de solucoes aproximadas, que nos permitam efetuar



a "passagem ao limite”. As quais permitam
prolongar a solugdo ao intervalo [0, Tp];

IV - Essa passagem ao limite é o passo seguinte,
onde devemos mostrar, a partir das estimativas a
priori, que a seqiiéncia de solugoes aproximadas
converge, numa topologia conveniente, para a
solucdo do problema (P).

3.1 Problema Aproximado

Consideremos {w;}jenw um sistema ortonormal
completo de L%(Q) constituido de vetores préprios
do operador —A e {A;};emw a correspondente
sequéncia de valores préprios.

Para cada m = 1,2,3, ..., seja V;,, = [wy, wa, ..
o subspago gerado por wy, Wa, ..., Wy

O problema aproximado associado a (P), consiste
em encontrar uma solucao sob a forma

=Y gDy @) € Vi

sendo os g, de classe C'°, determinados de modo
a satisfazer o seguinte sistema:

(ur (1), v) = M(|Vum (8)*) (Aum(t), v)
M (Jum (8)]%) (um (1), 0) = (f,0)

(
U (0) = ugm — ug em H0 () NHAQ),
uw,(0) = uym — u; em HEH(Q)

5 Wi

(PA)

YVoeV,ej=1,2,..m
ou,

Azgim wj,wl

O ghm(tyws, wi) = M(|Vum(t)
j=1

+ M (Jum(t) )(Z gjm (t)w;, wi) = (f,ws)
j=1
E, de modo como foi tomada a base de L?, obtemos

Gim () = X M (Vi |*) gjom (£) + M (|t [*)gjm (1)
= (fv wj)
gjm(o) = Qjm, g;'m(o) = Bjm (.7 =1, 7m)

Adptando o sistema acima, via manipula¢do matri-
cial, para um sistema de EDO de la ordem, verificamos
que este satisfaz as condigdes de Carathéodory, logo pos-
sui solugdo um (t) em [0,ty,), com tm < T

3.2 Estimativas a priori
3.2.1 Estimativa I

Considerando v = u},(t) em (PA), obtemos

t
i ? + molftm | + mafmn? Sc+/ s
0

Usando a desigualdade de Gronwall,

lum (O] < c1, |Jum@)|| < c2, Vm,Vt € [0,tm)

Usando o teorema de Carathéodory, podemos prolongar
a solugdo um (t) ao intervalo [0,7]. Dal,

Um & limitada em L™(0,T; Hy ()
u, 6 limitada em L*(0,T;L*(Q))

3.2.2 Estimativa I1

Tomando v = —Auy, () em (PA), obtemos

[z l® + 0] At |* + 101 [|um|* < cs

cr [ 1ot + o(olas

onde ¢(s) = |Aum|? + ||un,||*. Usando a desigualdade

de Gronwall,
lune || < ¢, ¥Ym, ¥t € [0, To)
|[Atum| < e, Vm, ¥t € [0, To]
Portanto,
ul, é limitada em L° (0, To; H(Q))
Ay, 6 limitada em L*(0, To; L*(Q))
=
Um & limitada em L°°(0,To; Hy (Q) N H(Q))

3.2.3 Estimativa III

Tomando-se v = uy, (t) em (PA), e usando a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, e integrando de 0 a ¢, obtemos

t
/|u |ds</ M (a2 vt
/ I (i ) e s s+ / 1l s

Usando as desigualdades ab < La” + c(e)b?, (e > 3) e
2ab < a® + b?
resulta,

Portanto,

up, 6 limitada em L*(0,To; L*(2))

3.3 Passagem ao limite

Das estimativas anteriores,

U 6 limitada em L (0,To; Hy (Q) N H?(Q))
uh, é limitada em L™ (0,To; Hy (2))
u, & limatada em L*(0, To; L ()

Pelo coroléario de Banach-Alouglu-Bourbaki, obtemos

um — u em L(0, To; H3 (Q) N H*(Q)), fraco *
4
Um — uw em L*(0,To; H}(Q) N H3(Q)), fraco
<~
(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0, To; L*(Q))
up, — u’ em L*®(0,To; H3(Q)), fraco *



Temos também que

up, — " em L*(0,To; L*(Q)), fraco
4

(upm, w) — (u”,w), Yw € L*(0, To; L*(2))

3.4 Condigoes iniciais

E f4cil provar que

usando métodos cldssicos.

3.5 Convergéncias de M e M;

Pelo Lema de compacidade de Aubin-Lions, tomando
By = H}(Q) N H?*(Q), e B= By = H}(Q), temos

U — u, forte em L*(0,To; Ho(S2))

obtemos,
cional,

usando alguns resultados de Anadlise Fun-

M([[um®) = M([[u]l*), g.s. em [0,To]
Donde concluimos,

M (Jlum[1*) ((um, v)) —
em L*(0,To; Hy ()

M (|[ull*)((w,v))

Para a convergéncia do outro termo nao linear, sabendo
que H}(Q) — L*(), temos

M (Jum (8)]*) (um (£),
em L*(0,To; L*(Q))

v) = Mi(Ju(®)]*)(u(t), v)

3.6 Unicidade

Sejam u, v : [0,To] — L*(Q) solugdes do nosso problema
nas condigdes do teorema principal. Seja w(t) = u(t) —
v(t).
w(t) € L(0, To; HY() N HA())
w'(t) € L>(0,To; Ho (2))
w”(t) € L*(0, To; L*(Q))
Sendo u e v solugdes do problema (P), temos
u () =" (t) — M([lu(t)||*)Au(t) + M(|[v(t)[|*) Av(t)
+Mi(Ju(t)*)u(t) = Ma(jo(t)]*)o(t) = 0
)

Somando e subtraindo os termos M (||u(t)||?)Av(t) e
M (|u(t)|?)v(t), na equagdo acima, e depois agrupando
adequadamente, obtemos

w”(t) = M([Ju(®)[*) Aw(t) + M (lu(t)]*)w(t)
~[M([u@®)*) = M(Jl(®)])]A ()
HMi(Ju()]*) = Ma(lo(@))]o(t) =

Pelo Teorema do Valor Médio, regularidade da solugao,
e usando as desigualdades de Cauchy e de Gronwall,

concluimos que
W' (&) + [lw(®)|* + [w(®)]* =0

Donde segue que |w(t)] = 0, ou seja, w(t) = 0. Logo,
u(t) = v(t), Vt € [0, To].
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