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Seja Fnq o espaço vetorial das n-uplas sobre o
corpo finito Fq com q elementos. Um dos princi-
pais problemas da teoria dos códigos é determinar
a maior distância mínima possível realizada por um
código linear de Fnq com uma dada dimensão. Exis-
tem muitas métricas definidas sobre Fnq . As mais
comuns são as métricas de Hamming e de Lee.
Em 1987 Niederreiter generalizou o problema des-

crito acima ([8]). Sejam n1, . . . , ns inteiros positivos
e

H =
©
h(i,j) : 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ ni

ª
um sistema com n1 + . . .+ ns vetores em Fnq parti-
cionados em s conjuntos ordenados de cardinalidade
n1, . . . , ns respectivamente. O problema de Nieder-
reiter baseasse em determinar o número

dq (n1, . . . , ns;n) = max
H

d (H) ,

sendo o máximo tomado sobre todos os sistemas H
descritos acima onde

d (H) = min
sX

i=1

di,

0 ≤ di ≤ ni, 1 ≤ i ≤ s, é tal que©
h(i,j) : 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ di

ª ⊂ H é um conjunto
linearmente dependente. Se n1 = . . . = ns = 1,
então H =

£
h(1,1) . . . h(s,1)

¤
é uma matriz de ordem

n× s. Se H é uma matriz de posto n, então

C =
©
v ∈ Fnq : H · vt = 0ª

é um código de dimensão s−n com distância mínima
de Hamming igual a d (H) (ver [4, pág.13]). Neste
caso, estudar o número dq (1, . . . , 1;n) é o mesmo
que determinar a maior distância mínima de Ham-
ming que pode ser realizada por um código linear
sobre Fq de dimensão s− n.
Brualdi, Graves e Lawrence ([2]) em 1995 esten-

deram o problema de Niederreiter e introduziram o

conceito de poset-métricas, objeto de nosso intere-
sse, que descrevemos a seguir.
Seja P = {1, 2, . . . , n} um conjunto parcialmente

ordenado com a relação de ordem ≤. Um ideal de
P é um subconjunto I ⊂ P com a propriedade que
se x ∈ I e y ≤ x então y ∈ I. Se A ⊂ P então hAi
denota o menor ideal contendo A.
Dado x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fnq , o suporte de x é

o conjunto

supp (x) := {i ∈ P : xi 6= 0} ,
e definimos o P -peso de x como sendo a cardinali-
dade do menor ideal contendo supp(x):

wP (x) = |hsupp (x)i| .
A função dP : Fnq×Fnq →N definida por dP (x, y) =
wP (x− y) é uma métrica em Fnq ([2, Lemma 1.1]),
chamada de P -métrica. Denotamos tal espaço
métrico por

¡
Fnq , dP

¢
.

Um [n, k, δP ]q P -código é um subespaço vetorial
C ⊂ Fnq de dimensão k, onde

δP (C) = min {wP (x) : 0 6= x ∈ C}
é a distância mínima do código C. Se P é anti-
cadeia, isto é, x ≤ y se e somente se x = y, então o
P -peso, a P -métrica e a distância mínima coincidem
com o peso de Hamming, a métrica de Hamming e a
distância mínima de Hamming da clássica teoria dos
códigos. No caso em que P é uma união disjunta
de cadeias de mesmo comprimento, a métrica dP
coincide com a métrica de Rosenbloom-Tsfasman,
introduzida em [9]. Um dos méritos desta nova teo-
ria é o surgimento de novos códigos perfeitos (ver
[1], [2], [5] e [6]).
Assim, em [2], os sistemas H = {hi : 1 ≤ i ≤ s}

passam a ser indexados por um conjunto parcial-
mente ordenado P = {1, 2, . . . , s}. Neste caso
dP (H) é definido como sendo o menor inteiro po-
sitivo d tal que existe um ideal I de P de cardina-
lidade d com a propriedade que {hi : i ∈ I} é um



conjunto linearmente dependente. Note agora que
se H = [h1 . . . hs] é a matriz verificação de paridade
de algum código linear C ⊂ Fnq de dimensão s− n,
então a distância mínima δP de C é igual a dP (H).
No caso do anel Zn, observamos que se n 6=

2, 3, então não existe uma ordem parcial P =
{1, 2, . . . ,m} tal que o P -peso wP coincida com o
peso de Lee wLee: se x = (x1, . . . , xm) ∈ Zmn então

wLee (x) =
mX
i=1

min {|xi| , n− |xi|} ,

com 0 ≤ xi ≤ n sendo o representante da classe
xi. Se n = 2 ou 3 então wLee = wH . Conseqüen-
temente, se P é anticadeia e n = 2 ou 3, então
wP = wLee. Agora, se n 6= 2, 3, tomando y =³¥

n
2

¦
, . . . ,

¥
n
2

¦´ ∈ Zmn , sendo bxc a parte inteira de
x, segue que wP (x) = m e wLee (x) = m ·¥n2 ¦ > m.
Daí wP (x) 6= wLee (x) (wP (x) < wLee (x)). Em
resumo: se n ≥ 4 é um inteiro positivo, então não
existe uma ordem parcial P tal que wP = wLee so-
bre Zmn .
Passamos agora a descrever o grupo das isome-

trias lineares do espaço
¡
Fnq , dP

¢
. Uma isometria

linear T do espaço métrico
¡
Fnq , dP

¢
é uma trans-

formação linear T : Fnq → Fnq que preserva a P -
métrica, ou seja,

dP (T (x) , T (y)) = dP (x, y) ,

para todo x, y ∈ Fnq . Equivalentemente, uma trans-
formação linear T : Fnq → Fnq é uma isometria se
wP (T (x)) = wP (x) para todo x ∈ Fnq . Denota-
mos o grupo das isometrias lineares de

¡
Fnq , dP

¢
por

GLP
¡
Fnq
¢
.

Em 2002 Skriganov ([10]) definiu algumas isome-
trias lineares sobre o espaço de Rosenbloom-
Tsfasman e questionou sobre a possibilidade das
mesmas gerarem o grupo de isometrias. A questão
de Skriganov foi respondida afirmativamente por
Lee em 2003 (ver [7]): o grupo das isometrias li-
neares do espaço de Rosenbloom-Tsfasman Fn·sq é
o produto semi-direto de Ts × . . . × Ts (Ts denota
o grupo das matrizes triangulares superiores de or-
dem s com elementos da diagonal não nulos) com o
grupo simétrico Sn (Sn age permutando as compo-
nentes de Ts× . . .×Ts). Em [3] Cho e Kim determi-
nam o grupo das isometrias lineares do espaço F2mq
munido com a métrica ponderada pela ordem crown
C: se Dm denota o grupo diedral de ordem 2m, en-

tão GLC
¡
F2mq

¢ ' ³Dmn
¡
F×q
¢2m´nF2mq (Dm age

permutando a ordem crown C).
Em nosso trabalho damos uma descrição com-

pleta do grupo das isometrias lineares GLP
¡
Fnq
¢

para uma ordem parcial P arbitrária. A pro-
priedade de permutar cadeias de mesmo com-
primento, mostrada por Lee ([7]), no caso da
métrica de Rosenbloom-Tsfasman, corresponde no

caso geral de uma ordem parcial qualquer ao re-
sultado de que toda isometria T ∈ GLP

¡
Fnq
¢
in-

duz um automorfismo na ordem P . Em outras
palavras: seja P = {1, 2, . . . , n} parcialmente or-
denado e {e1, e2, . . . , en} a base canônica do espaço
Fnq ; então T ∈ GLP (Fnq ) se e somente se

T (ej) =
X
i∈hji

xijeφ(i)

onde φ : P → P é um automorfismo da ordem
e xjj 6= 0, para todo j ∈ {1, 2, . . . , n}. Conse-
qüentemente, existe um par de bases ordenadas β
e β0 de Fnq tal que T ∈ GLP

¡
Fnq
¢
relativa a estas

bases é representada por uma matriz n × n trian-
gular superior (aij)1≤i,j≤n com aii 6= 0 para todo
i ∈ {1, 2, . . . , n}.
A propriedade fundamental usada para provar

o resultado descrito acima é o lema que assegura
que hsupp (T (u))i ⊆ hsupp (T (v))i se hsupp (u)i ⊆
hsupp (v)i, u, v ∈ Fnq .
A estrutura (produto semi-direto) do grupo

GLP
¡
Fnq
¢
é dada por: existe uma base ordenada β

do espaço Fnq tal que T ∈ GLP
¡
Fnq
¢
relativa a esta

base é representada pelo produto A ·U de matrizes,
sendo U uma matriz monomial correspondendo a
um automorfismo da ordem P e A uma matriz tri-
angular superior.
Se Γ(m) (P )= {i ∈ P : wP (ei) = m}, da descri-

ção acima segue que¯̄
GLP

¡
Fnq
¢¯̄
=

= (q − 1)n ·
Ã

kY
i=1

q(i−1)|Γ(i)(P )|
!
· |Aut (P )|

com k = max
©
m : Γ(m) (P ) 6= ∅ª e Aut (P ) deno-

tando o grupo dos automorfismos da ordem P .
Para finalizar apresentaremos exemplos do grupo

GLP
¡
Fnq
¢
nos casos mais comuns de ordens parci-

ais: união disjunta de cadeias e ordem fraca.

Seja P = P1
◦∪ P2

◦∪ . . . ◦∪ Ps uma ordem parcial
consistindo de uma união disjunta de s cadeias. De-
notamos por µi a cardinalidade da i-ésima cadeia,
i ∈ {1, 2, . . . , s}. Para cada j ∈ {1, 2, . . . , n} seja
νj = |{Pi : |Pi| = j}|. Então existe uma base orde-
nada β do espaço Fnq tal que T ∈ GLP

¡
Fnq
¢
relativa

a esta base é representada pelo produto A·U de ma-
trizes de ordem n, sendo U uma matriz monomial
que age permutando os subespaços com suportes
isomorfos e

A =


A1 0 0 · · · 0
0 A2 0 · · · 0
0 0 A3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · As

 ,

onde cada Ai é uma matriz µi × µi triangular su-
perior com elementos da diagonal não nulos. Neste



caso

¯̄
GLP

¡
Fnq
¢¯̄
= (q − 1)n·

Ã
nY

k=1

νk!

!
·
 sY
j=1

q
µj(µj−1)

2

 .
Agora sejam n1, . . . , nt inteiros positivos tais que

n1 + . . . + nt = n. Então W = n11⊕ . . . ⊕ nt1
denota a order fraca dada pela soma ordinária das
anticadeias ni1 com ni elementos:

{1, 2, . . . , n} = n11∪n21∪ . . . ∪ nt1,
ni1= {n1 + . . .+ ni−1 + 1, n1 + . . .+ ni−1 + 2,

. . . , n1 + . . .+ ni−1 + ni}
e

x < y ⇔ x ∈ ni1, y ∈ nj1 para todo i, j, i < j.

Para a ordem fraca W = n11⊕ . . . ⊕ nt1 temos
que Γ(m) (W ) = ns1 se m = n1+n2+ . . .+ns−1+1,
para todo s ∈ {1, 2, . . . , t}, e Γ(m) (W ) = ∅ caso
contrário. O grupo dos automorfismos de ordem
Aut (W ) é isomorfo ao produto cartesiano

Sn1 × Sn2 × . . .× Snt .

Daí segue que¯̄
GLW

¡
Fnq
¢¯̄
= (q − 1)n ·

·
Ã

tY
i=2

qni(n1+n2+...+ni−1+1)

!
· n1! · n2! · . . . · nt!.

Por fim, se T ∈ GLW
¡
Fnq
¢
então existe um par

de bases ordenadas β e β0 de Fnq tal que a matriz
[T ]β,β0 é igual a

Dn1×n1 ∗ ∗ · · · ∗
0 Dn2×n2 ∗ · · · ∗
0 0 Dn3×n3 · · · ∗
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · Dnt×nt


sendo

Dns×ns = diag
¡
aΣns−1+1,Σns−1+1,

aΣns−1+2,Σns−1+2, . . . , aΣns−1+ns,Σns−1+ns
¢

uma matriz diagonal para cada s = 1, 2, . . . , t, e
Σnj−1 := n1 + n2 + . . .+ nj−1.
Se R é uma união disjunta de m’s W =

11⊕ . . . ⊕ 11, então wR coincide com o peso de
Rosenbloom-Tsfasman definido no espaço das ma-
trizes Mn×m (Fq) de ordem n × m sobre Fq: se
(aij) ∈Mn×m (Fq), então

wR ((aij)) =
mX
j=1

|hsupp (a1j , a2j, . . . , anj)i|

com

supp (a1j , a2j , . . . , anj) = {i : aij 6= 0} .
Também temos que

GLR (Mn×m (Fq)) ' (Tn)moSm
sendo (Tn)

m o produto direto dem cópias do grupo
Tn de todas as matrizes triangulares superiores de
ordem n sobre Fq com elementos da diagonal não
nulos.
Se W é uma união de m’s W = n11⊕ . . . ⊕ nt1,

temos então o espaço generalizado de Rosenbloom-
Tsfasman

¡
Fnq , dW

¢
. Neste caso

GLW
¡
Fnq
¢ ' ¡TWo×t

i=1Sni
¢
oSm.
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