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Resumo

Computação Quântica representa um paradigma
poderoso para abordar problemas computacional-
mente difíceis. Transformadas aplicadas a proces-
samento de sinais têm sido transportadas para o
ambiente quântico, disponibilizando um suporte al-
tamente e�ciente para diversas aplicações. Este tra-
balho propõe uma versão quântica da Transformada
Discreta do Cosseno bidimensional e apresenta um
esquema e�ciente para compressão quântica de im-
agens baseado no padrão JPEG.
Palavras-chave: Transformada Discreta do
Cosseno, Compressão de Imagens, Processamento
de Sinais, Algoritmos Quânticos, Computação
Quântica.

1 Introdução

JPEG, acrônimo de Joint Photographic Experts
Group, é um método de compressão bastante difun-
dido na Internet para imagens estáticas. Surgiu de
esforços conjuntos entre o CCITT e a ISO em 1987,
que produziram a primeira proposta do padrão em
1991. Desde então, vários mecanismos de aceler-
ação em software e em hardware têm sido propos-
tos e muitos têm foco principal na Transformada
Discreta do Cosseno, ponto principal de baixo de-
sempenho do esquema JPEG para grandes imagens.
Com o advento da Computação Quântica, pro-

posto por Feynman em 1982, novos algoritmos
para problemas computacionalmente difíceis foram
derivados, tendo como base princípios de Física
Quântica em lugar dos tradicionais princípios da
Física Clássica. Shor[9] mostrou a viabilidade
da Computação Quântica exibindo um algoritmo
polinomial para o bem-conhecido problema da fa-
toração de inteiros, notável integrante da classe de
problemas NP-Completos. Na proposição deste al-
goritmo, surgiu uma versão quântica da Transfor-
mada Discreta de Fourier, abrindo um amplo campo
para aplicação de algoritmos quânticos em proces-
samento de sinais.
Recentemente, Klappenecker e Rötteler[5] exibi-

ram uma versão quântica da Transformada Discreta
do Cosseno unidimensional, deixando em aberto
extensões para dimensões superiores. A versão

quântica permitiu reduzir a complexidade clás-
sica de O(2n) para O(n2), representando um exce-
lente ganho de desempenho para grandes amostras.
Muitas outras transformadas, como a Transformada
Discreta de Wavelet, já possui versões quânticas al-
tamente e�cientes.
Este artigo estende esta versão quântica da trans-

formada para o ambiente bidimensional. Adicional-
mente, é proposto um esquema de compressão
quântica baseado nesta transformada, que permite
reduzir signi�cantemente o custo computacional do
algoritmo de compressão JPEG.

2 Transformada Discreta do
Cosseno

A Transformada Discreta do Cosseno (DCT�
Discrete Cosine Transform) tem sido extensiva-
mente usada em vários esquemas de processamento
de sinais, principalmente na campo de compressão
baseada em transformações de sinais. Existem qua-
tro de�nições1 para a DCT (Rao e Yip[7]), mas so-
mente uma delas(DCT-2) é considerada útil para
compressão e é referenciada comumente como DCT:

De�nição 1 Seja X = (xk), k = 0; : : : ; n � 1,
uma seqüência de n valores reais. A DCT unidi-
mensional de X é a seqüencia eX = (exk), dada por:
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n
ck

n�1X
p=0

xp cos

�
(2p+ 1)k�

2n

�
onde

ck =

� 1p
2

, se i = 0
1 , caso contrário

.

A DCT unidimensional pode ser usada para
transformar sinais unidimensionais para com-
pressão como, por exemplo, amostras de áudio dig-
ital, reduzindo a entropia das amostras. Apesar de

1 Isto advém de uma interpretação, via Álgebra Linear, da
DCT como uma transformação de rotação, onde existem qua-
tro maneiras diferentes de selecionar n ângulos igualmente
espaçados que geram vetores ortogonais de cossenos.



não aplicada diretamente a imagens, a DCT unidi-
mensional foi relembrada neste artigo porque ofer-
ece a base para a construção da DCT quântica uni-
dimensional que, por sua vez, é o suporte para con-
strução da DCT quântica bidimensional.
Para sinais bidimensionais, como os que ocor-

rem em imagens, a DCT sofre uma pequena
modi�cação(Salomon[8]). Neste contexto, os sinais
são normalmente divididos em blocos de tamanho
n�m e a DCT bidimensional é de�nida como:

De�nição 2 Seja X = (xkj), k = 0; : : : ; n e j =
0; : : : ;m, um bloco de n�m valores reais. A DCT
bidimensional de X é o bloco eX = (exkj), dado por:
exkj= 2
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O elemento ex00 normalmente é o maior valor do
bloco transformado e é denominado coe�ciente DC.
Os outros elementos são chamados coe�cientes AC.
Assim como a DCT unidimensional, a DCT bidi-
mensional também é invertível e sua inversa é dada
por:
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A fórmula de inversão apresentada acima é im-
portante para processos de transformação inversa
em descompressão de sinais. Finalmente, somente
para questões de notação, se o cosseno for substi-
tuído em todas as fórmulas anteriores, obtém-se as
chamadas Transformadas Discretas de Seno(DST-
Discrete Sine Transform).

3 Compressão JPEG

O esquema básico de compressão JPEG com-
preende sete passos fundamentais. Os dois
primeiros passos afetam somente imagens em cores
e não são aplicados a imagens em níveis de cinza.
No primeiro passo, imagens em cores são trans-

formadas do espaço de cores RGB para o espaços
de luminância/crominância(Y CrCb). O segundo
passo é necessário somente quando se trabalha com
compressão hierárquica e consiste em realizar um
processo de sub-amostragem para criar pixels de
baixa resolução. Esta sub-amostragem é realizada
somente nos canais de crominância e utiliza taxas
típicas de 2:1 (horizontal e vertical) ou 2:1 horizon-
tal e 1:1 vertical.
Do terceiro passo em diante, o esquema é comum

a todos os tipos de imagens. No terceiro passo, a
imagem a ser comprimida é organizada em blocos
de tamanho 8� 8, denominados unidades de dados.
Cada unidade é comprimida separadamente e, a or-
dem de compressão depende do esquema usado. Por

exemplo, no esquema não-entrelaçado, o compres-
sor trata as componentes de luminância de todas
as unidades de dados, depois todas as componentes
de crominância C r e, �nalmente, as componentes
C b . Já no esquema entrelaçado, o compressor trata
todas as componentes de cor da primeira unidade,
em seguida da segunda unidade e assim por diante.
O quarto passo consiste em aplicar a DCT bidi-

mensional a cada uma das unidade de dados,
gerando mapas 8 � 8 de componentes de frequên-
cia. A �gura abaixo mostra o resultado da DCT
bidimensional aplicada a uma unidade binária e a
uma em níveis de cinza:

Figura 1: Aplicação da DCT bidimensional a duas
unidades de dados.

Cada um dos mapas de freqüência representa o
valor médio dos pixels e mudanças sucessivas de
alta-freqüência dentro da unidade. Não é difícil
observar que a aplicação da DCT incorre em per-
das de qualidade de cada unidade. Por outro lado,
além da perda ser relativamente pequena, ocorre
uma diminuição da entropia de cada unidade de
dados gerada pelo aumento de redundância de val-
ores, o que torna bastante e�cientes os resultados
dos codi�cadores de entropia, analisados no �nal
desta seção. A aplicação da DCT bidimensional a
cada unidade de dados é um dos passos de maior
custo computacional e o principal alvo de redução
deste artigo.
No quinto passo, ocorre o processo de quantiza-

ção. Cada uma das 64 componentes de freqüên-
cia das unidades de dados transformadas pela DCT
é dividida por um valor denominado coe�ciente de
quantização(QC) e o resultado é arrendondado se-
gundo funções-teto (dxe). Valores elevados de QC
causam maiores perdas e são adequados para altas
freqüências. A princípio, cada valor de QC pode ser
especi�cado pelo compressor e isto de�ne a quali-
dade da compressão. Porém, na prática, a maio-
ria das implementações JPEG utilizam tabelas re-
comendadas pelo padrão, separadas para luminân-
cia e crominância.



Abaixo, é exibida uma instância destas tabelas:

Figura 2: Quantizações recomendadas pelo padrão
JPEG.

Se o processo de quantização é feito de forma ad-
equada, restarão poucos valores diferentes de zero
nas unidades de dados e estes estarão concentrados
na parte superior-esquerda do bloco. Em seguida,
o sexto passo consiste da compressão propriamente
dita, onde são utilizados codi�cadores de entropia.
São utilizados dois tipos de codi�cadores: um para
os coe�cientes DC e outro para os coe�cientes AC.
Estatisticamente, veri�ca-se que unidades contíguas
na imagem possuem valores médios de pixels iguais.
Como os coe�cientes DC representam uma mé-
dia dos pixels em cada unidade, seus valores en-
tre unidades contíguas varia pouco e podem ser
codi�cados pelas suas diferenças, através de uma
tabela de codi�cação pré-de�nida. Para os 63 coe�-
cientes AC restantes, utiliza-se ou uma versão com-
binada dos esquemas RLE[3] e Hu¤man[4] ou pelo
método QM, variante do esquema aritmético[2].
Como a aplicação da DCT, seguida da quantiza-
ção, gera redundâncias mais proeminents na di-
reção da diagonal secundária da unidade de dados,
a rasterização dos coe�cientes AC é realizada se-
gundo esta direção, processo denominado rasteriza-
ção ZZ(zigzag).
Finalmente, no sétimo passo, após adicionados

cabeçalhos e outros parâmetros JPEG, a stream
binária resultante é armazenada em um arquivo.

4 Máquinas Quânticas

Uma máquina quântica é uma máquina de estados,
formada por n sistemas quânticos de dois níveis,
cada qual associado a um qubit. O espaço de es-
tados possíveis uma máquina quântica é dado por
C2n , com estrutura de Espaço de Hilbert.
Através de endomor�smos sobre C2n , uma

máquina quântica pode ser dotada de poder
computacional. Estes endomor�mos permitem
mudança de estados e podem ser escritos
como uma combinação de transformações ele-
mentares: transformações de qubits simples e
NOT-controlados(CNOT). Estas transformações el-
ementares podem ser vistas como portas lógicas,

denominadas portas quânticas, e de�nem uma base
universal para todas as outras portas lógicas que
operam no universo quântico[1].

De�nição 3 Uma transformação de qubit simples
é uma transformação localmente unitária da forma
12n�t 
 U 
 12t�1 , com U 2 U(2):

A �gura abaixo mostra uma representação grá�ca
como porta lógica para a transformação de qubit
simples U 
 12:

Figura 3: Notação grá�ca para uma transformação
de qubit simples.

A porta CNOT possui duas entradas e é repre-
sentada pela �gura abaixo:

Figura 4: Notação grá�ca para a operação CNOT.

Formalmente, a transformação vinculada a esta
porta pode ser de�nida como:

De�nição 4 Sejam jxi e jyi elementos de uma
base de C2. A transformação CNOT : C2
C2 �!
C2 
 C2 é uma transformação unitária tal que:

CNOT (jxi 
 jyi) = jxi 
 jx� yi
, onde � denota a adição módulo 2.

Na transformação CNOT, a entrada x é denomi-
nada controle e y é chamado de alvo. É fácil obser-
var que esta transformação inverte o valor do alvo se
e somente se o controle estiver no estado j1i. Além
da inversão controlada de alvos, a operação CNOT
também pode produzir estados emaranhados, muito
importantes para procedimentos de inicialização de
diversos algoritmos quânticos.

5 DCT Quântica Unidimen-
sional

A descrição da versão quântica da DCT unidimen-
sional, proposta por Klappeneker e Rötteler[5], é
apresentada nesta seção. São introduzidas algumas



notações para portas quânticas especiais e estabele-
cida a base para a versão quântica da DCT bidi-
mensional.
Considere-se Cn e Sn como a DCT e DST uni-

dimensionais, respectivamente, de uma sequências
de n valores reais. Wickerhauser[10] mostra que
estas duas transformadas podem ser obtidas a par-
tir da multiplicação da Transformada Discreta de
Fourier(DFT) por duas matrizes esparsas especiais,
segundo a fórmula abaixo:

Uyn � F2n � Vn = Cn � (�i)Sn,

onde F2n representa a DFT de tamanho 2n , Uyn a
matriz adjunta de Un e Vn de�nidas abaixo:
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e ! = exp(2�i=4n) com i2 = �1.
A computação quântica do produto Uyn � F2n � Vn

permite obter simultaneamente o resultado de am-
bas DCT e DST, o qual pode ser posteriormente
separado por projeção. O circuito que realiza esta
computação é obtido em três passos, onde cada
transformação é reduzida a produtos de transfor-
mações elementares.
No primeiro passo, é necessária a computação de

Vn, que pode ser obtida pelo seguinte resultado:

Teorema 1 Vn = �1(H 
 1n):

Este resultado estabelece que o valor de Vn pode
ser obtido através de uma permutação de linhas do
produto tensorial da Transformação de Hadamard
por 1n, dada por �1(j0xi) = j1xi e �1(j1xi) = j1xi,
para todo inteiro 0 � x < 2n .
A Transformada Discreta de Fourier Quân-

tica(QDFT) em n qubits é dada por:
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 jy0i. A expressão da QDFT

pode ser colocada na seguinte forma:
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Esta forma já expõe o circuito quântico e um exem-
plo é exibido na �gura a seguir:

Figura 5: Transformada Discreta de Fourier Quân-
tica para 3 qubits.

Na �gura acima, H representa novamente a
Transformação de Hadamard e Rd é uma porta con-

trolada, de�nida por Rd =

 
1 0

0 e
i�

2d

!
.

Finalmente, a decomposição mais complexa vem
da transformação Uyn, garantida pelo seguinte resul-
tado:

Teorema 2 Uyn = �
�1
2 (D0D

t)��1D1.

A transformação D1 é dada pela matriz diagonal
D1 = diag(1; !; : : : ; !

n�1; !n; : : : ; !2; !) e é decom-
posta pela identidade D1 = (C 
 1n) � (�1 � �2),
onde C = diag(1; !), �1 = diag(1; !; : : : ; !n�1) =

Ln 
 � � � 
 L2 
 L1, com Lj = diag(1; !2
j�1
), e

�2 = diag(!
n�1; : : : ; !2; !; 1) = Kn
� � �
K2
K1,

com Lj = diag(1; !
2j�1).

A permutação � é de�nida pelo complemento de
2 condicionado ao bit mais signi�cativo, dada por
�(j0xi) = j0xi e �(j1xi) = j1x0i. Já a permutação
�2 é de�nida por �2(j0xi) = j0xi e �2(j1xi) = j1(x+
1 mod 2n)i, para todo inteiro 0 � x < 2n. Os
circuitos associados a estas duas permutações são
representados a seguir:

Figura 6: Circuitos quânticos para permutações.

Deve-se ressaltar que a computação da permu-
tação � nada mais é que a computação de �2 com
um pré-processamento via CNOT.



O produto D0D
t opera da seguinte forma:

D0Dt(j00i) = j00i D0Dt(j0xi) = 1p
2
j0xi+ ip

2
j1xi

D0Dt(j10i) = �ij10i D0Dt(j1xi) = 1p
2
j0xi � ip

2
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Este produto pode ser decomposto pela mul-
tiplicação D0D

t = (Bt 
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O circuito completo para a computação das DCT
e DST unidimensionais é apresentado na próxima
�gura , onde estão destacadas as decomposições ap-
resentadas anteriormente.

Figura 7: Circuito completo para computação das
DCT/DST unidimensionais.

A complexidade deste circuito é estabelecida
através do seguinte resultado:

Teorema 3 O circuito apresentado calcula simul-
taneamente as DCT e DST unidimensionais so-
bre n valores reais com O(n2) portas quânticas ele-
mentares.

Através de um processo de separação algébrica,
o circuito anterior será tomado como base para a
construção da DCT bidimensional, apresentada na
próxima seção.

6 DCT Quântica Bidimen-
sional

Como R é um corpo abeliano e associativo, a ex-
pressão de cada elemento da DCT bidimensional
pode se reescrita como:
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Formalmente, isto equivale a dizer que a DCT bidi-
mensional é separável e permite intepretá-la como
uma composição de DCTs unidimensionais. Assim,
a DCT bidimensional de um bloco pode ser calcu-
lada aplicando-se a transformada unidimensional a
cada linha do bloco e, sobre o resultado, aplicar
novamente uma transformada unidimensional nas
colunas.
Sem perda de generalidade, o circuito a ser pro-

posto trabalha com blocos quadrados, isto é, n = m.
O circuito, apresentado na Figura 8, é uma con-
catenação de circuitos DCT/DST unidimensionais

seguidos de operações de projeção, bem como oper-
ações de leitura e atualização de blocos.

Figura 8: Circuito quântico para computação da
DCT bidimensional.

Os blocos QDCT representam os circuitos
DCT/DST unidimensionais da Figura 7. Linhas
contínuas representam operações de leitura nos blo-
cos e, as pontilhadas, operações de atualização. A
operação de projeção � obtém o primeiro termo das
somas diretas Cn�(�i)Sn, ou seja, as componentes
das DCT bidimensionais. O próximo resultado es-
tabelece a corretude e complexidade do circuito pro-
posto:

Teorema 4 O circuito apresentado na Figura 8
calcula as componentes da DCT bidimensional de
um bloco de tamanho n com valores reais e possui
complexidade O(n3).

Prova: Seja X = (xkj), k ; j = 0; : : : ; n um
bloco de n � n valores reais. Imediatamente antes
do primeiro grupo de projeções �, da esquerda
para a direita, os valores das linhas dos circuitos
são os estados correspondentes às somas diretas
DCTk(xkj)� (�i)DSTk(xkj), cada uma com valor
de k �xo. Após as projeções, obtém-se os estados
correspondentes às DCT-linha, que alimentam os
próximos circuitos unidimensionais, produzindo a
saída DCTj(DCTk(xkj))�(�i)DSTj(DCTk(xkj)).
Após o último procedimento de projeção, o resul-
tado de cada linha j do circuito contém o estado
correspondente ao valor DCTj(DCTk(xkj)). Pelo
comentário anterior da separabilidade da DCT bidi-
mensional, a corretude do circuito segue imediata-
mente. Cada circuito da DCT unidimensional pos-
sui complexidade de O(n2) portas elementares e
como foram utilizadas 2n destas portas, adicionadas
as 2n projeções, chega-se à complexidade de portas
O(n3 ): �
A próxima seção utiliza uma instância do circuito

apresentado para aplicação em compressão quântica
de imagens, segundo o padrão JPEG.



7 Compressão JPEG Quân-
tica

O esquema de compressão JPEG quântico é di-
vidido em dois segmentos. O primeiro segmento,
que utiliza computação clássica, realiza os pro-
cedimentos de transformação de espaços de cor,
sub-amostragem, divisão de blocos, quantização
e codi�cação de entropia. O segundo segmento
possui alicerces quânticos e utiliza uma instân-
cia de tamanho 64 da DCT bidimensional quân-
tica(QDCT) construída anteriormente.
O diagrama de blocos do esquema JPEG quântico

é mostrado a seguir e re�ete a discussão iniciada na
Seção 3:

Figura 9: Esquema de compressão JPEG quântico.

Formalmente, as entradas e saídas do processo
da QDCT bidimensional parecem bastante trivi-
ais. Porém, implementações físicas destas passagens
envolvem transformações de informações clássicas
para quânticas e vice-versa. Alguns procedimentos
de emaranhamento quântico e decoerência, como os
descritos por Nielsen e Chuang[6], podem ser uti-
lizados para realização destas transformações.
Aumentando-se a quantidade de blocos da

QDCT, é possível trabalhar blocos de forma
paralela e explorando, principalmente, técnicas
sistólicas para aumentar a perfomance de �uxo.

8 Conclusões e Trabalhos Fu-
turos

Computação Quântica disponibiliza um ambiente
bastante adequado para abordagem de problemas
difíceis no modelo clássico de Turing, permitindo
o desenvolvimento de circuitos e algoritmos com-
putacionalmente e�cientes em tempo e espaço. Em

particular, a área de transformadas para processa-
mento digital de sinais tem recebido grandes con-
tribuições de algoritmos nos últimos anos.
Este artigo apresentou uma extensão bidimen-

sional para a versão quântica da DCT unidimen-
sional, proposta por Klappenecker e Rötteler. Além
do circuito quântico para a extensão bidimensional,
foi proposto um �uxo híbrido �clássico e quântico
�para o esquema de compressão JPEG, o que per-
mitiu reduzir signi�cantemente a sua complexidade
no procedimentos de transformação de blocos.
Além do estudo de ambientes para realização

física do esquema proposto, futuros trabalhos irão
avaliar outros procedimentos da compressão JPEG
passíveis de aceleração quântica. Além disso, out-
ros tipos de transformadas como, por exemplo, a
DWT(Discrete Wavelet Transform) bidimensional,
base do esquema JPEG-2000, poderiam ser alvo de
implementações quânticas e�cientes.
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