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Resumo

Computagdo Quéntica representa um paradigma
poderoso para abordar problemas computacional-
mente dificeis. Transformadas aplicadas a proces-
samento de sinais tém sido transportadas para o
ambiente quantico, disponibilizando um suporte al-
tamente eficiente para diversas aplicacoes. Este tra-
balho prop6e uma versao quantica da Transformada
Discreta do Cosseno bidimensional e apresenta um
esquema, eficiente para compressao quantica de im-
agens baseado no padrao JPEG.
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1 Introducao

JPEG, acronimo de Joint Photographic Ezxperts
Group, ¢ um método de compressao bastante difun-
dido na Internet para imagens estdticas. Surgiu de
esforcos conjuntos entre o CCITT e a ISO em 1987,
que produziram a primeira proposta do padrao em
1991. Desde entao, varios mecanismos de aceler-
acao em software e em hardware tém sido propos-
tos e muitos tém foco principal na Transformada
Discreta do Cosseno, ponto principal de baixo de-
sempenho do esquema JPEG para grandes imagens.

Com o advento da Computacdo Quéntica, pro-
posto por Feynman em 1982, novos algoritmos
para problemas computacionalmente dificeis foram
derivados, tendo como base principios de Fisica
Quéntica em lugar dos tradicionais principios da
Fisica Classica.  Shor[9] mostrou a viabilidade
da Computacao Quéantica exibindo um algoritmo
polinomial para o bem-conhecido problema da fa-
toragao de inteiros, notdvel integrante da classe de
problemas NP-Completos. Na proposicao deste al-
goritmo, surgiu uma versao quantica da Transfor-
mada Discreta de Fourier, abrindo um amplo campo
para aplicagao de algoritmos quénticos em proces-
samento de sinais.

Recentemente, Klappenecker e Rotteler[5] exibi-
ram uma versao quantica da Transformada Discreta
do Cosseno unidimensional, deixando em aberto
extensdes para dimensoes superiores. A versao

quantica permitiu reduzir a complexidade clas-
sica de O(2") para O(n?), representando um exce-
lente ganho de desempenho para grandes amostras.
Muitas outras transformadas, como a Transformada
Discreta de Wavelet, ja possui versoes quéanticas al-
tamente eficientes.

Este artigo estende esta versao quantica da trans-
formada para o ambiente bidimensional. Adicional-
mente, é proposto um esquema de compressao
quantica baseado nesta transformada, que permite
reduzir significantemente o custo computacional do
algoritmo de compressao JPEG.

2 Transformada Discreta do
Cosseno

A Transformada Discreta do Cosseno (DCT-
Discrete Cosine Transform) tem sido extensiva-
mente usada em varios esquemas de processamento
de sinais, principalmente na campo de compressao
baseada em transformagoes de sinais. Existem qua-
tro defini¢oes' para a DCT (Rao e Yip[7]), mas so-
mente uma delas(DCT-2) é considerada 1til para
compressao e é referenciada comumente como DCT:

Definicao 1 Seja X = (zx), k = 0,...,n — 1,
uma seqiiéncia de n valores reais. A DCT unidi-
mensional de X é a seqiiencia X = (Zy,), dada por:
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A DCT unidimensional pode ser usada para
transformar sinais unidimensionais para com-
pressao como, por exemplo, amostras de dudio dig-
ital, reduzindo a entropia das amostras. Apesar de

!sto advém de uma interpretacao, via Algcbra Linear, da
DCT como uma transformacao de rotagao, onde existem qua-
tro maneiras diferentes de selecionar n angulos igualmente
espacados que geram vetores ortogonais de cossenos.



nao aplicada diretamente a imagens, a DCT unidi-
mensional foi relembrada neste artigo porque ofer-
ece a base para a construgao da DCT quéantica uni-
dimensional que, por sua vez, é o suporte para con-
strugao da DCT quéntica bidimensional.

Para sinais bidimensionais, como os que ocor-
rem em imagens, a DCT sofre uma pequena
modificacao(Salomon[8]). Neste contexto, os sinais
sao normalmente divididos em blocos de tamanho
n X m e a DCT bidimensional é definida como:

Definicao 2 Seja X = (x1;), k =0,...,nej =
0,...,m, um bloco de n x m valores reais. A DCT
bidimensional de X é o bloco X = (Ty;), dado por:
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O elemento Zpo normalmente é o maior valor do
bloco transformado e é denominado cojectﬁczente DC.

, caso contrdrio

Os outros elementos sdo chamados coeficientes AC.
Assim como a DCT unidimensional, a DCT bidi-
mensional também é invertivel e sua inversa é dada
por:
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A férmula de inversao apresentada acima é im-
portante para processos de transformagao inversa
em descompressao de sinais. Finalmente, somente
para questoes de notagdo, se o cosseno for substi-
tuido em todas as férmulas anteriores, obtém-se as
chamadas Transformadas Discretas de Seno(DST-
Discrete Sine Transform).

3 Compressao JPEG

O esquema bdsico de compressao JPEG com-
preende sete passos fundamentais. Os dois
primeiros passos afetam somente imagens em cores
e nao sao aplicados a imagens em niveis de cinza.

No primeiro passo, imagens em cores sao trans-
formadas do espago de cores RGB para o espagos
de luminancia/crominancia(YC,Cp). O segundo
passo é necessdrio somente quando se trabalha com
compressao hierarquica e consiste em realizar um
processo de sub-amostragem para criar pizels de
baixa resolucao. Esta sub-amostragem é realizada
somente nos canais de crominéncia e utiliza taxas
tipicas de 2:1 (horizontal e vertical) ou 2:1 horizon-
tal e 1:1 vertical.

Do terceiro passo em diante, o esquema é comum
a todos os tipos de imagens. No terceiro passo, a
imagem a ser comprimida é organizada em blocos
de tamanho 8 x 8, denominados unidades de dados.
Cada unidade é comprimida separadamente e, a or-
dem de compressao depende do esquema usado. Por

exemplo, no esquema nao-entrelagado, o compres-
sor trata as componentes de luminancia de todas
as unidades de dados, depois todas as componentes
de crominédncia C, e, finalmente, as componentes
C'y. Jé no esquema entrelacado, o compressor trata
todas as componentes de cor da primeira unidade,
em seguida da segunda unidade e assim por diante.

O quarto passo consiste em aplicar a DCT bidi-
mensional a cada uma das unidade de dados,
gerando mapas 8 X 8 de componentes de frequén-
cia. A figura abaixo mostra o resultado da DCT
bidimensional aplicada a uma unidade bindria e a
uma em niveis de cinza:
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Figura 1: Aplicacao da DCT bidimensional a duas
unidades de dados.

Cada um dos mapas de freqiiéncia representa o
valor médio dos pixels e mudancgas sucessivas de
alta-freqiiéncia dentro da unidade. Nao é dificil
observar que a aplicacdo da DCT incorre em per-
das de qualidade de cada unidade. Por outro lado,
além da perda ser relativamente pequena, ocorre
uma diminui¢ao da entropia de cada unidade de
dados gerada pelo aumento de redundéncia de val-
ores, o que torna bastante eficientes os resultados
dos codificadores de entropia, analisados no final
desta segdo. A aplicagdo da DCT bidimensional a
cada unidade de dados é um dos passos de maior
custo computacional e o principal alvo de redugao
deste artigo.

No quinto passo, ocorre o processo de quantiza-
¢ao. Cada uma das 64 componentes de freqiién-
cia das unidades de dados transformadas pela DCT
é dividida por um valor denominado coeficiente de
quantiza¢ao(QC) e o resultado é arrendondado se-
gundo fungdes-teto ([z]). Valores elevados de QC
causam maiores perdas e sao adequados para altas
freqiiéncias. A principio, cada valor de QC pode ser
especificado pelo compressor e isto define a quali-
dade da compressao. Porém, na prética, a maio-
ria das implementagbes JPEG utilizam tabelas re-
comendadas pelo padrao, separadas para luminan-
cia e crominéncia.



Abaixo, é exibida uma instancia destas tabelas:

16 11 10 16 24 40 51 61 17 18 24 47 99 99 99 99
12 12 14 19 26 58 60 55 18 21 26 66 99 99 99 99
14 13 16 24 40 57 69 56 24 26 56 99 99 99 99 99
14 17 22 29 51 87 80 62 47 66 99 99 99 99 99 99
18 22 37 56 68 109 103 77 99 99 99 99 99 99 99 99
24 35 55 64 81 104 113 92 99 99 99 99 99 99 99 99
49 64 78 87 103 121 120 101 99 99 99 99 99 99 99 99
72 92 95 98 112 100 103 99 99 99 99 99 99 99 99 99
Luminancia Cromindncia

Figura 2: Quantizagoes recomendadas pelo padrao
JPEG.

Se o processo de quantizagao é feito de forma ad-
equada, restardo poucos valores diferentes de zero
nas unidades de dados e estes estarao concentrados
na parte superior-esquerda do bloco. Em seguida,
o sexto passo consiste da compressao propriamente
dita, onde sao utilizados codificadores de entropia.
Sao utilizados dois tipos de codificadores: um para
os coeficientes DC e outro para os coeficientes AC.
Estatisticamente, verifica-se que unidades contiguas
na imagem possuem valores médios de pizels iguais.
Como os coeficientes DC representam uma mé-
dia dos pixels em cada unidade, seus valores en-
tre unidades contiguas varia pouco e podem ser
codificados pelas suas diferengas, através de uma
tabela de codificagao pré-definida. Para os 63 coefi-
cientes AC restantes, utiliza-se ou uma versao com-
binada dos esquemas RLE[3] e Huffman[4] ou pelo
método QM, variante do esquema aritmético[2].
Como a aplicagao da DCT, seguida da quantiza-
¢ao, gera redundancias mais proeminents na di-
recao da diagonal secunddria da unidade de dados,
a rasterizagdo dos coeficientes AC é realizada se-
gundo esta direcao, processo denominado rasteriza-
¢ao ZZ(zigzag).

Finalmente, no sétimo passo, apds adicionados
cabegalhos e outros parametros JPEG, a stream
bindria resultante ¢ armazenada em um arquivo.

4 Maquinas Quéanticas

Uma méquina quantica € uma maquina de estados,
formada por n sistemas quanticos de dois niveis,
cada qual associado a um qubit. O espago de es-
tados possiveis uma méaquina quantica é dado por
C?" | com estrutura de Espaco de Hilbert.

Através de endomorfismos sobre C2°, uma
mdaquina quéntica pode ser dotada de poder
computacional.  Estes endomorfimos permitem
mudanca de estados e podem ser escritos
como uma combinagao de transformagoes ele-
mentares: transformacées de qubits simples e
NOT-controlados(CNOT). Estas transformagoes el-
ementares podem ser vistas como portas légicas,

denominadas portas qudnticas, e definem uma base
universal para todas as outras portas légicas que
operam no universo quantico[1].

Definicao 3 Uma transformacao de qubit simples
é uma transformacao localmente unitdria da forma
1ot QU ® 19¢-1, com U € U(2).

A figura abaixo mostra uma representagao grafica
como porta légica para a transformacgao de qubit
simples U ® 15:

Figura 3: Notacao gréfica para uma transformacao
de qubit simples.

A porta CNOT possui duas entradas e é repre-
sentada pela figura abaixo:
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Figura 4: Notagao gréfica para a operagao CNOT.

Formalmente, a transformacao vinculada a esta
porta pode ser definida como:

Defini¢ao 4 Sejam |x) e |y) elementos de uma
base de C2. A transformagcdo CNOT : C2®C? —
C? ® C? ¢ uma transformacdo unitdria tal que:

CNOT (|z) ® |y)) = |z) ® |z ® y)
, onde @ denota a adigao mddulo 2.

Na transformacao CNOT, a entrada = é denomi-
nada controle e y é chamado de alvo. E fécil obser-
var que esta transformagao inverte o valor do alvo se
e somente se o controle estiver no estado |1). Além
da inversao controlada de alvos, a operagao CNOT
também pode produzir estados emaranhados, muito
importantes para procedimentos de inicializagao de
diversos algoritmos quanticos.

5 DCT Quantica Unidimen-
sional

A descrigao da versao quantica da DCT unidimen-
sional, proposta por Klappeneker e Rotteler[5], é
apresentada nesta se¢ao. Sao introduzidas algumas



notagoes para portas quinticas especiais e estabele-
cida a base para a versao quéantica da DCT bidi-
mensional.

Considere-se C,, e S, como a DCT e DST uni-
dimensionais, respectivamente, de uma sequéncias
de n valores reais. Wickerhauser[10] mostra que
estas duas transformadas podem ser obtidas a par-
tir da multiplicacao da Transformada Discreta de
Fourier(DFT) por duas matrizes esparsas especiais,
segundo a férmula abaixo:

Ul Fop -V =Co @ (—1)Sn,

onde Fy, representa a DFT de tamanho 2n U,i[ a
matriz adjunta de U,, e V,, definidas abaixo:

L 0
Vi Vi
—n—1 —n—1
. wn it o
n 0 -1 ’
wn—1 i —1
v el
0 % %
1 1
1
Vi = -1 )
1 -1
e w = exp(27i/4n) com i? = —1.

A computagio quantica do produto U - Iy, - V;,
permite obter simultaneamente o resultado de am-
bas DCT e DST, o qual pode ser posteriormente
separado por projecao. O circuito que realiza esta
computagao é obtido em trés passos, onde cada
transformagao € reduzida a produtos de transfor-
magoes elementares.

No primeiro passo, é necessédria a computacao de
V5, que pode ser obtida pelo seguinte resultado:

Teorema 1 V,, =m1(H®1,).

Este resultado estabelece que o valor de V;, pode
ser obtido através de uma permutagao de linhas do
produto tensorial da Transformagao de Hadamard
por 1,, dada por m1(|0z)) = |1z) e 71 (|1x)) = |1T),
para todo inteiro 0 < x < 2™ .

A Transformada Discreta de Fourier Quéan-
tica(QDFT) em n qubits é dada por:

onde |z) = [2,-1) ® [Zp_2) ® -+ @ |20) € |y) =
[Yn—-1) ® |Yn—2) ® - ® |yo). A expressdo da QDFT

pode ser colocada na seguinte forma:

Flz) = % (|0) + e2mi(=woma--zn-1)|1))
@5 (10) + emimmm ) 1)
®% (10) + e*mi=ro)1))

Esta forma j& expoe o circuito quantico e um exem-
plo é exibido na figura a seguir:

|#2) —| H (— B1 — R | F2)
|£1) H HR |F1)
| zo) H |— | F)

Figura 5: Transformada Discreta de Fourier Quén-
tica para 3 qubits.

Na figura acima, H representa novamente a
Transformagao de Hadamard e R4 é uma porta con-
trolada, definida por Ry = ! 91

0 e2d

Finalmente, a decomposi¢ao mais complexa vem
da transformacio U, garantida pelo seguinte resul-
tado:

Teorema 2 Uf = 7, (DoD*)n ™' Dy.

A transformagao D é dada pela matriz diagonal
Dy = diag(l,w,...,w" 1 @", ..., &% w) e é decom-
posta pela identidade D; = (C' ® 1,,) - (A1 @ Ag),
onde C = diag(1,w), Ay = diag(1,w,...,w" 1) =
Ly ® -+ ® Ly ® Ly, com L; = diag(1,w? ), e
Ag—dzag( n—1 .,52,5,1):Kn®"'®K2®K1,
com L; = dzag(l,@2'7_l).

A permutacao 7 é definida pelo complemento de
2 condicionado ao bit mais significativo, dada por
m(|0z)) = |0z) e w(|1z)) = |12’). J4 a permutacao
7o € definida por m2(|0x)) = |0z) e ma(|1x)) = |1(z+
1 mod 2m)), para todo inteiro 0 < z < 2". Os
circuitos associados a estas duas permutagoes sao
representados a seguir:

*Fl__l_

i Pn P,

Figura 6: Circuitos quanticos para permutagoes.

Deve-se ressaltar que a computagao da permu-
tagdo m nada mais é que a computagao de mo com
um pré-processamento via CNOT.



O produto Dy D? opera da seguinte forma:

DoD(|02)) = %

Do D*(|00)) = [00) 5

DoD?(]10)) = —i|10)

[0z) + %Ha})

Este produto pode ser decomposto pela mul-

tiplicacio DyD! = (B' ® 1,) - J, onde B =
L1 (1 i
V2 ( 1= )T =wm S

O circuito completo para a computagao das DCT
e DST unidimensionais é apresentado na préxima
figura , onde estao destacadas as decomposicoes ap-
resentadas anteriormente.

DoD*(|12)) = L [0z) — 1) *

—|H C BtHJ
| |
& s & —
Font1
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Figura 7: Circuito completo para computacao das

DCT/DST unidimensionais.

A complexidade deste circuito é estabelecida
através do seguinte resultado:

Teorema 3 O circuito apresentado calcula simul-
taneamente as DCT e DST unidimensionais so-
bre n valores reais com O(n?) portas qudnticas ele-
mentares.

Através de um processo de separacio algébrica,
o circuito anterior serd tomado como base para a
construgdo da DCT bidimensional, apresentada na
proxima segao.

6 DCT Quantica Bidimen-

sional

, . ativ -
Como R é um corpo abeliano e associativo, a e
pressao de cada elemento da DCT bidimensional
pode se reescrita como:

2 2 n—1
Tpj=1/ —cj \[ —ck Z ZTpq COS [ cos [
m [ ——

Formalmente, isto equivale a dizer que a DCT bidi-
mensional é separdvel e permite intepretd-la como
uma composi¢do de DCTs unidimensionais. Assim,
a DCT bidimensional de um bloco pode ser calcu-
lada aplicando-se a transformada unidimensional a
cada linha do bloco e, sobre o resultado, aplicar
novamente uma transformada unidimensional nas
colunas.

Sem perda de generalidade, o circuito a ser pro-
posto trabalha com blocos quadrados, isto é, n = m.
O circuito, apresentado na Figura 8, é uma con-
catenagao de circuitos DCT/DST unidimensionais

m—1

>

q=0

(2q 4+ 1)jm

(2p + l)kﬂ]
2m

2n

]

seguidos de operagoes de projecao, bem como oper-
acoes de leitura e atualizacao de blocos.

iy S
1 1
Linha 0 QDCT : Coluna 0 QDCT E
| 1
1 1
S S
1l L
Bloco : Bloco Bloco
T -
| - o R
L o
1 '
1
Linha (n-1) | QDCT Ecmuna(m) QDCT :
1 1
1
- L e

Figura 8: Circuito quantico para computacdo da
DCT bidimensional.

Os blocos QDCT representam os circuitos
DCT/DST unidimensionais da Figura 7. Linhas
continuas representam operagoes de leitura nos blo-
cos e, as pontilhadas, operacoes de atualizagao. A
operagao de projecao II obtém o primeiro termo das
somas diretas C,, @ (—1)Sy, ou seja, as componentes
das DCT bidimensionais. O préximo resultado es-
tabelece a corretude e complexidade do circuito pro-
posto:

Teorema 4 O circuito apresentado na Figura 8
calcula as componentes da DCT bidimensional de
um bloco de tamanho n com wvalores reais e possui
complezidade O(n?).

Prova: Seja X = (zxj), £, j = 0,...,n um
bloco de n x n valores reais. Imediatamente antes
do primeiro grupo de projecoes II, da esquerda
para a direita, os valores das linhas dos circuitos
sao os estados correspondentes as somas diretas
DCTy(zk;) ® (—1)DSTy(zk;), cada uma com valor
de k fixo. Apés as projegbes, obtém-se os estados
correspondentes as DCT-linha, que alimentam os
préximos circuitos unidimensionais, produzindo a
saida DCT] (DCTk (.’,ij)) &) (—Z)DSTJ (DCTk (xkj))
Apés o tltimo procedimento de projegao, o resul-
tado de cada linha j do circuito contém o estado
correspondente ao valor DCT;(DCTy(zk;)). Pelo
comentdrio anterior da separabilidade da DCT bidi-
mensional, a corretude do circuito segue imediata-
mente. Cada circuito da DCT unidimensional pos-
sui complexidade de O(n?) portas elementares e
como foram utilizadas 2n destas portas, adicionadas
as 2n projegoes, chega-se a complexidade de portas
Oon3).0

A préxima secao utiliza uma instancia do circuito
apresentado para aplicacao em compressao quantica
de imagens, segundo o padrao JPEG.



7 Compressao JPEG Quan-
tica

O esquema de compressao JPEG quantico é di-
vidido em dois segmentos. O primeiro segmento,
que utiliza computacao cldssica, realiza os pro-
cedimentos de transformacdo de espagos de cor,
sub-amostragem, divisao de blocos, quantizacao
e codificagao de entropia. O segundo segmento
possui alicerces quanticos e utiliza uma instan-
cia de tamanho 64 da DCT bidimensional quén-
tica(QDCT) construida anteriormente.

O diagrama de blocos do esquema JPEG quéantico
¢ mostrado a seguir e reflete a discussao iniciada na
Secao 3:

Imagens em Cores

Il

Transformacé&o
de Cor
‘ Sub-Amostragem H

‘QDCT Bidimensionaﬂ

Imagens em Niveis
de Cinza

I
Separacéo J

de Blocos

8x8

Codificacéo de
Entropia

Figura 9: Esquema de compressao JPEG quéntico.

Formalmente, as entradas e safdas do processo
da QDCT bidimensional parecem bastante trivi-
ais. Porém, implementacoes fisicas destas passagens
envolvem transformacgoes de informacoes cldssicas
para quanticas e vice-versa. Alguns procedimentos
de emaranhamento quéantico e decoeréncia, como os
descritos por Nielsen e Chuang[6], podem ser uti-
lizados para realizagao destas transformacoes.

Aumentando-se a quantidade de blocos da
QDCT, é possivel trabalhar blocos de forma
paralela e explorando, principalmente, técnicas
sistdlicas para aumentar a perfomance de fluxo.

8 Conclusoes e Trabalhos Fu-
turos

Computagao Quéntica disponibiliza um ambiente
bastante adequado para abordagem de problemas
dificeis no modelo cldssico de Turing, permitindo
o desenvolvimento de circuitos e algoritmos com-
putacionalmente eficientes em tempo e espago. Em

particular, a drea de transformadas para processa-
mento digital de sinais tem recebido grandes con-
tribuicoes de algoritmos nos tltimos anos.

Este artigo apresentou uma extensao bidimen-
sional para a versao quantica da DCT unidimen-
sional, proposta por Klappenecker e Rotteler. Além
do circuito quantico para a extensao bidimensional,
foi proposto um fluxo hibrido — classico e quantico
— para o esquema de compressao JPEG, o que per-
mitiu reduzir significantemente a sua complexidade
no procedimentos de transformacao de blocos.

Além do estudo de ambientes para realizagao
fisica do esquema proposto, futuros trabalhos irao
avaliar outros procedimentos da compressao JPEG
passiveis de aceleracao quéntica. Além disso, out-
ros tipos de transformadas como, por exemplo, a
DWT(Discrete Wavelet Transform) bidimensional,
base do esquema JPEG-2000, poderiam ser alvo de
implementagoes quanticas eficientes.
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