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Resumo da pertiréncia de pontos encontranos obsiculos como
robustez geogtrica e nurérica, estabilidade e alcance a

O problema de perténcia de pontos em objetos matengrandes classes de geometrias.

aticamente bem definidos, como curvas e slges, Em [8], Forrest reafirmou a necessidade de um algo-
encontra-se entre os problemas mais elementares (gBfMo robusto e eficiente para peincia de pontos. No
Computago Gifica. A especificsip e implementd#p caso bidimensional, uma resposta foi dada por Corthout
de predicados de peréncia corretos em cBtios and Pol [3], que implementaram um predicado com ro-
geongtricos e nuréricos, bem como eficiente§ de pystez geordtrica e nundrica garantidaa priori, alem de
grande interesse computacional e possui um amplo ggancarem uma classe bastante getoica bastante com-
pectro de aplicajes em operdies tasicas comdilling, plexa — curvas discretas com auto-intergece e constru-
strokinge antialiasing Apesar de bem posto, o problemgem uma implementé&p emhardwarede um predicado

da pertirgncia ainda carece deétodos que alcancemde pertirgncia, atraés dochip Pharos Poucos algorit-

grandes classes de geometrias. Este trabalho apresg@i@ de pertiancia m sido publicados, principalmente
uma classe de algoritmos de peéfitcia de pontos, queem dimendes mais elevadas.

alcanca o dofimio das hipersupedies discretas de di- ) -
mengo arbitaria e possui baixa complexidade, estrutur&$te artigo utiliza como base o trabalho de per-

alcancando uma classe bastante getoica ainda mais
Palavras-chave:Pertiréncia de Pontos, Supéries Disc- complexa, a das hipersupieits discretas com auto-
retas, Geometria Discreta, Algoritmos Discretos, Geo”]ﬁtersecéo. Alem disso, &o propostos algoritmos gen-
tria Computacional. eralizados de pertémcia com baixa complexidade e que
utilizam estruturas de dados muito simples, qualidade que
facilita implementages emhardware
1 Introducao

Um dos objetivos centrais da compuiaggéficaé pro- 2 Geometria Discreta
duzir imagens a partir de um modelo, processo denom-

inadorendering Um modeloé descrito como um con-
junto de objetos dificos: um objeto dfico consiste de
uma fanilia finita 2 = {Uy,...,Un} de subconjuntos,
Ui C R", de algum espaco euclidiai®y', e uma fungo
F:UiU...UUn — RP. A familia 7 € chamada de con-
junto de dados geoatricos e define a forma (geometrigistas $o utilizadas para representar objetos bidimen-
e topologia) do objeto, ¢ & a fun@o atributo do objeto sionais e semi-retas discretas. Ulisaa de tamanhm
que define, por exemplo, a cor e textura do objetos. A gfhersa no espaco inteiro discreto d-dimensidtfae um
meng&o da urkoU;{J...JUm define a dimeréo do ob- elemento do conjunto:

jeto.

O ambiente geo#trico deste trabalhe formado por lis-

tas, hipersuperties e objetos discretos. A defiaig pre-

cisa destes elementos desempenha um papel fundamental
na caracterizaéip das noges de interior e exterior.

d_ gy - d
Uma classe bastante importante de algoritmosedder- Aq={L:[0.n] — Z7}.

ing & denominadalgoritmos baseados em imagetujos
representantes mais conhecidée 8s algoritmos déll-
ing, stroking e antialiasing Esta classe frequentement
necessita de uma opeéagbastante elementar, denomi-
nadapertineéncia de pontasque, em linhas gerais, perComplexos celulares formam a base para deéfmide
mite decidir se um determinado ponto&asb interior de objetos discretos. Da Topologia Agrica[14], vem que
um objeto matematicamente bem definido, como curvasy complexo celular euclideank-dimensionalé um
superfcies ou volumes. Apesar de bem posto, o problerbjeto formado pela ju@p de €lulas homeomorfas a

Uma listaL & chamada dbsta fechadasselL(0) = L(n).
O conjunto de todas as listas imersasZzhsea denotado
orAY e o subconjunto de listas fechadas pgr



bola fechad&-dimensional, chamadas #ecélulas. orienta@o seja coerente[14], o resultados dos teste de per-
tinéncia sefio 0s mesmos.

Definicao 2.1. Um objeto discret&-dimensional & um

complexo celular euclideano discreto plralimensional,

isto &, um complexo celular cujacélulas €m coorde- 3 O Problema Generalizado de Per-
nadas inteiras e tod&'-célula, k' < k, & bordo de de al-

gumak-célula. O conjunto dos objetdsdimensionai< tinéncia e Trabalhos Pévios
comn k-células, imersos no espad, & denotado por
R O problema generalizado de petéitia de pontos pode

Hipersupericies discretas limitam o conjunto de pontoS€" POSIO da seguinte forma:

interiores a um objeto discreto e representam o principal

elemento para computag de pertigncia de pontos. ~ Froblema 3.1. Dados uma hipkersupédie discrekta
fechada(k — 1)-dimensional# C Z* e um pontd® € Z¥,

Definicdo 2.2. SejaQ um objeto discret&-dimensional P pertence a alguma rego interior definida por# ?

e Q' seu sub-complexo formado potlalas (k — 1)- A nogao de redio interioré intuitiva quando# nao tem
dimensionais. O bordo combirtato de Q, denotado por auto-intersecdo. Mesmo nesta situag, & necesario o

9(Q), & definido pelo fecho combirtato Q": uso de uma ferramenta matatica chamadatmero de
rotacdo (winding number) Existem duas maneiras de

0(Q)=Cl(@)=QUu{reqar e Q' T<1'}. definir Mimeros de rot@p: umaversio analtica, que

pode empregar integrais complexas de linha [14], for-

mas diferenciais [10] ou a Integral de Kronecker [13],

€ uma versio geongtrica, que conta o ameros de

intersec@es diretas com uma semi-reta [4, 9]. Algoritmos

A Figura 1 mostra alguns exemplos de objetos discretfis pertirgncia de pontos utilizam, normalmente, a @ers

e suas coprrespondentes hipersupas$ discretas. &b geonttrica, dada a sua viabilidade para implemeatac

& dificil observar que toda hipersupieit k-dimensional

/ & taml&m um objeto discretk-dimensional.

Uma hipersupeitie discretek-dimensional# & um sub-
conjunto.# c Z¥t1 queé bordo combindtrio de algum
objeto discretqk + 1)-dimensionak) imerso enZ +1,

Existem poucos g&todos de perténcia de pontos em
Computa@o Gifica. As limita@es destes &todos in-
cluem geometrias reduzidas, tratamento exaustivo de ca-
S0s especiais e problemas renwos. Alguns rétodos so-

1 iz 6gb i i xteri ,
e mente caracterizam as régk interiores e exteriores, mas
ﬁﬂg]/m n&o disponibilizam nenhum algoritmo para pe&ticia.
1] ] s v
pad No ambiente bidimensional, grande parte dostados
I

computa ou conta olimeros de intersedes entre semi-

retas e partes da hipersupeid discreta. Para estes

métodos, geometrias complexas representam a principal

() objetos barreira e, normalmente, necessitam de um tratamento

extensivo de casos especiais. Edelsbruner [4] e Guibas
et al. [9] sdo exemplos bastante representativos nessa

cesuuaees linha. Corthout e Pol [3] desenvolveram unétodo

para geometrias dimensionais complexas, com robustez

0 " geonétrica e nurérica provadas priori e sea 0 ponto

0 X de partida para a estdés proposta neste artigo. Mesmo

% 0 com implementaio em hardware, atrés dochip Pharos

0 método ainda possui uma depéndia quadatica em

relag@o a resolu@o. Fabriset al. [5] [6] reduziram sig-

nificantemente a complexidade de utilidacdo n&étodo

de Corthout and Pol para opedag ddilling e stroking

(b) hipersupeities

Figura 1: Objetos e hipersupaies discretas de di-

menesl, 2 and3 Uma linha alternativa de tratamento para o ambiente bidi-

mensionalé apresentada por Tang [15], que transforma

a integral de linha da defirbp analtica de rumero de
As noges de regies interiores e exteriores necessitapdtagio para uma integral dupla, utilizando o Teorema de
gue as hipersupédies sejam dotadas de uma orie@@a¢ Green.

Definigio 2.3. Uma hipersupeftie discreta.# & ori- P0ucos resultadogm sido publicados para diméres

entvel sse seu complexo celular subjacente for ofpaiores ou iguais 8. Grande parte destes resultados

entavel. O vetor que define a oriengag de cada élula ainda somente caracterizam interiores e exterioras, n
L € ./ & denotado poE disponibilizando predicados de demis de pertigncia

para as re@ies. Nesta linha, Morgenthaler e Rosen-
Ressalta-se que existem somente duas classesfettt [11] apresentaram uma vars discreta do bem-
orienta@o para uma hipersupérie .#. Desde que a conhecido Teorema de JordansBeer e Ayalaet al. [1]



estenderam este resultado para o thiondas variedades o #; : A2 x A2 — 7,

discretas.

seretas O(LY)Nge(L2) = 0= #4(L1L2) =0
Numa linha mais compavel, Feitoet al. [7] desen- (LY Ne(L?) # 0= #e(LLL?) =
volveram um nétodo para poliedros gerais, que utiliza sgn((A(LY) x A(L?))?)

calculo de determinantes para decidir a pénicia de
pontos. Este &todo inclui modelosion-manifolde sua
exten§io para geometrias mais complexae é clara. O
trabalho de perti@dncia mais atuaé devido a Ayalaet
al. [2], que descreve um complexo algoritmo para deter-
minar as componentes do complemento de uma variedade L(O)L(1), e¢e(L) = @(L) +&.
discreta(n — 1)-dimensional, imersa e". Mesmono ¢ %, : /\ﬁ1 ~ /\%2 — 7, paran; > 1ouny > 1, por:
caso tr|d|men§|onal, aimplemenéagdeste ratodoé uma VoLl L2) = inial ZDZ—Bl%K LELL, >.<
tarefa bastantardua. 12,02, >) !
IR Rt
Tomando-s& como os pares = (q,r) oug = (r,q), onde

TP : T : g€ Q-7 andr € R —Q, Corthout e Pol mostraram que
4 Pertinencia Bidimensional e ¢(L), paratodd € /\%. Utilizando esta restrép so-

bree, prova-se que

ije:to; discretos bidimensiqnais possuem bordos co%(l_l 12) = i/ dz B i dz
binabrios que podem ser vistos como listas fechadas '’ 21 Jo(Lr) z— 9e(LE,) 21 Jo(r) z— ¢e(L3)
bidimensionais, denominadasurvas discretas No ¢

contexto bidimensional, o problema de pegtinia pode - 1 dz 1 dz
ser colocado como: Pe(L5 L) =50 6.1 2= 0(LF) 2 Jo.un z—9(L))

onde (A(LY) x A(L?))? denota a coordenadado
produto vetorial entre os vetorégL') and A(L?)
(imersio emR® est implicita), ¢ (L) & a imer&o
usual emR?, que representa o segmento de reta

Problema 4.1. Dada uma lista fechadd € A2 e um , ondeL! & uma lista fechada Com ¢ definido como
ponto P € Z?, decidir seP a alguma regio interior acima,”; & chamada umangio cross-weightE impor-
definida porlL. tante ressaltar que, a menos da &rigja de manipul&p

) i de rimeros irracionais, a veéis geongtricaé bem mais
A teoria e o neétodo de Corthout and Pol para resolver es‘r’i%moganea e \Avel para implementao.

problema &o apresentados a seguir. Em linhas gerais, o

ponto inicialé o desenvolvimento de uma vaesdiscreta A partir desta relégo entre as ve@es andtica e
do Teorema da Curva de Jordan para curvas discratas geoneétrica, Corthout and Pol tomaram a forma polar
simples, istoé, com possibilidade de auto-intersgeg € = (,p) e provaram a seguinte véxs discreta do
Este resultado permite estabelecer uma estreitazmlateorema de Jordan para curvas discrefassimples:

entre as ve@es andtica e georgtrica do imero de _
rotagio bidimensional. Teorema 4.1 (Corthout and Pol). Sejap uméngulo com

tangente irracional. Dada qualquer lista fechadld, a
A versio andiltica adotada utiliza uma integral de |inh@un®_o Cross_weigh% divide o p|an0 discret(Zz em
sobre o corpo dosimeros complexos: um riimero finito de regies formadas por pontdd com

nimeros de rota&o iguais a
Definicdo 4.1. O numero de rotago w(y,P) de uma

curva fechada e suayecom relago a um pontd® € R? i/ L
é dado por: 27t Jy1) 2— ¢p(P)
w(y,P) = 1 / E Especificamente, uma destas feggé infinita e cortm os
’ 2mi Jyz—P pontos com @imero de rotago nulo. Alem disso, quando

2, . ) _ uma listaL.2 de tamanhan, implicar em
ondeR< & identificado contC para dalculo da integral q 4
z z

complexa. i/ 4 i/ ’
o 2mi Jo1) z— ¢p(LE) * 27 Jp1) z— $p(LE,)

A orienta@o da curvay desempenha um papel funda-

mental na defin@&o do rimero de rota&o. Sew(y,P) ., entio necessariamentg(L) N ¢(L?) # 0.

¢ diferente de zeroR, pertencea regho interior definida A (lima assergo do teorema estabelece que, sob certas

pory. Caso con'arlo,tP etsié n; regag extlerlo_rt. Estd restrigoes, a imerdo poligonal das duas listas precisa ter
uma regra comumente utilizada erarios algoritmos em | - ponto em comunm.

Computago Giéfica eé o padao de algumas linguagens
derenderingcomo PostScrif?. Outra regra po$gel uti- Para tratar a manipulag dos fimeros irracionais e im-
liza deci®es do tipo parmpar para decidir perténcia. plementar a veio geongtrica, Corthout e Pol con-

N o i . _struram a seguinte faftia de fun@escross-weight
Para a vei@o geonrétrica de amero de rotafo, seja

€ € R2 dado e considere-se a faEm#; : A2 x A2 — Z Fo(L,P) = é@m%(LK Q,P>).
definida a seguir.

1Aqui, novamentéR? & identificado com@ para @lculo da integral
o W /\S x N2 JN? x /\g — 7, #(L1,L?) =0 complexa de linha.



A nota@o < Q,P > representa a lista horizontal com extR3) Sejamin{L?} < PY < max{L!} e min{LX} < P* <
tremos emQ e P. Através do limiteQ — «, est sendo max L’} el a reta-suporte do segmerito
constrida uma perturb&p de uma semi-reta discreta in- i .

finita para contar intersedes. O pbximo passo apre- (R3.1) Sel & paralela ao eixs, enfioF(L,P) =0.

senta uma furiip de rasteriz&p que limita os efeitos da (R3.2) Sel naoeé paralela ao eix®, enBoA(L)Y #

perturbago: 0. Sejav um vetor perpendicular b tal que

V<> 0: v=+—(A(L)Y,—-A(L)*). Tomando-se
F(LP) = 2% Fo(L,P). c=Lo-v, | &descrita potx,y) -v=c. Assim,

tem-se os casos finais:

E importante ressaltar que & tomado infinitesimal- P-v>c= F(LP)=sgnL}—L))

mente pequeno sobre os irracionais, o que garante que P.v<c=F(LP)=0

a perturbago rao desloca pontos inteiros para outros in-

teiros e nem altera a peréincia original dos pontos. A funcgao Contribution2D simplesmente implementa cada

um dos resultados anteriores e, seu corpd seritido
Como F(L,P) distribui sob concatenaes de listas, 0 peste artigo. Sua complexidadeO(n), onden & o
primeiro passo passo para impleme&té reduzir 0 tamanho da lista@btima, pois o problema de peréincia
problema a listas de tamantp ou seja, a pequenosidimensional tem cota inferid®(n).

segmentos discretos: . o . N ~
Operades gaficas tpicas que poderiam utilizar a fuag

WINDINGNUMBER2D(List L, Point P) de pertirenciaWINDINGNUMBER2D(L,P) incluemfill-

1 weoO ing, strokinge antialiasing Fabriset al. [5, 6] reduziram
2 for each(Li,Lis1)inL a complexidadg quadtica de utilizago dgsta fun”q:q para
3 dow«— w-+ CONTRIBUTION2D((L;,Li 1) — P) as operafles citadas a patamares sub-lineares, &srde
4 return w procedimentos de coemcia de regies que utilizaram ex-

tensivamente a ved® discreta do Teorema de Jordan.

O passo(3) computa a contribugp de cada segmento ] ) o )

para o mimero de rotao. A translago de cada ele-5 Pertinéncia Tridimensional
mento da listeéé para acelerar catculo da fungo Con-
TRIBUTION2D, que calcula a contribudp de cada termo
da decomposip deF(L,P). Os elementos utilizados
na computago de cada segmento &strepresentados n
Figura 2.

Esta sego inicia a exterio do nétodo de pertiéncia
de Corthout e Pol. A constriig do nétodo segue um
aprincipio semelhante: congirse uma vei&o geongtrica
com perturbago e prova-se sua equigalcia com a veéo
analtica do rtumero de rota&o.

O problema de perténcia tridimensionaté formulado
como:

Problema 5.1. Dada uma hipersupeidie discreta2-
dimensionak?, ou simplesmente uma sugei# discreta
L fechada, e um pontB € Z2, decidir seP pertence ao in-
O terior de Q.

A definicao anditica de rumero de rotego bidimensional
L 1 P nao pode ser facilmente estendida para o espaco tridimen-

sional porque &o existe uma ve#® tridimensional para
< . niimeros complexos. Assim, $enecesaria a utilizago

da Integral de Kronecker [13]:

Definicdo 5.1. Sejas: A ¢ R? — R® uma supeitie
parametrizada, suave por partes e sem bordo, e um ponto
P € R% ndo contido no trago des(u,v). O nimero de
rotacdo w(s,P) desem relag@o aP & dado pela seguinte
formula:

Figura 2: Elementos para compuacda fungo Con-
TRIBUTION2D.

A computa@o do valor gerado por cada termoFig., P) -1 // defs(u,v) — P.Das(u,v), Dos(uv)] o
€ dada pelos seguintes resultados: artJ Ja |s(u,v) - P3

(R1) Se(PY >maxXL}VvPY <min{LY} vP* < min{L}})

enfoF (L,P) = 0. Essencialmente, a integral dupla acima faz uma soma

de volumes sinalizados, definidos por uma decompgosic
(R2) Se (PY < maxL’} A PY > min{L’} A P > simplicial des(u,v). Esta integraé muito similaraquela
max{LX}) enfioF (L,P) = sgnLy — L)). utilizada no @lculo deangulos élidos.



Para a vei@o geongtrica, & definida a seguinte fuig Definicdo 5.3. Defina-seZp, p, : Q%2 x 73 — Z por:
cross-weightridimensional:
9P0~,P1(Qv P)= erﬂm%opl (Q,(Q,P)).
Defini¢Ao 5.2. Sejag € R3, £ ¢ ¢(Q), V Q € Q23, onde
¢(Q) denota imer&o cardnica deZ® emR3. Defina-se a
fungio 7; : Q%3 x A3 — Z por: A constru@o desta furijo segue 0 mesmo priipio
23 A3 bidimensional, ou seja, contar intersges sinalizadas
o Ve Q¥ xNg— L, #e(Q,L) =0 entre uma semi-reta discreta e a sujpgf Tomando-se
o W QP XN um cjuplo limite sobre os irracionais, @p-se uma nova
fungaocross-weight# (Q,P):
P(Q)NPe(L) =0 = #:(Q,L1) =0
$(Q)Nge(L) £ 0 —s #4(Q,L1) = sgnQ-A(L)) Proposicio 5.2. Seja.7 : Q23 x 78 — 7 definida por:

y(Q,P) == I|m gpo.pl(Q7P).

nl—l 0
° %IQﬁ’lax/\ﬁz—)Z, n,m>2eQ= .UOTivTiE Posoa
1=
023 Entio % (Q,P) & uma fungo cross-weight.
1
N —1np—1 O método tridimensional, e&b, consiste na
#e(Q,L) = Z} ZJ%(EK Lj,Ljy1>). implementago de .#(Q,P). Inicialmente, observa-
i=0 j= se que.#(Q,P) & distributiva sobre concateriss de

listas e unbes de élulas, permitindo a constrag do
Esta definigo estabelece que se uradamersio ¢:(L) seguinte algoritmo:
de umal-célula L possui interse@p com a imei&o de
alguma2-célula ¢(Q), altera-se o @amero de rots&o WinpINGNUMBER3D(DiscreteSur face, Point P)
pela orientago relativa entr€® eL. O proximo resultado 1 w0
mostra a rela@o entre as vet@s andtica e georétrica: 2 for each; in Q
3 dow+« w+ CONTRIBUTION3D(T; — P)
Proposicgo 5.1. SejaQ € Q%2 uma supeitie discreta 4 return w
fechada . € A® uma lista fechada. Se¢ ¢(Q),VQ €

Q23 engio: Novamente, a translag r; — P tem o objetivo de acel-
erar a computap de contribuigo de cadaé&lula para o
We(Q,L) =wW(¢(Q), pe(Ln)) —W((Q), ¢c(Lo)). nimero de rota@o.A fun@o CONTRIBUTION3D & uma

implementago direta da furifo cross-weight# (Q,P) e
A condigioe ¢ ¢(Q), ¥ Q € Q>3 & equivalente a exigir ¢ baseada nos resultados apresentados a seguir.
que qualquer perturbag & nao esteja contida num hiper-
plano coninuo gerado por qualquer tripla de pontos iSe€m perda de generalidade, pode-se assumir que o ponto
teiros ro-colineares. Um caso especial de pertuibag testadoe sempre a origen®7, uma vez que oimero de
£ que satisfacara condi@o anteriolé obtida tomando-sefota@o & invariante a translégs. O primeiro casé o
€ em coordenadas ésfcase = (r, po, p1), comr infinites- Mais simples em termos de implemertag

imalmente pequeno@ e p; angulos com tangentes irra- _ . ”3 . .
cionais. Proposicio 5.3. Sejar; € Q7 contido em um hiperplano

. _ ) . . discreto tridimensional”’. Se.# é paralelo ao eixa,

A proposi¢io anterior permite a constiaig da seguinte endio 7 (1, 0) = 0.

versio discreta do Teorema de JordariBer tridimen-

sional: Se o hiperplano @o € paralelo ao eixa, enfio existem
dois casos, cobertos pelas dua@qmas proposiges.

Teorema 5.1. Sejas uma diregio emR3 ndo contida

em qualquer plano coirtuo gerado por triplas de pon-Proposigo 5.4. Sejar; € Qi‘s contida em um hiperplano

tos inteiros @o-colineares. Dada uma supmie discreta discretoZ”. Ses#”N{(0,0,2) : z€ Z} = {Q}, en&o:

fechade , afunga}o cross.-vx_/elgh%//£ separa o plano dis- e SeQ% > O, endio Z (1, ) — 0.

creto Z° em um fimero finito de redies formadas por

pontosP com o mesmoimero de rotago e SeQ* <O, enfio:
W(¢(Q),¢e(P)). ~Se Q €1, enfio Z(1,0) = sgr((T -
0,0,—-1)));
Precisamente uma destas riégs, com pontos ddimero ( )
de rotago nulo,& infinita. AEm disso, para qualquer lista — SeQ ¢ 1, entio .7 (13, 0) = 0.
L e A%, sew(§(Q),¢e(Lo)) # W(9(Q),¢e(Ln)) ento

Nao é dificil observar queQ € 1; € uma inshncia do
p(Q)Ne(L)#0. problema de perténcia bidimensional.

Para implementar a fufip #;,é necesario escolher

uma dire@o . Considere-se a dirdg em coordenadasProposicdo 5.5. Sejart; € Qf“q’ contida em um hiperplano
eskricase = (r, po, p1) € a fun@ocross-weightissociada discretos#. Se{(0,0,z):z€ Z} C 7, enf0.7 (1;,0) =

por #pp. o1 - 0.



As proposifes anteriores cobrem todos o0s casds intersecgo para o exterior, no sentido positivo do eixo

possveis de contribuigo de umaélula para o imerode 7z No contagem das interséms, &0 encontradas so-
rotago da origem. Assim, a fufip CONTRIBUTION3D mente duas @ulas que contribuem com osimeros +1

realiza os testes descritos em cada uma delas: : :
e -1, os quais, na soma final, geram resultado zero, ou

CONTRIBUTION3D(Cell 7) seja, 0 ponto eétno exterior, como esperado. O ponto
1 A — HYPERPLANHT) P,, embora &0 esteja na interse&g das élulas, tambm

2 i #n{(0.07):2€Z} =0 > Proposigo5.3 produz rimero de rota&o nulo, que o classifica tar@in

3 then return O .
4  else if(0,0,0) € # and (0,0,1) € # > Proposiéo 5.4 como ponto exterior.
5 then return O . . )
6 else Q —.#n{(0,0,2):ze Z} > Proposi@o5.5 O caso (b) exibe uma situag mais complexa, onde uma
7 ifQs<0 superfcie discretaé formada pela uéb de tés blocos
8 then Toroj — PROIECTIONXY (1) basicos de mesma natureza. Novamente, a orig&in (
9 if WINDINGNUMBER2D(Tproj,(0,0)) # 0 . , - . .

- foi testada. O imero de rota@o resultante foi-3, classi-
10 then return sgn(t - (0,0,—1)) . . . . . o
11 else return0 ficando o ponto como interior. Na realidad@pré dificil
12 else return0 observar que existem soment@stk&lulas que contribuem

para o rfumero de rotago deP;, cada qual contribuindo
com +1, com orientaip das €élulas para o exterior. Cada
Finalmente, alguns resultados sobre a implem@atagm dos outros pontoB, Ps and P, retornaram imero
sao exibidos a seguir. A Figura 3 mostra algumake rota@o zero, classificando-os como pontos exteriores,
classificafes de pertidncia em supeidies discretas como esperado.
tridimensionais com auto-interse&ax;

A Figura 4 exibe a habilidade dadnica em tratar geome-
tria complexas. A supddie discreta exibida em (a) foi
gerada por um procedimento recursivo, semelhante ao en-
contrado em fractais, e ca@h \arias auto-interseées.
Resultados de classificag de pontos para um volume
limitante da supeftie sa0 exibidos em (b).

(a) intersecgo simples

(a) supericie recursiva

(b) pontos classificados
(b) intersec@o mais complexa

Figura 4: Classificeio de pontos em uma geometria com-
Figura 3: Pertigncia tridimensional contra sup@ies plexa.

discretas com auto-interseax

No primeiro caso (a), the pontB; (origem) esh na Em particular, classificdigs como as apresentadas na
intersec@o de 12 élulas(seis superiores e seis inferiFigura 4, 80 de extrema impdihcia pararenderinge
ores). Atraes da perturbd@p €, o ponto foi transladado modelagem baseados em pontos.



6 Pertinénciad-dimensional,d >4 Somente uma destas régsé infinita e coném pontos
com rumero de rotago nulo. Aém disso, para qual-

A partir do resultado obtido no caso tridimensiona‘ﬂ,u?r"StaLE/\d’Sew(d’(Q)"pf(Lo))#W(d’(Q)’d’f(L”))
extenes para dimef@®s mais altas podem ser facilgnao‘p(gmd’(l‘) #0.

mente obtidas. A ve&® anditica do rimero de roté0 Tomando-ses em coordenadas @sfcas generalizadas
d-dimensionalé novamente definido pela Integral dg — (v p, ...  py_,), comr suficientemente pequenope
Kroneckerd-dimensional [13]: i=0,...,d—2, angulos com tangente irracional, satisfaz-
Definicio 6.1. Sejas: A c RS- — RY uma su- se 0s requisitos do teorem anterior e disponibiliza-se um

perficié parametrizada, suave por partes e sem bordynPiente paradculo de’;. Novamente ;. .o, )

e P e RY um ponto Ao contido no tracos(u) = SE@denotadapotp, . o, ,-
(s1(u),...,s(u)), ue A. O numero de rotago w(s,P)

descom relagio aP é dado pelaérmula: Definicdo 6.3. Defina-se a fur@io de rasterizago d-
(~1) 1 / det{s(u)fP,Dls(u),...,Dd,ls(u)]du 5 dimensionalZ .. p, , od-1dy 7d 7 o ag
Ad-1(1) Ja Is(u) —P[d g...dug_1,

Fp0.01(Q,P) = Qinjj//po,m,pdfz(Qa (Q,P)).

ondeAq_1(1) representa grea da esfera uréiria (d —

1)-dimensional. Usando-se a fudp %y, 5, , acima e tomando-se

A interpretago dew(s,P) & a mesma: soma de volumeg sedéncia de(d — 1) limites sobre os irracionais,
sinalizados. A ve@@o geondtrica tamiem constbi uma Obtm-se a seguinte fuaig cross-weight7 (Q, P):
fungaocross-weighsemelhante:

Proposicdo 6.2. Seja.Z : Q4-19d x 79 — 7 definida por:

Defini¢ao 6.2. Sejac € R¥, £ ¢ ¢(Q), V Q € Qd-14,

onde¢ (Q) a imersio carbnica deZ¢ emRY. Defina-se a F(Q,P)= lim 0 F oo pa2(Q,P).
fungio #; : Q4-1d x A9 — Z por: Po----Pd-2
o W, Qd-1dy /\g — 7, #(Q,L)=0 Entio .# (Q,P) & uma fun@o cross-weight.
o W QI M A L7 O método de pertiancia generalizado implementa
1 1 S :
F(Q,P) e usa, inicialmente, a propriedade de
P(Q)Nge(lL) =0 = #:(Q,LY)=0 distribuicdo sobre concatenag de listas e ubes
B(Q)Ne(L) £0 = #2(Q, L) = sgr(Q-4(L)) 4e ®lulas:
L WINDINGNUMBER(D)D (DiscreteHypersur fac®, Point P)
.ad-1d _ Ad - 1 w20
o W Q XN, —Z,n,p>2,eQ= T, T € .
£ M2 bz igo b 2 for eachtin Q
Qf‘l’d 3 dow«— w- CONTRIBUTION(D)D(Ti — P)
4 return w

ni—1np—1

We(Q,L) = We(Ti, < Lj,Ljr1>).
& i; J;j et ] J+

Resultados para provar a corretude da &oCONTRI-
A relacs - St atrica d BUTION(D)D sao aralogos ao caso tridimensional e
relagao entre as veoes andlica e geomtrica do gego omitidos. Assim, @ONTRIBUTION(D)D pode ser
nimero de rota@o &€ dada pela proposiQ a seguir: dada por:

Proposigﬁo 6.1. SejaQ e Qd-1d yma hipersupe'rf:ie CONTRIBUTION(D)D(CeIIT)
discreta fechada & € AY uma lista fechada . Se ¢ & i o PERPLANET)
: 2 if #n{(0,...,2):z€Z} =0

$(Q),V Qe Qi-1d ento: then return 0
else if(0,...,0) € # and (0,...,1) € 5#

~N~No o~ Ww

He(Q,L) =w(d(Q),d:(Ln)) —W(d(Q), de(Lo)). then return 0
else Q —#nN{(0,...,2):z€ Z}
~ . . if Q¢ <0
Novamente, a proposiQ anterior permite provar uma g then Tproj — PROJECTIONK; ... Xg_1(T)
versio discreta do Teorema de JordarinBer, agora 9 if WINDING NUMBER(D-1)D(Tproj, (0, ...,0)) #0
valida para qualquer dimeas inteira: 10 then return sgn(7 - (0,...,—1))
11 else return0

. L ~ . else return0
Teorema 6.1. Sejas uma dire@io emRY ndo contida

em qualquer hiperplano gerado pdfuplas de pontos in-
teiros rio-colineares. Dada uma hipersupieié discreta . ) .
Q, fechada e orierétvel, a funéo cross-weight#; sep- A fUNGROPROJECTIONK;... Xy 1(T) realiza a projego

. ! - - : d—1
ara o plano discretdZ em um fimero finito de regies Ortogonal de T no sub espagoZ(@-Y. Nesta
contendo pontoB com o mesmotmero de rotago: implementago, fica extremamente clara a natureza
recursiva das computag e, principalmente, a recég de

w(p(Q),d:(P)). dimengo para simplificar osatculos.



7 Conclues e Trabalhos Futuros  [8] A.R. Forrest. Computational geometry in practice
pp. 707-724. Fundamental Algorithms for Com-

Predicados de perémcia de pontos representam puter Graphics. Springer-Verlag, 1985.

opera@es muito elementares pararias aplicages em [9] L.J. Guibas, L.H. Ramshaw, e J. Stolfi. A kinetic
Computaéo Giéfica, principalmente para aquelas que framework for computational geometry. Rdth
dependem de algoritmos baseados em imagem. O desen- IEEE Symposium on the Foundations of Computer
volvimento de teoria e Btodos que garantam robustez  Sciencepp. 100-111, 1983.

geonetrica e nurérica, eficéncia e , principalmente, qu
alcancem geometrias complexd@s,de grande interess
computacional.

310] V. Guillemin e A. Pollack. Differential Topology
Prentice-Hall, New Jersey, 1974.

. , . [11] D.G. Morgenthaler e A. Rosenfeld. Surfaces in
Este artigo apresentou umetodo generalizado para de three-dimensional imageformation and Contrql

cidir pertiréncia de pontos em hipersugerés discre-

tas de dimer#o arbitaria. Em particular, tanto robustez 51, pp. 227-247, 1981.
geongtrica quanto nukrica foram garantidaa priori. [12] B.P. Palka. An Introduction to Complex Function
Adicionalmente, o ratodo possui baixa complexidade e  Theory Springer-Verlag, New York, 1991.

exige estruturas de dados muito simples, o que o to

muito vidvel para implementées erhardware ﬁ@] G.B. Price Multivariable Analysis Springer-Verlag,

New York, 1984.

O,m_etodo apresentado pode ser _e§te_znd|do tanto naadreﬁdr] E.H. SpanierAlgebraic Topology Springer-Verlag,
tedrica quanto em requisitos maisapicos. Do ponto de New York 1995

vista tébrico, a extendo para geometrias ainda mais com- ' '

plexas, como NURBS ou sup@ries de subdiviso disc- [15] G.Y. Tang. Region filling with the use of the discrete
retas poderia disponibilizar ferramentas poderosas para green theoremComputer Vision, Graphics and Im-
aplicages que dependam de modelagem baseadas em age Processingd2, pp. 297-305, 1988.

pontos. Numa linha mais @tica, otimizades locais

baseadas em igualdade dameros de roté&p em deter-

minadas redies poderiam ser exploradas, de tal modo a

aumentar a efiéincia de utilizago do neétodo proposto.
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