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Resumo

O problema de pertin̂encia de pontos em objetos matem-
aticamente bem definidos, como curvas e superfı́cies,
encontra-se entre os problemas mais elementares em
Computaç̃ao Gŕafica. A especificaç̃ao e implementaç̃ao
de predicados de pertinência corretos em critérios
geoḿetricos e nuḿericos, bem como eficientes,é de
grande interesse computacional e possui um amplo es-
pectro de aplicaç̃oes em operaç̃oes b́asicas comofilling,
strokingeantialiasing. Apesar de bem posto, o problema
da pertin̂encia ainda carece de métodos que alcancem
grandes classes de geometrias. Este trabalho apresenta
uma classe de algoritmos de pertinência de pontos, que
alcança o doḿınio das hipersuperfı́cies discretas de di-
mens̃ao arbitŕaria e possui baixa complexidade, estruturas
de dados simples e viabilidade para implementações em
hardwarecomo principais caracterı́sticas.

Palavras-chave:Pertin̂encia de Pontos, Superfı́cies Disc-
retas, Geometria Discreta, Algoritmos Discretos, Geome-
tria Computacional.

1 Introduç ão

Um dos objetivos centrais da computação gŕaficaé pro-
duzir imagens a partir de um modelo, processo denom-
inado rendering. Um modeloé descrito como um con-
junto de objetos gráficos: um objeto gŕafico consiste de
uma faḿılia finita U = {U1, . . . ,Um} de subconjuntos,
Ui ⊂ Rn, de algum espaço euclidianoRn, e uma funç̃ao
F : U1

⋃
. . .

⋃
Um→ Rp. A famı́lia U é chamada de con-

junto de dados geoḿetricos e define a forma (geometria
e topologia) do objeto, ef é a funç̃ao atributo do objeto
que define, por exemplo, a cor e textura do objetos. A di-
mens̃ao da unĩaoU1

⋃
. . .

⋃
Um define a dimens̃ao do ob-

jeto.

Uma classe bastante importante de algoritmos derender-
ing é denominadaalgoritmos baseados em imagem, cujos
representantes mais conhecidos são os algoritmos defill-
ing, strokinge antialiasing. Esta classe frequentemente
necessita de uma operação bastante elementar, denomi-
nadapertinência de pontos, que, em linhas gerais, per-
mite decidir se um determinado ponto está no interior de
um objeto matematicamente bem definido, como curvas,
superf́ıcies ou volumes. Apesar de bem posto, o problema

da pertin̂encia de pontos encontra vários obst́aculos como
robustez geoḿetrica e nuḿerica, estabilidade e alcance a
grandes classes de geometrias.

Em [8], Forrest reafirmou a necessidade de um algo-
ritmo robusto e eficiente para pertinência de pontos. No
caso bidimensional, uma resposta foi dada por Corthout
and Pol [3], que implementaram um predicado com ro-
bustez geoḿetrica e nuḿerica garantidasa priori, além de
alcançarem uma classe bastante geométrica bastante com-
plexa – curvas discretas com auto-intersecção – e constru-
irem uma implementação emhardwarede um predicado
de pertin̂encia, atrav́es dochip Pharos. Poucos algorit-
mos de pertin̂encia t̂em sido publicados, principalmente
em dimens̃oes mais elevadas.

Este artigo utiliza como base o trabalho de per-
tinência bidimensional desenvolvido por Corthout e
Pol, extendendo-o para dimensões inteiras arbitŕarias e
alcançando uma classe bastante geométrica ainda mais
complexa, a das hipersuperfı́cies discretas com auto-
intersecç̃ao. Além disso, s̃ao propostos algoritmos gen-
eralizados de pertin̂encia com baixa complexidade e que
utilizam estruturas de dados muito simples, qualidade que
facilita implementaç̃oes emhardware.

2 Geometria Discreta

O ambiente geoḿetrico deste trabalhóe formado por lis-
tas, hipersuperfı́cies e objetos discretos. A definição pre-
cisa destes elementos desempenha um papel fundamental
na caracterizaç̃ao das noç̃oes de interior e exterior.

Listas s̃ao utilizadas para representar objetos bidimen-
sionais e semi-retas discretas. Umalista de tamanhon
imersa no espaço inteiro discreto d-dimensionalZd é um
elemento do conjunto:

Λd
n = {L : [0..n]→ Zd}.

Uma listaL é chamada delista fechadasseL(0) = L(n).
O conjunto de todas as listas imersas emZd seŕa denotado
por Λd e o subconjunto de listas fechadas porΛd

c .

Complexos celulares formam a base para definição de
objetos discretos. Da Topologia Algébrica[14], vem que
um complexo celular euclideanok-dimensional é um
objeto formado pela junção de ćelulas homeomorfas a



bola fechadak-dimensional, chamadas dek-células.

Definição 2.1. Um objeto discretok-dimensionalΩ é um
complexo celular euclideano discreto purok-dimensional,
isto é, um complexo celular cujas0-células t̂em coorde-
nadas inteiras e todak′-célula, k′ < k, é bordo de de al-
gumak-célula. O conjunto dos objetosk-dimensionaisΩ
comn k-células, imersos no espaçoZd, é denotado por
Ωk,d

n .

Hipersuperf́ıcies discretas limitam o conjunto de pontos
interiores a um objeto discreto e representam o principal
elemento para computação de pertin̂encia de pontos.

Definição 2.2. SejaΩ um objeto discretok-dimensional
e Ω′ seu sub-complexo formado por células (k− 1)-
dimensionais. O bordo combinatório deΩ, denotado por
∂ (Ω), é definido pelo fecho combinatório Ω′:

∂ (Ω) = Cl(Ω′) = Ω′∪{
τ ∈Ω|∃τ ′ ∈Ω′,τ ≤ τ ′

}
.

Uma hipersuperfı́cie discretak-dimensionalM é um sub-
conjuntoM ⊂ Zk+1 queé bordo combinat́orio de algum
objeto discreto(k+1)-dimensionalΩ imerso emZk+1.

A Figura 1 mostra alguns exemplos de objetos discretos
e suas coprrespondentes hipersuperfı́cies discretas. Ñao
é dif́ıcil observar que toda hipersuperfı́cie k-dimensional
M é tamb́em um objeto discretok-dimensional.

(a) objetos

(b) hipersuperf́ıcies

Figura 1: Objetos e hipersuperfı́cies discretas de di-
mens̃oes1, 2 and3

As noç̃oes de regĩoes interiores e exteriores necessitam
que as hipersuperfı́cies sejam dotadas de uma orientação.

Definição 2.3. Uma hipersuperfı́cie discretaM é ori-
ent́avel sse seu complexo celular subjacente for ori-
ent́avel. O vetor que define a orientação de cada ćelula

τ ∈M é denotado por
→
τ .

Ressalta-se que existem somente duas classes de
orientaç̃ao para uma hipersuperfı́cie M . Desde que a

orientaç̃ao seja coerente[14], o resultados dos teste de per-
tinência ser̃ao os mesmos.

3 O Problema Generalizado de Per-
tin ência e Trabalhos Pŕevios

O problema generalizado de pertinência de pontos pode
ser posto da seguinte forma:

Problema 3.1. Dados uma hipersuperfı́cie discreta
fechada(k−1)-dimensionalM ⊂ Zk e um pontoP∈ Zk,
P pertence a alguma região interior definida porM ?

A noção de regĩao interioré intuitiva quandoM não tem
auto-intersecç̃ao. Mesmo nesta situação, é necesśario o
uso de uma ferramenta matemática chamadanúmero de
rotação (winding number). Existem duas maneiras de
definir ńumeros de rotaç̃ao: umavers̃ao anaĺıtica, que
pode empregar integrais complexas de linha [14], for-
mas diferenciais [10] ou a Integral de Kronecker [13],
e uma vers̃ao geoḿetrica, que conta o ńumeros de
intersecç̃oes diretas com uma semi-reta [4, 9]. Algoritmos
de pertin̂encia de pontos utilizam, normalmente, a versão
geoḿetrica, dada a sua viabilidade para implementação.

Existem poucos ḿetodos de pertin̂encia de pontos em
Computaç̃ao Gŕafica. As limitaç̃oes destes ḿetodos in-
cluem geometrias reduzidas, tratamento exaustivo de ca-
sos especiais e problemas numéricos. Alguns ḿetodos so-
mente caracterizam as regiões interiores e exteriores, mas
não disponibilizam nenhum algoritmo para pertinência.

No ambiente bidimensional, grande parte dos métodos
computa ou conta o números de intersecções entre semi-
retas e partes da hipersuperfı́cie discreta. Para estes
métodos, geometrias complexas representam a principal
barreira e, normalmente, necessitam de um tratamento
extensivo de casos especiais. Edelsbruner [4] e Guibas
et al. [9] são exemplos bastante representativos nessa
linha. Corthout e Pol [3] desenvolveram um método
para geometrias dimensionais complexas, com robustez
geoḿetrica e nuḿerica provadasa priori e seŕa o ponto
de partida para a estensão proposta neste artigo. Mesmo
com implementaç̃ao em hardware, através dochip Pharos,
o método ainda possui uma dependência quadŕatica em
relaç̃ao à resoluç̃ao. Fabriset al. [5] [6] reduziram sig-
nificantemente a complexidade de utilização do ḿetodo
de Corthout and Pol para operações defilling estroking.

Uma linha alternativa de tratamento para o ambiente bidi-
mensionalé apresentada por Tang [15], que transforma
a integral de linha da definição anaĺıtica de ńumero de
rotaç̃ao para uma integral dupla, utilizando o Teorema de
Green.

Poucos resultados têm sido publicados para dimensões
maiores ou iguais a3. Grande parte destes resultados
ainda somente caracterizam interiores e exteriores, não
disponibilizando predicados de decisão de pertin̂encia
para as regiões. Nesta linha, Morgenthaler e Rosen-
feld [11] apresentaram uma versão discreta do bem-
conhecido Teorema de Jordan-Bröwer e Ayalaet al. [1]



estenderam este resultado para o domı́nio das variedades
discretas.

Numa linha mais computável, Feito et al. [7] desen-
volveram um ḿetodo para poliedros gerais, que utiliza
cálculo de determinantes para decidir a pertinência de
pontos. Este ḿetodo inclui modelosnon-manifolde sua
extens̃ao para geometrias mais complexas não é clara. O
trabalho de pertin̂encia mais atuaĺe devido a Ayalaet
al. [2], que descreve um complexo algoritmo para deter-
minar as componentes do complemento de uma variedade
discreta(n− 1)-dimensional, imersa emZn. Mesmo no
caso tridimensional, a implementação deste ḿetodoé uma
tarefa bastantéardua.

4 Pertinência Bidimensional

Objetos discretos bidimensionais possuem bordos com-
binat́orios que podem ser vistos como listas fechadas
bidimensionais, denominadascurvas discretas. No
contexto bidimensional, o problema de pertinência pode
ser colocado como:

Problema 4.1. Dada uma lista fechadaL ∈ Λ2 e um
ponto P ∈ Z2, decidir seP a alguma regĩao interior
definida porL.

A teoria e o ḿetodo de Corthout and Pol para resolver este
problema s̃ao apresentados a seguir. Em linhas gerais, o
ponto inicialé o desenvolvimento de uma versão discreta
do Teorema da Curva de Jordan para curvas discretas não-
simples, istoé, com possibilidade de auto-intersecção.
Este resultado permite estabelecer uma estreita relação
entre as vers̃oes analı́tica e geoḿetrica do ńumero de
rotaç̃ao bidimensional.

A vers̃ao anaĺıtica adotada utiliza uma integral de linha
sobre o corpo dos números complexos:

Definição 4.1. O número de rotaç̃ao w(γ,P) de uma
curva fechada e suaveγ com relaç̃ao a um pontoP∈ R2

é dado por:

w(γ,P) =
1

2π i

∫

γ

dz
z−P

,

ondeR2 é identificado comC para ćalculo da integral
complexa.

A orientaç̃ao da curvaγ desempenha um papel funda-
mental na definiç̃ao do ńumero de rotaç̃ao. Sew(γ,P)
é diferente de zero ,P pertencèa regĩao interior definida
por γ. Caso contŕario, P est́a na regĩao exterior. Estáe
uma regra comumente utilizada em vários algoritmos em
Computaç̃ao Gŕafica eé o padr̃ao de algumas linguagens
derenderingcomo PostScriptc©. Outra regra possı́vel uti-
liza decis̃oes do tipo par–́ımpar para decidir pertin̂encia.

Para a vers̃ao geoḿetrica de ńumero de rotaç̃ao, seja
ε ∈ R2 dado e considere-se a função Wε : Λ2×Λ2 → Z
definida a seguir.

• Wε : Λ2
0×Λ2⋃

Λ2×Λ2
0 → Z , Wε(L1,L2) = 0

• Wε : Λ2
1×Λ2

1 → Z,




ϕ(L1)∩ϕε(L2) = /0⇒Wε(L1,L2) = 0
ϕ(L1)∩ϕε(L2) 6= /0⇒Wε(L1,L2) =
sgn((∆(L1)×∆(L2))z)

onde (∆(L1)× ∆(L2))z denota a coordenadaz do
produto vetorial entre os vetores∆(L1) and ∆(L2)
(imers̃ao emR3 est́a impĺıcita), ϕ(L) é a imers̃ao
usual emR2, que representa o segmento de reta
L(0)L(1), eϕε(L) = ϕ(L)+ ε.

• Wε : Λ2
n1
×Λ2

n2
→ Z, paran1 > 1 oun2 > 1, por:

Wε(L1,L2) = ∑n1−1
i=0 ∑n2−1

j=0 Wε(< L1
i ,L

1
i+1 >,<

L2
j ,L

2
j+1 >)

Tomando-seε como os paresε = (q, r) ouε = (r,q), onde
q∈ Q−Z andr ∈ R−Q, Corthout e Pol mostraram que
ε 6∈ ϕ(L), para todaL ∈ Λ2

1. Utilizando esta restriç̃ao so-
breε, prova-se que

Wε (L1,L2) =
1

2π i

∫

ϕ(L1)

dz

z−ϕε (L2
n2

)
− 1

2π i

∫

ϕ(L1)

dz

z−ϕε (L2
0)

e

Wε (L2,L1) =
1

2π i

∫

ϕε (L1)

dz

z−ϕ(L2
n2

)
− 1

2π i

∫

ϕε (L1)

dz

z−ϕ(L2
0)

, ondeL1 é uma lista fechada1. Com ε definido como
acima,Wε é chamada umafunç̃ao cross-weight. É impor-
tante ressaltar que, a menos da exigência de manipulação
de ńumeros irracionais, a versão geoḿetricaé bem mais
homoĝenea e víavel para implementação.

A partir desta relaç̃ao entre as versões analı́tica e
geoḿetrica, Corthout and Pol tomaram a forma polar
ε = (r,ρ) e provaram a seguinte versão discreta do
Teorema de Jordan para curvas discretas não-simples:

Teorema 4.1 (Corthout and Pol).Sejaρ umângulo com
tangente irracional. Dada qualquer lista fechadaL1, a
funç̃ao cross-weightWρ divide o plano discretoZ2 em
um ńumero finito de regĩoes formadas por pontosP com
números de rotaç̃ao iguais a

1
2π i

∫

ϕ(L1)

dz
z−ϕρ(P)

.

Especificamente, uma destas regiõesé infinita e cont́em os
pontos com ńumero de rotaç̃ao nulo. Alem disso, quando
uma listaL2 de tamanhon2 implicar em

1
2π i

∫

ϕ(L1)

dz

z−ϕρ(L2
0)
6= 1

2π i

∫

ϕ(L1)

dz
z−ϕρ(L2

n2
)
,

, ent̃ao necessariamenteϕ(L1)∩ϕ(L2) 6= /0.

A última asserç̃ao do teorema estabelece que, sob certas
restriç̃oes, a imers̃ao poligonal das duas listas precisa ter
um ponto em comum.

Para tratar a manipulação dos ńumeros irracionais e im-
plementar a vers̃ao geoḿetrica, Corthout e Pol con-
strúıram a seguinte faḿılia de funç̃oescross-weight:

Fρ(L,P) = lim
Q→∞

Wρ(L,< Q,P >).

1Aqui, novamenteR2 é identificado comoC para ćalculo da integral
complexa de linha.



A notaç̃ao< Q,P > representa a lista horizontal com ex-
tremos emQ e P. Através do limiteQ→ ∞, est́a sendo
constrúıda uma perturbação de uma semi-reta discreta in-
finita para contar intersecções. O pŕoximo passo apre-
senta uma funç̃ao de rasterização que limita os efeitos da
perturbaç̃ao:

F(L,P) = lim
ρ↑0

Fρ(L,P).

É importante ressaltar queρ é tomado infinitesimal-
mente pequeno sobre os irracionais, o que garante que
a perturbaç̃ao ñao desloca pontos inteiros para outros in-
teiros e nem altera a pertinência original dos pontos.

Como F(L,P) distribui sob concatenações de listas, o
primeiro passo passo para implementação é reduzir o
problema a listas de tamanho1, ou seja, a pequenos
segmentos discretos:

WINDINGNUMBER2D(List L,Point P)
1 w← 0
2 for each 〈Li ,Li+1〉 in L
3 do w← w+ CONTRIBUTION2D(〈Li ,Li+1〉−P)
4 return w

O passo(3) computa a contribuiç̃ao de cada segmento
para o ńumero de rotaç̃ao. A translaç̃ao de cada ele-
mento da listáe para acelerar o cálculo da funç̃ao CON-
TRIBUTION2D, que calcula a contribuição de cada termo
da decomposiç̃ao deF(L,P). Os elementos utilizados
na computaç̃ao de cada segmento estão representados na
Figura 2.

P

L
0

L1

Figura 2: Elementos para computação da funç̃ao CON-
TRIBUTION2D.

A computaç̃ao do valor gerado por cada termo deF(L,P)
é dada pelos seguintes resultados:

(R1) Se(Py > max{Ly
i }∨Py≤min{Ly

i }∨Px < min{Lx
i })

ent̃aoF(L,P) = 0.

(R2) Se (Py < max{Ly
i } ∧ Py > min{Ly

i } ∧ Px ≥
max{Lx

i }) ent̃aoF(L,P) = sgn(Ly
0−Ly

1).

(R3) Sejamin{Ly
i } < Py ≤ max{Ly

i } e min{Lx
i } ≤ Px <

max{Lx
i } e l a reta-suporte do segmentoL.

(R3.1) Sel é paralela ao eixox, ent̃aoF(L,P) = 0.

(R3.2) Sel não é paralela ao eixox, ent̃ao∆(L)y 6=
0. Sejav um vetor perpendicular al , tal que
vx > 0: v = +−(∆(L)y,−∆(L)x). Tomando-se
c = L0 ·v, l é descrita por(x,y) ·v = c. Assim,
tem-se os casos finais:

P·v≥ c⇒ F(L,P) = sgn(Ly
0−Ly

1)
P·v < c⇒ F(L,P) = 0

A função Contribution2D simplesmente implementa cada
um dos resultados anteriores e, seu corpo, será omitido
neste artigo. Sua complexidadeé O(n), onde n é o
tamanho da lista éeótima, pois o problema de pertinência
bidimensional tem cota inferiorΩ(n).

Operaç̃oes gŕaficas t́ıpicas que poderiam utilizar a função
de pertin̂enciaWINDINGNUMBER2D(L,P) incluemfill-
ing, strokinge antialiasing. Fabriset al. [5, 6] reduziram
a complexidade quadrática de utilizaç̃ao desta funç̃ao para
as operaç̃oes citadas a patamares sub-lineares, através de
procedimentos de coerência de regĩoes que utilizaram ex-
tensivamente a versão discreta do Teorema de Jordan.

5 Pertinência Tridimensional

Esta seç̃ao inicia a extens̃ao do ḿetodo de pertin̂encia
de Corthout e Pol. A construção do ḿetodo segue um
prinćıpio semelhante: constrói-se uma vers̃ao geoḿetrica
com perturbaç̃ao e prova-se sua equivalência com a vers̃ao
anaĺıtica do ńumero de rotaç̃ao.

O problema de pertin̂encia tridimensionaĺe formulado
como:

Problema 5.1. Dada uma hipersuperfı́cie discreta2-
dimensionalΩ, ou simplesmente uma superfı́cie discreta
fechada, e um pontoP∈ Z3, decidir seP pertence ao in-
terior deΩ.

A definição anaĺıtica de ńumero de rotaç̃ao bidimensional
não pode ser facilmente estendida para o espaço tridimen-
sional porque ñao existe uma versão tridimensional para
números complexos. Assim, será necesśaria a utilizaç̃ao
da Integral de Kronecker [13]:

Definição 5.1. Seja s : A ⊂ R2 → R3 uma superf́ıcie
parametrizada, suave por partes e sem bordo, e um ponto
P ∈ R3 não contido no traço des(u,v). O número de
rotação w(s,P) des em relaç̃ao aP é dado pela seguinte
fórmula:

−1
4π

∫ ∫

A

det[s(u,v)−P,D1s(u,v),D2s(u,v)]
|s(u,v)−P|3 dudv.

Essencialmente, a integral dupla acima faz uma soma
de volumes sinalizados, definidos por uma decomposição
simplicial des(u,v). Esta integraĺe muito similaràquela
utilizada no ćalculo deângulos śolidos.



Para a vers̃ao geoḿetrica, é definida a seguinte função
cross-weighttridimensional:

Definição 5.2. Sejaε ∈ R3, ε 6∈ ϕ(Ω), ∀ Ω ∈ Ω2,3, onde
ϕ(Ω) denota imers̃ao can̂onica deZ3 emR3. Defina-se a
funç̃aoWε : Ω2,3×Λ3 → Z por:

• Wε : Ω2,3×Λ3
0 → Z, Wε(Ω,L) = 0

• Wε : Ω2,3
1 ×Λ3

1 → Z
{

ϕ(Ω)∩ϕε(L) = /0 =⇒Wε(Ω,L1) = 0

ϕ(Ω)∩ϕε(L) 6= /0 =⇒Wε(Ω,L1) = sgn(
→
Ω ·∆(L))

• Wε : Ω2,3
n1 ×Λ3

n2
→ Z, n1,n2 ≥ 2, e Ω =

n1−1⋃
i=0

τi , τi ∈
Ω2,3

1

Wε(Ω,L) =
n1−1

∑
i=0

n2−1

∑
j=0

Wε(τi ,< L j ,L j+1 >).

Esta definiç̃ao estabelece que se umaε-imers̃ao ϕε(L)
de uma1-célula L possui intersecç̃ao com a imers̃ao de
alguma 2-célula ϕ(Ω), altera-se o ńumero de rotaç̃ao
pela orientaç̃ao relativa entreΩ e L. O pŕoximo resultado
mostra a relaç̃ao entre as versões analı́tica e geoḿetrica:

Proposiç̃ao 5.1. SejaΩ ∈ Ω2,3 uma superf́ıcie discreta
fechada eL ∈ Λ3 uma lista fechada. Seε 6∈ ϕ(Ω), ∀ Ω ∈
Ω2,3, ent̃ao:

Wε(Ω,L) = w(ϕ(Ω),ϕε(Ln))−w(ϕ(Ω),ϕε(L0)).

A condiç̃aoε 6∈ ϕ(Ω), ∀ Ω ∈ Ω2,3, é equivalente a exigir
que qualquer perturbaçãoε não esteja contida num hiper-
plano cont́ınuo gerado por qualquer tripla de pontos in-
teiros ñao-colineares. Um caso especial de perturbações
ε que satisfaçam̀a condiç̃ao anterioŕe obtida tomando-se
ε em coordenadas esféricasε = (r,ρ0,ρ1), comr infinites-
imalmente pequeno eρ0 e ρ1 ângulos com tangentes irra-
cionais.

A proposiç̃ao anterior permite a construção da seguinte
vers̃ao discreta do Teorema de Jordan-Bröwer tridimen-
sional:

Teorema 5.1. Seja ε uma direç̃ao emR3 não contida
em qualquer plano contı́nuo gerado por triplas de pon-
tos inteiros ñao-colineares. Dada uma superfı́cie discreta
fechadaΩ , a funç̃ao cross-weightWε separa o plano dis-
creto Z3 em um ńumero finito de regĩoes formadas por
pontosP com o mesmo ńumero de rotaç̃ao

w(ϕ(Ω),ϕε(P)).

Precisamente uma destas regiões, com pontos de número
de rotaç̃ao nulo,é infinita. Aĺem disso, para qualquer lista
L ∈ Λ3, se w(ϕ(Ω),ϕε(L0)) 6= w(ϕ(Ω),ϕε(Ln)) ent̃ao
ϕ(Ω)∩ϕ(L) 6= /0.

Para implementar a função Wε ,é necesśario escolher
uma direç̃ao ε. Considere-se a direção em coordenadas
esf́ericasε = (r,ρ0,ρ1) e a funç̃aocross-weightassociada
porWρ0,ρ1.

Definição 5.3. Defina-seFρ0,ρ1 : Ω2,3×Z3 → Z por:

Fρ0,ρ1(Ω,P) = lim
Q→−∞

Wρ0,ρ1(Ω,〈Q,P〉).

A construç̃ao desta funç̃ao segue o mesmo princı́pio
bidimensional, ou seja, contar interserções sinalizadas
entre uma semi-reta discreta e a superfı́cie. Tomando-se
um duplo limite sobre os irracionais, obtém-se uma nova
funçãocross-weightF (Ω,P):

Proposiç̃ao 5.2. SejaF : Ω2,3×Z3 → Z definida por:

F (Ω,P) = lim
ρ0,ρ1↑0

Fρ0,ρ1(Ω,P).

EntãoF (Ω,P) é uma funç̃ao cross-weight.

O método tridimensional, então, consiste na
implementaç̃ao de F (Ω,P). Inicialmente, observa-
se queF (Ω,P) é distributiva sobre concatenações de
listas e unĩoes de ćelulas, permitindo a construção do
seguinte algoritmo:

WINDINGNUMBER3D(DiscreteSur f aceΩ,Point P)
1 w← 0
2 for each τi in Ω
3 do w← w+ CONTRIBUTION3D(τi −P)
4 return w

Novamente, a translação τi −P tem o objetivo de acel-
erar a computaç̃ao de contribuiç̃ao de cada ćelula para o
número de rotaç̃ao.A funç̃ao CONTRIBUTION3D é uma
implementaç̃ao direta da funç̃aocross-weightF (Ω,P) e
é baseada nos resultados apresentados a seguir.

Sem perda de generalidade, pode-se assumir que o ponto
testadóe sempre a origem,O, uma vez que o ńumero de
rotaç̃ao é invariante a translações. O primeiro casóe o
mais simples em termos de implementação:

Proposiç̃ao 5.3. Sejaτi ∈Ω2,3
1 contido em um hiperplano

discreto tridimensionalH . SeH é paralelo ao eixoz,
ent̃aoF (τi ,O) = 0.

Se o hiperplano ñao é paralelo ao eixoz, ent̃ao existem
dois casos, cobertos pelas duas próximas proposiç̃oes.

Proposiç̃ao 5.4. Sejaτi ∈Ω2,3
1 contida em um hiperplano

discretoH . SeH ∩{(0,0,z) : z∈ Z}= {Q}, ent̃ao:

• SeQx3 > O, ent̃aoF (τi ,O) = 0.

• SeQx3 ≤O, ent̃ao:

– Se Q ∈ τi , ent̃ao F (τi ,O) = sgn((
→
τi ·

(0,0,−1)));

– SeQ 6∈ τi , ent̃aoF (τi ,O) = 0.

Não é dif́ıcil observar queQ ∈ τi é uma inst̂ancia do
problema de pertin̂encia bidimensional.

Proposiç̃ao 5.5. Sejaτi ∈Ω2,3
1 contida em um hiperplano

discretoH . Se{(0,0,z) : z∈Z}⊂H , ent̃aoF (τi ,O) =
0.



As proposiç̃oes anteriores cobrem todos os casos
posśıveis de contribuiç̃ao de uma ćelula para o ńumero de
rotaç̃ao da origem. Assim, a função CONTRIBUTION3D
realiza os testes descritos em cada uma delas:

CONTRIBUTION3D(Cell τ)
1 H ← HYPERPLANE(τ)
2 if H ∩{(0,0,z) : z∈ Z}= /0 B Proposiç̃ao 5.3
3 then return 0
4 else if(0,0,0) ∈H and (0,0,1) ∈H B Proposiç̃ao 5.4
5 then return 0
6 else Q←H ∩{(0,0,z) : z∈ Z} B Proposiç̃ao 5.5
7 if Qx3 ≤ 0
8 then τpro j ← PROJECTIONXY (τ)
9 if WINDINGNUMBER2D(τpro j,(0,0)) 6= 0

10 then return sgn(
→
τ · (0,0,−1))

11 else return0
12 else return0

Finalmente, alguns resultados sobre a implementação
são exibidos a seguir. A Figura 3 mostra algumas
classificaç̃oes de pertin̂encia em superfı́cies discretas
tridimensionais com auto-intersecção:

(a) intersecç̃ao simples

(b) intersecç̃ao mais complexa

Figura 3: Pertin̂encia tridimensional contra superfı́cies
discretas com auto-intersecção.

No primeiro caso (a), the pontoP1 (origem) est́a na
intersecç̃ao de 12 ćelulas(seis superiores e seis inferi-
ores). Atrav́es da perturbação ε, o ponto foi transladado

da intersecç̃ao para o exterior, no sentido positivo do eixo
z. No contagem das intersecções, s̃ao encontradas so-
mente duas ćelulas que contribuem com os números +1
e -1, os quais, na soma final, geram resultado zero, ou
seja, o ponto está no exterior, como esperado. O ponto
P2, embora ñao esteja na intersecção das ćelulas, tamb́em
produz ńumero de rotaç̃ao nulo, que o classifica também
como ponto exterior.

O caso (b) exibe uma situação mais complexa, onde uma
superf́ıcie discretaé formada pela união de tr̂es blocos
básicos de mesma natureza. Novamente, a origem (P1)
foi testada. O ńumero de rotaç̃ao resultante foi+3, classi-
ficando o ponto como interior. Na realidade, nãoé dif́ıcil
observar que existem somente três ćelulas que contribuem
para o ńumero de rotaç̃ao deP1, cada qual contribuindo
com +1, com orientaç̃ao das ćelulas para o exterior. Cada
um dos outros pontosP2, P3 andP4 retornaram ńumero
de rotaç̃ao zero, classificando-os como pontos exteriores,
como esperado.

A Figura 4 exibe a habilidade da técnica em tratar geome-
tria complexas. A superfı́cie discreta exibida em (a) foi
gerada por um procedimento recursivo, semelhante ao en-
contrado em fractais, e contém v́arias auto-intersecções.
Resultados de classificação de pontos para um volume
limitante da superfı́cie s̃ao exibidos em (b).

(a) superf́ıcie recursiva

(b) pontos classificados

Figura 4: Classificaç̃ao de pontos em uma geometria com-
plexa.

Em particular, classificações como as apresentadas na
Figura 4, s̃ao de extrema importância pararenderinge
modelagem baseados em pontos.



6 Pertinênciad-dimensional,d≥ 4

A partir do resultado obtido no caso tridimensional,
extens̃oes para dimensões mais altas podem ser facil-
mente obtidas. A versão anaĺıtica do ńumero de rotaç̃ao
d-dimensional é novamente definido pela Integral de
Kroneckerd-dimensional [13]:

Definição 6.1. Seja s : A ⊂ Rd−1 → Rd uma su-
perf́ıcie parametrizada, suave por partes e sem bordo,
e P ∈ Rd um ponto ñao contido no traços(u) =
(s1(u), . . . ,sd(u)), u ∈ A. O número de rotaç̃ao w(s,P)
des com relaç̃ao aP é dado pela f́ormula:

(−1)d 1
Ad−1(1)

∫

A

det[s(u)−P,D1s(u), . . . ,Dd−1s(u)]
|s(u)−P|d du1 . . .dud−1,

ondeAd−1(1) representa áarea da esfera unitária (d−
1)-dimensional.

A interpretaç̃ao dew(s,P) é a mesma: soma de volumes
sinalizados. A vers̃ao geoḿetrica tamb́em constŕoi uma
funçãocross-weightsemelhante:

Definição 6.2. Sejaε ∈ R3d, ε 6∈ ϕ(Ω), ∀ Ω ∈ Ωd−1,d,
ondeϕ(Ω) a imers̃ao can̂onica deZd emRd. Defina-se a
funç̃aoWε : Ωd−1,d×Λd → Z por:

• Wε : Ωd−1,d×Λd
0 → Z, Wε(Ω,L) = 0

• Wε : Ωd−1,d
1 ×Λd

1 → Z
{

ϕ(Ω)∩ϕε(L) = /0 =⇒Wε(Ω,L1) = 0

ϕ(Ω)∩ϕε(L) 6= /0 =⇒Wε(Ω,L1) = sgn(
→
Ω ·∆(L))

• Wε : Ωd−1,d
n1 ×Λd

n2
→Z, n1,n2≥ 2, eΩ =

n1−1⋃
i=0

τi , τi ∈
Ωd−1,d

1

Wε(Ω,L) =
n1−1

∑
i=0

n2−1

∑
j=0

Wε(τi ,< L j ,L j+1 >).

A relaç̃ao entre as versões analı́tica e geoḿetrica do
número de rotaç̃aoé dada pela proposição a seguir:

Proposiç̃ao 6.1. Seja Ω ∈ Ωd−1,d uma hipersuperfı́cie
discreta fechada eL ∈ Λd uma lista fechada . Seε 6∈
ϕ(Ω), ∀ Ω ∈Ωd−1,d, ent̃ao:

Wε(Ω,L) = w(ϕ(Ω),ϕε(Ln))−w(ϕ(Ω),ϕε(L0)).

Novamente, a proposição anterior permite provar uma
vers̃ao discreta do Teorema de Jordan-Bröwer, agora
válida para qualquer dimensão inteira:

Teorema 6.1. Seja ε uma direç̃ao emRd não contida
em qualquer hiperplano gerado pord-uplas de pontos in-
teiros ñao-colineares. Dada uma hipersuperfı́cie discreta
Ω, fechada e orient́avel, a funç̃ao cross-weightWε sep-
ara o plano discretoZd em um ńumero finito de regĩoes
contendo pontosP com o mesmo ńumero de rotaç̃ao:

w(ϕ(Ω),ϕε(P)).

Somente uma destas regiões é infinita e cont́em pontos
com ńumero de rotaç̃ao nulo. Aĺem disso, para qual-
quer listaL∈Λd, sew(ϕ(Ω),ϕε(L0)) 6= w(ϕ(Ω),ϕε(Ln))
ent̃ao ϕ(Ω)∩ϕ(L) 6= /0.

Tomando-seε em coordenadas esféricas generalizadas
ε = (r,ρ0, . . . ,ρd−2), comr suficientemente pequeno, eρi ,
i = 0, . . . ,d−2, ângulos com tangente irracional, satisfaz-
se os requisitos do teorem anterior e disponibiliza-se um
ambiente para ćalculo deWε . Novamente,W(r,ρ0,...,ρd−2)
seŕa denotada porWρ0,...,ρd−2.

Definição 6.3. Defina-se a funç̃ao de rasterizaç̃ao d-
dimensionalFρ0,...,ρd−2 : Ωd−1,d×Zd → Z por:

Fρ0,ρ1(Ω,P) = lim
Q→−∞

Wρ0,...,ρd−2(Ω,〈Q,P〉).

Usando-se a função Fρ0,...,ρd−2 acima e tomando-se
a seq̈uência de (d − 1) limites sobre os irracionais,
obt́em-se a seguinte funçãocross-weightF (Ω,P):

Proposiç̃ao 6.2. SejaF : Ωd−1,d×Zd → Z definida por:

F (Ω,P) = lim
ρ0,...,ρd−2↑0

Fρ0,...,ρd−2(Ω,P).

EntãoF (Ω,P) é uma funç̃ao cross-weight.

O método de pertin̂encia generalizado implementa
F (Ω,P) e usa, inicialmente, a propriedade de
distribuiç̃ao sobre concatenação de listas e uniões
de ćelulas:

WINDINGNUMBER(D)D(DiscreteHypersur f aceΩ,Point P)
1 w← 0
2 for each τi in Ω
3 do w← w+ CONTRIBUTION(D)D(τi −P)
4 return w

Resultados para provar a corretude da função CONTRI-
BUTION(D)D são ańalogos ao caso tridimensional e
ser̃ao omitidos. Assim, aCONTRIBUTION(D)D pode ser
dada por:

CONTRIBUTION(D)D(Cell τ)
1 H ← HYPERPLANE(τ)
2 if H ∩{(0, . . . ,z) : z∈ Z}= /0
3 then return 0
4 else if(0, . . . ,0) ∈H and (0, . . . ,1) ∈H
5 then return 0
6 else Q←H ∩{(0, . . . ,z) : z∈ Z}
7 if Qxd ≤ 0
8 then τpro j ← PROJECTIONX1 . . .Xd−1(τ)
9 if WINDINGNUMBER(D-1)D(τpro j,(0, . . . ,0)) 6= 0

10 then return sgn(
→
τ · (0, . . . ,−1))

11 else return0
12 else return0

A funçãoPROJECTIONX1 . . .Xd−1(τ) realiza a projeç̃ao
ortogonal de τ no sub-espaçoZ(d−1). Nesta
implementaç̃ao, fica extremamente clara a natureza
recursiva das computação e, principalmente, a redução de
dimens̃ao para simplificar os cálculos.



7 Conclus̃oes e Trabalhos Futuros

Predicados de pertinência de pontos representam
operaç̃oes muito elementares para várias aplicaç̃oes em
Computaç̃ao Gŕafica, principalmente para aquelas que
dependem de algoritmos baseados em imagem. O desen-
volvimento de teoria e ḿetodos que garantam robustez
geoḿetrica e nuḿerica, eficîencia e , principalmente, que
alcancem geometrias complexas,é de grande interesse
computacional.

Este artigo apresentou um método generalizado para de-
cidir pertin̂encia de pontos em hipersuperfı́cies discre-
tas de dimens̃ao arbitŕaria. Em particular, tanto robustez
geoḿetrica quanto nuḿerica foram garantidasa priori.
Adicionalmente, o ḿetodo possui baixa complexidade e
exige estruturas de dados muito simples, o que o torna
muito viável para implementações emhardware.

O método apresentado pode ser estendido tanto na direção
teórica quanto em requisitos mais práticos. Do ponto de
vista téorico, a extens̃ao para geometrias ainda mais com-
plexas, como NURBS ou superfı́cies de subdivis̃ao disc-
retas poderia disponibilizar ferramentas poderosas para
aplicaç̃oes que dependam de modelagem baseadas em
pontos. Numa linha mais prática, otimizaç̃oes locais
baseadas em igualdade de números de rotaç̃ao em deter-
minadas regĩoes poderiam ser exploradas, de tal modo a
aumentar a eficiência de utilizaç̃ao do ḿetodo proposto.
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