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RESUMO

O problema de corte de estoque consiste em cortar
objetos maiores, disponiveis em estoque, para pro-
duzir uma quantidade requisitada de pecas meno-
res, de modo que uma certa fungao objetivo seja oti-
mizada. Um modelo de otimizacao linear tem sido
amplamente utilizado na solugao deste problema
desde os anos 60, que incorpora parte da estrutura
combinatéria inerente ao problema na construcao
das colunas da matriz de restrigoes, a qual tem
um ndmero muito grande de colunas. O método
simplex com geragao de colunas tem sido empre-
gado para a resolucao desse modelo, embora apre-
sente baixa convergéncia quando préximo da otima-
lidade, pouco melhorando a fungao objetivo. As-
sim, estratégias para a aceleracao do Método Sim-
plex sao necessarias e uma das maneiras consiste
na exploracao do espaco dual, com a introdugao de
restrigoes (colunas no primal) que evite grandes va-
riagoes nas variaveis duais. Neste artigo sao gene-
ralizadas restrigoes duais da literatura. Palavras-
chave: problema de corte de estoque, geracao de
colunas, espaco dual.

ABSTRACT

The cutting stock problem consists of cutting large
available objects to produce a specific quantity of
ordered small items, in such a way as to optimize
a given objective function. A Linear Optimization
problem has been greatly used to solve this pro-
blem since the 60s, in which part of the combina-
torial structure is embedded. The Simplex Method
with column generation is used to solve that model,
although it presents a low convergence near to opti-
mality. Therefore, strategies to accelerate the Sim-
plex Method are welcome which can be obtained by
adding dual cuts (primal columns). In this paper
we extend published dual cuts. Key-words: cutting
stock problem, column generation, dual space.
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1 Introducao

A otimizacao do processo de corte de pecas mai-
ores, disponiveis em estoque, para a producao de
pecas menores, em quantidades encomendadas, tem
sido objeto de estudo hé quatro décadas, desde
os trabalhos pioneiros de Gilmore e Gomory [4, 5
e 6], os quais podemos destacar o Método Sim-
plex com geracao de colunas para um modelo de
otimizagao linear (uma aproximagao do problema)
que, pela primeira vez, resolveu problemas gran-
des de corte unidimensional com solugao 6tima.
Em 1963 os mesmos autores apresentaram um novo
método para o problema da mochila e resolveram
um estudo de caso no corte de papel. Apresen-
taram também um novo modelo para balancear a
carga nas maquinas, o qual é hoje usado para tra-
tar problemas com objetos em estoque de diferentes
tamanhos. Desde entao varias modificacoes foram
inseridas no processo de geragao de colunas original.
No inicio da década de 80, foram propostas algumas
modificagoes por Haessler [7]. Tais modificagoes
se referem aos procedimentos que geram a solugao
inicial e na geragao dos padroes a entrar na base.
Segundo o autor, controlar a geragao dos padroes
a entrar na base e usar uma formulagdo mais res-
trita, porém menos eficiente, do problema da mo-
chila, ajuda a reduzir problemas de arredondamento
e mudangas de padroes de corte. Merle [11] sugeriu
um método baseado no método de boxstep de Mars-
ten [10], o qual tende a deixar as varidveis duais, a
cada iteracao, restritas a um intervalo definido na
iteragdo anterior. Ben Amor et. al. [3] propds um
método baseado na teoria da regiao de confianga, a
qual penaliza as varidveis duais caso nao pertengam
a essa regiao. Neste mesmo artigo o autor cita um
método generalizado que contém o método de Boxs-
tep. Mais recentemente, Ben Amor et. al. [2] e Car-
valho [13] propdem novas restrigdes para o espago
dual. Restricoes mais simples foram utilizadas por



Gilmore e Gomory em 1961, de modo a evitar brus-
cas variagbes (instabilidade) nas solugdes duais, ob-
jetivando acelerar o método de geragao de colunas.

2 O problema de corte de es-
toque

O problema de corte de estoque unidimensional
(apenas uma dimenséao é relevante no processo de
corte) pode ser definido da seguinte forma:

Consideramos um numero grande de objetos
(como por exemplo, rolos de papel - bobinas, ca-
nos(PVC)) de comprimentos Ly, k =1,..., K que
devem ser cortados para a produgao de um conjunto
de itens de comprimentos I; (I; < Lj) e demanda
b;, i =1,...,m de modo que uma fungao objetivo
seja minimizada. Varias fungoes objetivos tém sido
utilizadas na literatura. Neste trabalho utilizamos
a perda como func¢ao objetivo.

2.1 Definicao e
tematica

formulacao ma-

O modelo de Gilmore e Gomory de 1963 serd uti-
lizado para o problema de corte de estoque o qual
esta descrito abaixo.
Definicaol.1 Chamamos de padrao de corte

a maneira pela qual um objeto em estoque é
cortado para a producdo dos itens demandados.
A um padrao de corte associamos um vetor m-
dimensional que contabiliza os itens produzidos:
aiy, = (a1, Gk, ..., Gmi)’ em que a;y, € a quantidade
de itens do tipo i, no padrdao de corte do objeto K.

Um padrao de corte aj deve satisfazer a restrigao
fisica de capacidade de uma mochila:

lhag +laagy + ... + lpam, < L (1)
0 S Qi S bi, 1= 1,...,m, k= 1,...,K
O modelo matematico para o problema de corte
de estoque é dado a seguir.
Dados de Entrada:

e m: numero de tipos de itens;
e dimensoes do item i, 1 = 1,---,m;
e d;: demanda do item tipo i, 1 =1,---,m.

Dados de estoque:

e K : nimero de tipos de objetos em estoque;

e dimensoes do objeto k, k=1,---  K;

e ¢;: custo do objeto tipo K;

e ¢;: disponibilidade em estoque do objeto
k,k=1,--- K.

Dados de processo:

e Nj: numero de possiveis padroes de corte
para o objeto k, k=1,---, K;

® a,;;;: nimero de itens do tipo 7 no padrao de
corte j sobreoobjetok,t=1,---,m,j=1,---, Ng,
k=1,---,K. (aj, é o vetor correspondente ao j-
ésimo padrao de corte sobre o objeto k)

Variavel de decisao:
e z;;: nimero de objetos do tipo k cortados

segundo o padrao j.

2.2 Modelo matematico

Ny Ni
min f(z) = chl’jl + o+ ZCKﬂij
Jj=1 Jj=1
S an@n e+ Y0 ek = b
Ny
inl <e
pa @)
S.a.
N
Z%‘N <ex
j=1
Tk >0j=1,- Ny, k=1,---, K

A condigao de integralidade das varidveis x;
torna o problema de corte dificil, senao impossivel ,
de ser resolvido computacionalmente. Para contor-
nar este problema relaxamos a condigao de integra-
lidade das varidveis x; e resolvemos o problema de
otimizagao linear resultante pelo Método Simplex.
Em problemas praticos m (que é a quantidade de
tipos de itens) é da ordem de dezenas, enquanto
que N (o qual depende de m,L e l;,i = 1,....,m )
pode ser da ordem de milhoes, o que inviabiliza a
resolucao direta do problema. Para contornar esta
dificuldade, utilizamos o processo de geracao de co-
lunas na resolucao da relaxacao por otimizacao li-
near de (2). Arredondamentos heuristicos podem
ser desenvolvidos para a obtencao de solugoes intei-
ras (Wéscher e Gau, 1996, Poldi, 2002), restando
um problema residual de baixa demanda, que Poldi
[12] mostrou que também pode ser resolvido efici-
entemente pelo mesmo modelo linear. Apesar do
Método Simplex com geracao de colunas ser um
método eficiente, sabemos que o mesmo apresenta
convergéncia réapida, porém quando nos aproxima-
mos da otimalidade converge lentamente para a
solucao 6tima.

Como podemos ver na figura (1) construido pela
resolucao de um problema de corte de estoque
(barra de comprimento 500 cm e 45 itens de vérios
comprimentos) resolvido pelo método de geracao
de colunas. Na iteragao de numero 170 o valor
da funcao objetivo era de 1733 e na iteragao 331
(quando a otimalidade foi encontrada) o valor da
fungao objetivo era de 1726, notamos que a funcao
objetivo decresceu de 7 unidades em 61 iteragoes.
Esta caracteristica é tipica na geracao de colunas e
é chamada de “cauda ”(“tail ”).
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Figura 1: Valor da funcao objetivo pelo numero da
iteracao

3 Geracao de colunas
espaco dual

e O

Primal: Dual:

MinZ(z) = ' MaxD(x) = bTu.

Considerando uma coluna do problema primal,
ou seja, um padrao de corte do problema de corte
de estoque, esta coluna produzird uma restricao no
espaco dual. Considerando esta propriedade pode-
mos descrever o método de geracao de colunas da
seguinte forma:

e Usar um conjunto de colunas primais, ou
restricoes duais para iniciar o problema;

e A cada iteragfo, novas restrigoes duais sio
inseridas no modelo eliminando solugoes infactiveis;

Ax =0
x>0

ATu<e¢
u irrestrito

e O espago dual é restrito até encontrarmos a
solugao desejada.

A estratégia sugerida por Carvalho consiste em
introduzir um ntimero polinomial de restri¢coes du-
ais de tal forma que o espaco em questao fique mais
restrito. Introduzindo restrigées do tipo 7D < d,
temos o seguinte par primal-dual estendido:

Primal estendido: Dual estendido:

MinZ(z) = cTx MaxD(x) = bTu.

TA<c¢
D <d
m wrrestrito

{ Ax+Dy=1b
a. s.a.

x>0, y>0

Podemos ver que Gilmore e Gomory [4] j& utili-
zaram esta estratégia da seguinte forma:

A partir do problema inicial podemos reescrevé-lo
da seguinte forma:

MinZ(z) = '

Az =D o
s.a. 23>0 s.a.

MinZ(z) = clx + sy

Az + Dy =15
z>0,y>0

Analisando a restricdo dual gerada por uma co-
luna da matriz D temos:

(15 ey Tiy ooy T ) (0, ey —=1,..,0) <0 = m; >0
a qual introduz no espago dual a restrigao de nao-
negatividade.

3.1 Familia de cortes duais de Car-
valho

A teoria mostrada abaixo considera apenas um ob-
jeto em estoque, apesar da formulacao se referir a
varios objetos. Isso foi feito devido a maior clareza
da apresentagao do estudo no espaco delimitado e
serd mostrado na integra na apresentagao oral, bem
como os resultados computacionais. O estudo re-
lativo & apenas um tipo de objeto em estoque foi
submetido a SBPO de 2005.

Consideramos a aplicagdo da idéia de insergao de
restrigoes do tipo wD < d no problema dual. A
restrigao investigada por Carvalho utiliza um item
para produzir itens menores, desde que a soma des-
tes itens menores seja menor ou igual ao item inicial.
Isto é, seja o item i de comprimento [; e a colecao
de subconjuntos S tal que:

D LS

ses

3)

As seguintes restricbes sdo consideradas no
espacgo dual, chamadas ”cortes duais”:

—7ri—|—Z7rs <0

ses

(4)

Estas restrigoes sao inseridas no problema dual,
criando o problema “dual estendido ”. o respec-
tivo problema primal, chamado “primal estendido
7, pode ser resolvido por geracdo de colunas. A
solucao obtida sera da forma:

aiq Q1p 0
asy a2p -1
1
T1+...+ Tp+ . y+...+
0
L Om1 L Gmp | L 0 i
_ 0 -
-1
1
.|
0
L 0 .

Encontrada a solugao temos que eliminar as
varidveis relativas aos cortes duais: y1,ys, ..., Yr, €m
que contém p colunas associadas a padroes de corte
(geradas pela resolugao do problema da mochila) e
colunas associadas aos cortes duais (geradas a pri-
ore, a rigor estas colunas nao sao geradas, um sim-
ples teste identifica se devem entrar na base).



3.2 Uma nova interpretacao dos cor-
tes duais

Por simplicidade, consideramos um corte dual sim-
ples (segdo 3.1) da seguinte forma. Seja o item i e
o conjunto unitdrio |S| = j (para que seja um corte
dual da familia de Carvalho, ¢; < ¢;) e o corte dual:

—7TZ‘—|—7TjSO

(5)

O caso em que S nao é unitdrio, tem a mesma
interpretagao abaixo.

Seja o padrao de corte dado por a; =
(@11, v, @ity -5 A1, .oy Q1) € sSuponha que a;1 > 0
(i. é., o item é cortado a;; neste padrdo). Po-
demos construir um novo padrao de corte substi-
tuindo os itens i (a;; vezes) por itens j (jd que
l; < 1;) o qual tem a seguinte coluna associada:
all = (an, eny 0, ceey Q41 + Ajly ey aml).

Observe que:

0 0
’ _ai —1
a; —ay = —Hl; = a;1 1 =a;d1  (6)
. O - . 0 -

Os elementos -1 e +1 estao nas posicoes ¢ e j res-
pectivamente. Assim, d; = (0,...,—1,...,+1,...,0)T
é exatamente a coluna associada ao corte dual
de Carvalho. Podemos interpretar os cortes du-
ais como nas operagoes elementares (subtracao en-
tre colunas) nas colunas da matriz A, o que cor-
responde a uma mudanga de varidvel (uma nova
varidvel surge para a nova coluna). Observe que
estas novas colunas (decorrentes dos corte duais)
podem ser geradas a priore, sem a necessidade de
se conhecer os padroes, como Carvalho percebeu.
Esta nova interpretagao, nos permite definir novas
familias de cortes (veja segdo 4 )

3.3 Recuperando a solugcao do pro-
blema primal

Tendo a solucao do problema primal estendido:
a1y + -+ anTy, +diyr + -+ dpy =0
desejamos encontrar a solucao do problema pri-
mal:
alx; +a2$/2+a3$;+"' =b
Para iniciar o processo tomamos o primeiro corte
escolhido lexicograficamente, ou seja, cortes duais
que possuem —1 na linha de menor indice estao em
primeiro, e em seguida escolhemos aleatoriamente
um padrao de corte que possui itens na mesma li-
nha referente a linha do corte dual que possui o
—1. Sem perda de generalidade tomamos o primeiro

corte dual e escolhemos o primeiro padrao de corte,
dy e ap respectivamente, com isso temos a seguinte
igualdade.

a1xy +diy1 +---=5 (7)

isolando o padrao de corte e o corte dual encon-
tramos:

aixry =+ dlyl = b/ (8)

Primeiramente substituimos na solucao (7) o
corte dual (6) encontrando o seguinte:
a1<x1,ﬂ) +a2£+...:b
ai1 ai1
Para a nova solugao ser factivel devemos ter:

9)

(10)

ou seja a solucao estd sendo escrita como com-
binagao liner de a; e as.

Caso isso aconteca, seguindo as atribuicoes
abaixo, encontramos a solugao do problema primal.
Desta forma o processo se repete até que todos as
variaveis relativas aos cortes duais sejam anuladas.

! Y1 ! 1
1‘1:‘%1—7 .T2:7

a1 a1
Portanto temos a solucao do problema primal
! 7 ’
a1, + asy +azxs + - =b

Caso a desigualdade (10) néo seja obedecida b
estd sendo escrito como combinagao linear de d; e
as.

Em relacao aos itens isto significa que o corte dual
d; deve cortar mais pecas que o padrao de corte aq
fornece, assim o padrao de corte a; nao serd mais
utilizado e o valor da variavel relativa ao corte dual
dy decresce gerando a solucao abaixo.

di(y1 — 10i1) + gz = b

Como o corte dual permanece na solugao selecio-
namos outro padrao de corte para zerar a variavel
relativa ao corte dual. Desta forma o processo se re-
pete até que todos as varidveis relativas aos cortes
duais sejam anuladas. A quantidade de cada item
nao se altera durante a recuperacao da solucao, bem
como o valor da fungio objetivo. Ao introduzir os
cortes duais durante todo o processo da geracao de
colunas evitamos que mochilas sejam geradas acele-
rando o processo, pois os padroes ja estao implicita-
mente na solugao e sao recuperados ao aplicarmos
o processo acima descrito. Como os cortes duais
restringem o espaco dual menos pontos estao dis-
poniveis para o método de geragao de colunas tes-
tar, evitando grandes oscilagoes das varidveis duais
tentando assim estabiliza-lo.

4 Proposta para uma nova
familia de cortes duais

Propomos uma extensao dos cortes de Carvalho, ou
seja, as restrigoes:



—7ri+Z7rs <0

ses

pela extensao:
—m; + Z Bsms <0 Binteiro (12)
ses

a qual substitui um item por uma combinagao
de itens menores cuja soma seja menor que o item
inicial e nao mais substituir um item por um outro
menor como fez Carvalho. Podemos ver no grafico
que o semiplano definido pela restricdo B (w1 < 2m9)
restringe mais o espaco dual do que o semiplano
gerado pela restricdo A (m; < my ) proposta por
Carvalho

fbjk

Y

- ’

Figura 2: Corte dual de Carvalho e a nova proposta.

O corte dual proposto consiste numa restricao
valida para o problema dual conforme o teorema
abaixo.

Teorema 4.1 A nova familia de cortes duais su-
geridas sdo inequagoes vdlidas para o espago de
solugoes otimas do problema dual do problema de
corte unidimensional.

5 Experimentos computacio-
nais

Realizamos alguns testes computacionais para com-
parar os resultados do método de geracao de colunas
sem cortes duais e a geragao de colunas com cortes
duais. Os cortes duais introduzidos foram:

Corte GG: cortes duais do tipo Gilmore e Gomory
que geram a seguinte coluna no problema primal,;
(0,...,0,—1,0,...,0)7;

Corte GG e 1: cortes duais do tipo Gil-
more e Gomory e cortes de Carvalho (|S| =
1) que geram as seguintes colunas no problema

primal respectivamente; (0, ...,0,—1,0,...,0)7 e
(0,...,0,-1,0,...,0,1,0, ...,0)T;

Corte GG e 2: cortes duais do tipo
Gilmore e Gomory e cortes de Carvalho
com apenas dois itens (|S| = 2) que ge-
ram as seguintes colunas no problema pri-
mal respectivamente;  (0,...,0,—1,0,...,0)7 e

(,...,0,-1,0,...,0,1,0,...,0,1,0, ...,0)T;

Corte GG e 3: cortes duais do tipo Gil-
more e Gomory e cortes novos (segdo 4, |S| =
1) que geram as seguintes coluna no problema
primal respectivamente; (0, ...,0,—1,0,...,0)7 e
(0,...,0,—1,0,...,0,%,0,...,0)7, em que k é a quan-
tidade do item menor que cabe no maior;

Corte GG, 1 e 2: é a juncao do Corte 1 e 2 citados
anteriormente;

Corte GG, 1, 2 e 3: é a juncao do Corte GG,
Corte 1, Corte 2, e Corte 3 citados anteriormente;

Corte 3: é idéntico ao Corte 3 sem utilizarmos os
cortes de Gilmore e Gomory;

Os algoritmos foram implementados em Delphi
5 e os testes foram executados em um micro-
computador Athlon 2.2 MHZ com 512Mb de RAM.
O método de geragao de colunas foi cedido por Poldi
[12]. Utilizamos um gerador aleatério com as se-
guintes caracteristicas: L=500, m=45, I; € [5,400]
e d; € [350,600] (exemplares com outros pardmetros
foram resolvidos, mas por limitagao de espago nao
apresentamos).

Na tabela abaixo encontramos os resultados.

Tabela 1: Comparagao entre os tipos de cortes uti-
lizados ( Média de 10 exemplos)

Cortes n. mochilas | n. de iteragbes | tempo | cauda
sem cortes 313,3 313,3 12,8 65,9
[ele} 179,9 252,0 2,7 1,6

GG el 111,2 263,5 2,8 1,2
GG e 2 46,9 579,5 2,0 2,2
GG e3 66,1 426,6 2,8 0,8
GG, 1le2 43,0 517,9 1,9 3,6
GG, 1,2e3 38,0 600,2 1,7 1,8
3 66,9 458,1 2,8 1,8

Pela Tabela (1) pudemos observar que o corte que
aglomera todos os tipos obteve a maior redugao em
relagdo ao nimero de mochilas 97%. Ao analisar-
mos a ”cauda”’ podemos ver que a reducao da mesma
esta entre 73% e 90%, e por fim analisando a coluna
relativa ao numero de iteragoes podemos consta-
tar que os cortes duais provocaram acréscimos no
ntimero de itera¢oes do método simplex (porém re-
solvendo menos mochilas).

Para tentarmos contornar este problema do
acréscimo do ntimero de iteragoes introduzimos os
cortes duais apds algumas iteracbes. A tabela
abaixo mostra o resultado da geragao de colunas
com os cortes, sendo que eles foram introduzidos
apés 5 vezes o numero de itens (225).

Feito isso podemos constatar pela tabela (2) que
conseguimos reduzir o numero de iteragoes simplex,



Tabela 2: Comparagao entre os tipos de cortes uti-
lizados ( Média de 10 exemplos)

Cortes n. mochilas n. de iteracoes tempo cauda
sem cortes 313,3 313,3 12,8 65,9
246,4 248,1 2,6 0,3

GG el 240,1 250,7 2,6 0,6
GG e?2 229,7 274,1 2,1 0,3
GG e3 236,0 269,7 2,6 0,3
GG, le?2 228,5 268,7 2,1 0,5
GG, 1,2e3 227,5 268,4 2,1 0,7
3 232,9 256,8 2,5 0,3

ou seja iteracoes sem o calculo de mochilas, porém
nos custou uma menor reducao do numero de mo-
chilas. Em relacao a cauda conseguimos a mesma
reducao em média e por fim a economia de tempo
foi menor devido ao maior nimero de problemas da
mochila resolvidos.
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7 Conclusoes e perspectivas

Os proximos passos serao; a continuagao dos es-
tudos considerando vérios objetos em estoque, o
estudo de novos cortes duais, e novas formas de
introduzi-los de tal forma que nao tenhamos o au-
mento das iteragdes do método simplex (iteragoes
que nao calculam mochilas) em ambos os casos, so-
mente um objeto(varios de mesmo tamanho) em
estoque e vérios objetos (tamanhos diferentes) em
estoque.
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