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Resumo

Uma nova transformada, a transformada discreta
do seno sobre um corpo finito (TDSCF) é introdu-
zida. O núcleo da TDSCF é a função trigonométrica
seno definida sobre um corpo finito. A TDSCF
tem comprimentos que são divisores de (p + 1)/2.
Um caso especial é a TDSCF de Mersenne, definida
quando p é um primo de Mersenne. Essa classe de
TDSCFs tem comprimentos que são potências de
2 e podem ser computadas por algoritmos FFT de
base 2.

1 Introdução

Transformadas discretas definidas sobre estruturas
finitas ou infinitas tem muitas aplicações em En-
genharia. Dentre as várias transformadas discretas
definidas sobre os reais ou complexos, a transfor-
mada discreta de Fourier (TDF) e as transforma-
das discretas do cosseno (TDC) e do seno (TDS)
tem desempenhado um papel importante em En-
genharia Elétrica. A TDC e a TDS tem recebido
muita atenção devido ao seu uso em sistemas de co-
dificação por transformadas. Em particular, a DST
é o fundamento da técnica de codificação de bloco
recursiva e tem sido usada na implementação rápida
de transformadas ortogonais para codificação [1, 2].
Embora discretizadas no domı́nio da variável inde-
pendente, estas transformadas tem coeficientes que
pertencem a um estrutura infinita. Portanto, elas
podem ser vistas como um tipo de “transformada
analógica”. Por outro lado, transformadas defini-
das sobre estruturas finitas, além de discretizadas
no domı́nio da variável independente, tem seus coe-
ficientes definidos sobre um alfabeto finito e podem
ser vistas como “transformadas digitais”.

A Análise de Fourier pode ser aplicada para tra-
tar sinais definidos sobre corpos finitos, por meio da
transformada de Fourier de corpo finito (TFCF),
introduzida por Pollard e aplicada para compu-
tar convoluções discretas usando aritmética modu-
lar [3]. Uma versão de corpo finito da transfor-
mada discreta de Hartley, a transformada de Har-

tley de corpo finito (THCF), foi introduzida em [4].
Aplicações da THCF incluem o projeto de siste-
mas de multiplexação digital, de sistemas de acesso
múltiplo e de seqüências multińıveis para espalha-
mento espectral [5, 6]. Recentemente, a versão de
corpo finito da TDC, foi introduzida [8]. Essas
transformadas são exemplos de transformadas di-
gitais.

Neste trabalho, uma nova transformada digital,
a transformada discreta do seno em um corpo fi-
nito (TDSCF), é introduzida. A partir de uma tri-
gonometria para corpos finitos introduzida recente-
mente [4], a função trigonométrica seno sobre um
corpo finito é usada para construir a TDSCF. Na
seção 2 alguns fundamentos matemáticos são apre-
sentados, que incluem a função seno e a construção
de números complexos em um corpo finito. Uma
nova propriedade dessas funções é introduzida, a
qual leva à definição da TDSCF na seção 3. A
existência da TDSCF inversa é demonstrada e al-
guns exemplos são apresentados. A seção 4 contém
as conclusões do trabalho.

2 Fundamentos Matemáticos

2.1 O Corpo Finito dos Números
Complexos

Definição 1 GI(p) , {a + jb, a, b ∈ GF(p)}, p um
primo ı́mpar tal que j2 ≡ −1 (mod p) não é um
reśıduo quadrático em GF(p) (i.e., p ≡ 3 (mod 4)),
é o conjunto dos inteiros gaussianos sobre GF(p).

Da definição acima, todo elemento de GI(p) pode
ser representado na forma a + jb e é denominado
número complexo de corpo finito.

Definição 2 O conjunto unimodular de GI(p) é o
conjunto de elementos ζ = (a + jb) ∈ GI(p), tais
que a2 + b2 ≡ 1 (mod p). Os elementos ζ são de-
nominados elementos unimodulares.

Esse conjunto é um grupo ćıclico de ordem p+1 [9].



2.2 Trigonometria em Corpos Fini-
tos

Esta seção introduz algumas funções trigo-
nométricas sobre corpos finitos, as quais tem pro-
priedades semelhantes àquelas das funções trigo-
nométricas definidas sobre os reais [10].

Definição 3 Seja ζ um elemento não nulo de
GI(p), p ≡ 3 (mod 4). As funções k-
trigonométricas k-cos e k-sen de ∠(ζi) (o arco do
elemento ζi) sobre GI(p), são

cosk(∠ζi) =
1
2
(ζki + ζ−ki)

e
senk(∠ζi) =

1
j2

(ζki − ζ−ki),

i, k = 0, 1, ..., N−1, onde ζ tem ordem N e N |(p2−
1).

Numa notação mais simples, considerando ζ fixo, as
funções k-trigonométricas são denotadas por cosk(i)
e senk(i). A proposição 1, indicada a seguir, decorre
diretamente da definição 3.

Proposição 1 A função senk(i) satisfaz:

i) senN ( 2i+1
2 ) = (−1)i.

ii) senN−k( 2i+1
2 ) = senk( 2i+1

2 ).

A TDS usual é constrúıda por um processo que
envolve a duplicação da seqüência f [n] de compri-
mento N , cuja TDS se quer definir, seguida pela
computação da TDF dessa seqüência de compri-
mento 2N , o que requer que se use um núcleo de
ordem 2N [11].

3 A Transformada Discreta do
Seno em um Corpo Finito

De forma análoga à transformada discreta do seno
definida sobre os reais, a construção da TDSCF S =
(Sk) de uma seqüência f = (fi), i = 0, ....., N−1 de
elementos de GF(p), faz uso da seqüência auxiliar
g = (gi), i = 0, ...., 2N−1, de elementos gi ∈ GF(p),
definidos por

gi , fi−f2N−1−i =

 fi, 0 ≤ i ≤ N − 1

−f2N−1−i, N ≤ i ≤ 2N − 1
.

Os coeficientes Sk da TDSCF são obtidos a par-
tir da TFCF G = (Gk) de g, conforme ilustrado a
seguir e descrito nesta seção:

T F CFN 2N 2N N

(fi) → (gi) ←→ (Gk) → (sk)

A seqüência g tem comprimento 2N e os coeficientes
de sua TFCF são [3]:

Gk =
2N−1∑
i=0

giζ
ki =

N−1∑
i=0

fiζ
ki −

2N−1∑
i=N

f2N−1−iζ
ki,

(1)
0 ≤ k ≤ 2N − 1, onde ζ é um elemento de ordem
2N de GI(p). Observe que, devido à anti-simetria
usada na definição de g, o coeficiente Go é nulo.
Mudando, no segundo somatório, 2N − 1− i por i,
1 torna-se

Gk =
N−1∑
i=0

fiζ
ki −

N−1∑
i=0

fiζ
k(−1−i),

ou seja,

Gk =
N−1∑
i=0

fi[ζki − ζ(−k−ki)].

Evidenciando o termo ζ−k/2, tem-se

Gk =
N−1∑
i=0

fiζ
−k/2[ζk/2ζki − ζ−k/2ζ−ki],

ou

Gk = ζ−k/2
N−1∑
i=0

fi[ζk(2i+1)/2 − ζ−k(2i+1)/2],

de modo que, da definição 3,

Gk = ζ−k/2
N−1∑
i=0

fi2jsenk[(2i + 1)/2], (2)

0 ≤ k ≤ 2N − 1. Os N coeficientes Sk da TDSCF
são extráıdos da seqüência (Gk) de comprimento
2N e são definidos por

Sk =
{
−jζk/2Gk, 1 ≤ k ≤ N,

0, caso contrário
, (3)

isto é,

Sk =
N−1∑
i=0

2fisenk[(2i + 1)/2], 1 ≤ k ≤ N. (4)

A expressão acima define a TDSCF direta da
seqüência f .

3.1 A TDSCF Inversa

Para inverter a expressão 4 e obter a TDSCF in-
versa, faz-se uso do lema 1 a seguir.

Lema 1 Os coeficientes Gk em 2 satisfazem

i) Gk = −ζkG2N−k, 0 ≤ k ≤ 2N − 1.



ii) Gk = jζ−k/2S2N−k, N ≤ k ≤ 2N − 1.

Prova:
i) Mudando k por 2N−k em 2 e usando a proposição
1 (ii) (note que como ζ tem ordem 2N , então ζN =
−1), obtem-se:

G2N−k = −ζk/2
N−1∑
i=0

fi2jsenk[(2i + 1)/2].

Porém de 2, isso é o mesmo que

G2N−k = −ζ−kGk

e o resultado segue.
ii) Fazendo 2N−k = r, o intervalo N ≤ k ≤ 2N−1
torna-se 1 ≤ r ≤ N e assim vale a expressão 3, isto
é,

Sr = −jζr/2Gr,

de modo que

G2N−k = jζ−(2N−k)/2S2N−k.

Usando o resultado (i) anterior, pode-se escrever

−ζkGk = −jζk/2S2N−k,

ou seja,

Gk = jζ−k/2S2N−k,

e a prova está completa.

�

De posse do lema 1, é posśıvel expressar fi em
função de Sk e obter a relação que corresponde à
TDSCF inversa. Da TFCF inversa de G, tem-se

gi =
1

2N

2N−1∑
k=0

Gkζ−ki,

0 ≤ i ≤ 2N − 1, sendo que

fi =
{

gi, 0 ≤ i ≤ 2N − 1
0, caso contrário .

Expandindo o somatório acima, pode-se escrever

gi =
1

2N

[ N−1∑
k=0

Gkζ−ki +
2N−1∑
k=N

Gkζ−ki
]
.

Usando 3 e o lema 1, e considerando que G0 = 0,
tem-se

gi =
1

2N

[ N−1∑
k=1

jζ−k/2Skζ−ki+
2N−1∑
k=N

jζ−k/2S2N−kζ−ki
]
.

Mudando 2N − k por k no segundo somatório, leva
a

gi =
j

2N

[ N−1∑
k=1

Skζ−k(2i+1)/2+
2N−1∑
k=N

Skζ−(2N−k)/2ζ−(2N−k)i
]
.

isto é,

gi =
j

2N

[
−SN j(−1)i+

N−1∑
k=1

Sk(ζ−k(2i+1)/2−ζk(2i+1)/2)
]
.

Da definição 3, resulta

gi =
1
N

[
(−1)i SN

2
+

N−1∑
k=1

Sksenk

(2i + 1
2

)]
.

e portanto, da proposição 1 (i), os coeficientes fi da
TDSCF inversa de S são dados por

fi =
1
N

N−1∑
k=1

ρkSksenk

(2i + 1
2

)
, (5)

0 ≤ i ≤ N − 1, onde ρk =
{

1
2 , k = N
1, k 6= N

.

As expressões 4 e 5 definem o par transformado da
TDSCF, denotado por

f = (fi)←→ S = (Sk).

Exemplo 1: Considerando p = 11, o elemento ζ =
(3 + j5) ∈ GI(11) tem ordem p + 1 = 12 e é um
elemento gerador do grupo unimodular de GI(7).
Nessa estrutura, um par TDSCF de comprimento
(p + 1)/2 = 6 é

f = (1, 2, 3, 4, 5, 6)←→ S = (j4, 1, j10, 2, j6, 6)

As matrizes de transformação direta e inversa, são
dadas por

Mk,i =


j2 j3 j5 j5 j3 j2
10 9 10 1 2 1
j3 j3 j8 j8 j3 j3
5 0 6 5 0 6
j5 j8 j2 j2 j8 j5
9 2 9 2 9 2


e

M−1
k,i =


j2 10 j3 5 j5 10
j3 9 j3 0 j8 1
j5 10 j8 6 j2 10
j5 1 j8 5 j2 1
j3 2 j3 0 j8 10
j2 1 j3 6 j5 1


3.2 As Matrizes de Transformação

As expressões 4 e 5, repetidas a seguir, definem o
par transformado da TDSCF (fi)←→ (Sk):



 Sk =
∑N−1

i=0 2fisenk( 2i+1
2 ), 1 ≤ k ≤ N,

fi = 1
N

∑N
k=1 ρkSksenk( 2i+1

2 ), 0 ≤ i ≤ N − 1
(6)

onde ρk =
{

1
2 , k = N
1, k 6= N

. Devido à forma das ex-

pressões em 6, as matrizes de transformação di-
reta e inversa, de elementos dados por mk,i =
[2senk(2i+1)/2] e m−1

k,i = [ρk

N senk(2i+1)/2], respec-
tivamente, apresentam uma relação simples e dada
uma destas matrizes é posśıvel obter a outra dire-
tamente por inspeção. No exemplo, tem-se

m−1
k,i =

{
6mk,i, k = N
mk,i, k 6= N

.

3.3 A TDSCF de Mersenne

Uma importante subclasse de transformadas deri-
vadas da TDSCF, é a das TDSCF de Mersenne,
as quais são definidas sobre GF(p) quando p é um
primo de Mersenne, isto é, p = 2s − 1. Nesse caso,
o comprimento N da transformada é um divisor
de 2s−1, o que a torna uma ferramenta atrativa
uma vez que algoritmos rápidos de base 2 podem
ser usados na sua computação. A tabela 1 a se-
guir apresenta valores de parâmetros envolvidos na
construção de algumas TDSCF.

Tabela 1: Parâmetros da Transformada Discreta do
Seno em alguns corpos finitos: p, comprimento N ,
elemento unimodular ζ usado na função k-sen(.) e
a sua ordem no campo de extensão GF(p2).

GF(p) N ζ Ord(ζ)
7* 4 2+j2 8
11 6 3+j5 12
19 5 17+j4 10
23 12 4+j10 24
31* 8 7+j13 16
31* 16 2+j11 32
47 24 4+j19 48
71 36 8+j24 72
79 40 2+j32 80
103 52 2+j10 104
127* 64 2+j39 128
151 76 2+j65 152
167 84 4+j73 168
191 96 6+j27 192
199 100 2+j14 200

* TDSCF de Mersenne.

No exemplo 1, o vetor transformado tem com-
ponentes em GI(p). Entretanto, como os elemen-
tos da matriz de transformação são obtidos por
potências da ráız quadrada de um elemento uni-
modular, devido ao fator (1/j2) na definição da

função k-sen, um tal elemento é sempre real (∈
GF(p)) ou imaginário (da forma jb). Portanto, a
complexidade computacional envolvida no cálculo
da transformada é essencialmente a mesma de uma
transformada que assume valores apenas em GF(p).
Além disso, transformadas reais podem ser facil-
mente constrúıdas, considerando-se a proposição 2
a seguir [12].

Proposição 2 Se ζ = a+jb é um elemento unimo-
dular, então a função senk(i) assume apenas valores
em GF(p), para quaisquer i, k.

Portanto, se ζ é um elemento unimodular cuja ráız
quadrada λ também é unimodular, então a matriz
de transformação so terá elementos pertencentes a
GF(p) e a TDSCF é real nesse caso. Entretanto,
sendo λ um elemento gerador do grupo unimodu-
lar, sua ordem é (p + 1), de modo que ζ terá ordem
(p + 1)/2, o que implica em uma TDSCF de com-
primento N = (p + 1)/4. Uma tal transformada é
mostrada no exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2: Considerando p = 31, um primo
de Mersenne, o elemento ζ = (7 + j13) ∈ GI(31)
tem ordem (p + 1)/2 = 16 e pode ser usado para
definir uma TDSCF de Mersenne de comprimento
(p + 1)/4 = 8. Um par dessa transformada é

f S
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) ←→ (2, 28, 27, 2, 23, 10, 20, 8)

e suas matrizes de transformação reais são dadas
por

Mk,i =



9 11 21 4 4 21 11 9
26 17 17 26 5 14 14 5
11 4 9 10 10 9 4 11
23 23 8 8 23 23 8 8
21 9 27 11 11 27 9 21
17 5 5 17 14 26 26 14
4 10 11 22 22 11 10 4
29 2 29 2 29 2 29 2


e

M−1
k,i =



18 21 22 15 11 3 8 29
22 3 8 15 18 10 20 2
11 3 18 16 23 10 22 29
8 21 20 16 22 3 13 2
8 10 20 15 22 28 13 29
11 28 18 15 23 21 22 2
22 28 8 16 18 21 20 29
18 10 22 16 11 28 8 2


.

4 Conclusões e Sugestões

Nesse trabalho uma nova transformada foi introdu-
zida, a transformada discreta do seno sobre GF(p)



(a TDSCF), uma versão de corpo finito da bem co-
nhecida transformada discreta do seno definida so-
bre o corpo dos números reais. Inicialmente, foram
apresentados alguns fundamentos matemáticos que
levam à construção das funções k-trigonométricas
sobre um corpo finito. Para derivar a TDSCF da
seqüência f de comprimento N , adotou-se, em um
corpo finito, o procedimento clássico de relacionar
f com uma nova seqüência, g, de comprimento 2N .
A TDSCF S de f foi então obtida da transformada
de Fourier de corpo finito G de g. Por meio das
relações estabelecidas entre G e S, estabeleceu-se
a fórmula de inversão da transformada. A TDSCF
tem comprimentos divisores de (p + 1), onde
p ≡ 3 (mod 4), sendo posśıvel a construção da
TDSCF de Mersenne, que apresenta comprimentos
cujos valores são potências de 2.

A TDSCF introduzida nesse trabalho corres-
ponde a versão anti-simétrica par. Sua versão bi-
dimensional pode ser constrúıda por um procedi-
mento semelhante ao introduzido nesse trabalho.

Considerando a existência de definições alternati-
vas para a TDS usual, versões de corpo finito dessas
alternativas e posśıveis aplicações para a transfor-
mada discreta do seno de corpo finito estão sendo
investigadas.
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