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Resumo

Uma nova transformada, a transformada discreta
do seno sobre um corpo finito (TDSCF) ¢ introdu-
zida. O nucleo da TDSCF ¢ a fungao trigonométrica
seno definida sobre um corpo finito. A TDSCF
tem comprimentos que sdo divisores de (p + 1)/2.
Um caso especial é a TDSCF de Mersenne, definida
quando p é um primo de Mersenne. Essa classe de
TDSCFs tem comprimentos que sao poténcias de
2 e podem ser computadas por algoritmos FFT de
base 2.

1 Introducao

Transformadas discretas definidas sobre estruturas
finitas ou infinitas tem muitas aplicagbes em En-
genharia. Dentre as varias transformadas discretas
definidas sobre os reais ou complexos, a transfor-
mada discreta de Fourier (TDF) e as transforma-
das discretas do cosseno (TDC) e do seno (TDS)
tem desempenhado um papel importante em En-
genharia Elétrica. A TDC e a TDS tem recebido
muita atengao devido ao seu uso em sistemas de co-
dificacao por transformadas. Em particular, a DST
é o fundamento da técnica de codificacdo de bloco
recursiva e tem sido usada na implementagao rapida
de transformadas ortogonais para codificacao [1, 2].
Embora discretizadas no dominio da varidvel inde-
pendente, estas transformadas tem coeficientes que
pertencem a um estrutura infinita. Portanto, elas
podem ser vistas como um tipo de “transformada
analégica”. Por outro lado, transformadas defini-
das sobre estruturas finitas, além de discretizadas
no dominio da variavel independente, tem seus coe-
ficientes definidos sobre um alfabeto finito e podem
ser vistas como “transformadas digitais”.

A Anélise de Fourier pode ser aplicada para tra-
tar sinais definidos sobre corpos finitos, por meio da
transformada de Fourier de corpo finito (TFCF),
introduzida por Pollard e aplicada para compu-
tar convolugoes discretas usando aritmética modu-
lar [3]. Uma versdao de corpo finito da transfor-
mada discreta de Hartley, a transformada de Har-

tley de corpo finito (THCF), foi introduzida em [4].
Aplicagoes da THCF incluem o projeto de siste-
mas de multiplexagao digital, de sistemas de acesso
multiplo e de seqiiéncias multiniveis para espalha-
mento espectral [5, 6]. Recentemente, a versao de
corpo finito da TDC, foi introduzida [8]. Essas
transformadas sao exemplos de transformadas di-
gitais.

Neste trabalho, uma nova transformada digital,
a transformada discreta do seno em um corpo fi-
nito (TDSCF), é introduzida. A partir de uma tri-
gonometria para corpos finitos introduzida recente-
mente [4], a funcao trigonométrica seno sobre um
corpo finito é usada para construir a TDSCF. Na
secao 2 alguns fundamentos matematicos sdo apre-
sentados, que incluem a fungao seno e a construgao
de nimeros complexos em um corpo finito. Uma
nova propriedade dessas fungoes é introduzida, a
qual leva a definicdo da TDSCF na secdo 3. A
existéncia da TDSCF inversa é demonstrada e al-
guns exemplos sao apresentados. A secdo 4 contém
as conclusoes do trabalho.

2 Fundamentos Matematicos

2.1 O Corpo Finito dos Numeros
Complexos

Definicao 1 GI(p) = {a + jb,a,b € GF(p)}, p um
primo impar tal que j2 = —1 (mod p) ndo é um
restduo quadrdtico em GF(p) (i.e., p=3 (mod 4)),
é o conjunto dos inteiros gaussianos sobre GF(p).

Da defini¢do acima, todo elemento de GI(p) pode
ser representado na forma a + jb e é denominado
nimero complexo de corpo finito.

Definicao 2 O conjunto unimodular de GI(p) € o
congunto de elementos ¢ = (a + jb) € GI(p), tais
que a® +b*> =1 (mod p). Os elementos ¢ sio de-
nominados elementos unimodulares.

Esse conjunto é um grupo ciclico de ordem p+1 [9].



2.2 Trigonometria em Corpos Fini-
tos

Esta secao introduz algumas fungoes trigo-
nométricas sobre corpos finitos, as quais tem pro-
priedades semelhantes aquelas das fungoes trigo-
nométricas definidas sobre os reais [10].

Definicao 3 Seja ( um elemento nao nulo de
GI(p), p = 3 (mod4). As  funcgoes k-
trigonométricas k-cos e k-sen de Z(C%) (o arco do
elemento ¢*) sobre GI(p), sdo

cos(£¢") = %(Cki + ¢

) 1 ) )
seng (£¢') = j—Q(c’” — ¢,

i, k=

1).

Numa notacao mais simples, considerando ( fixo, as
fungoes k-trigonométricas sdo denotadas por cosg ()
e seng (7). A proposigao 1, indicada a seguir, decorre
diretamente da defini¢ao 3.

0,1,..., N—1, onde ¢ tem ordem N e N|(p*—

Proposicao 1 A fungdo sen (i) satisfaz:
i) seny(2HL) = (—1)".

i) seny (251

) = senk(%).

A TDS usual é construida por um processo que
envolve a duplica¢do da seqiiéncia f[n] de compri-
mento N, cuja TDS se quer definir, seguida pela
computacao da TDF dessa seqiiéncia de compri-

mento 2N, o que requer que se use um nucleo de
ordem 2N [11].

3 A Transformada Discreta do
Seno em um Corpo Finito

De forma anéloga a transformada discreta do seno
definida sobre os reais, a construcao da TDSCF S =
(Sk) de uma seqiiéncia f = (f;),i=0,....,N—1de
elementos de GF(p), faz uso da seqiiéncia auxiliar
g=1(9:),1=0,....,2N—1, de elementos g; € GF(p),
definidos por
fis 0<i<N-1

9i & fi—fan-1-i =

—fon-1-i; N <i<2N -1
Os coeficientes S da TDSCF sao obtidos a par-
tir da TFCF G = (Gy) de g, conforme ilustrado a
seguir e descrito nesta secao:

N

(fi)

2N

(9:)

N
(Gk)

N

(k)

TFCF

— — —

A seqiiéncia g tem comprimento 2N e os coeficientes
de sua TFCF sao [3]:

2N-1 N-1 2N—1
Ge=Y_ g => ficF = > fon-1-4C",
i=0 i=0 i=N

(1)
0 <k <2N —1, onde ¢ é um elemento de ordem
2N de GI(p). Observe que, devido & anti-simetria
usada na definicao de g, o coeficiente G, é nulo.
Mudando, no segundo somatério, 2N — 1 — ¢ por 1,
1 torna-se

N-1 . ON-1 ,
Gr=Y_ il =Y fich,
=0 =0
ou seja,
Gi = fil¢" = ¢T+H9),
i=0

Evidenciando o termo (~*/2, tem-se

N-1

Gk — Z ficfk/Z[Ck:/Qcki o C*k/ZcfkiL

=0

ou

N-1
G = ¢ k2 Z fi [Ck(2i+1)/2 _ ka(2i+1)/2]7

i=0
de modo que, da defini¢ao 3,

N-1
Gr=C"2Y " fi2jseng[(2i +1)/2],
i=0
0<k<2N —1. Os N coeficientes S, da TDSCF
sdo extraidos da seqiiéncia (Gj) de comprimento
2N e sao definidos por

(2)

_ _jck/QGka 1 S k S N7
Sk = { 0, caso contrario ’ (3)
isto é,
N-1
Sk=Y_ 2fiseny[(2i+1)/2,1 <k <N. (4)
i=0

A expressdo acima define a TDSCF direta da
seqiiéncia, f.

3.1 A TDSCF Inversa

Para inverter a expressao 4 e obter a TDSCF in-
versa, faz-se uso do lema 1 a seguir.

Lema 1 Os coeficientes Gy, em 2 satisfazem

i) Gy = —(*Gan_p,0 < k <2N — 1.



i) G = jC % 2Son 1, N <k <2N —1.

Prova: j N-1 . 2N-1 N Nk
—k(2i+1)/2 —(2N—k)/2 —(2N—k)i

i) Mudando k por 2N —k em 2 e usando a proposi¢cao 9i = IN [ Z Sp¢HE 2y Z Sk ( 2 ¢ ( ) }

1 (ii) (note que como ¢ tem ordem 2N, entdo ¢V = k=1 k=N

—1), obtem-se:

isto é,

N-1

Gan—i = —CM/? fi2jseny[(2i +1)/2]. J . i = k(2 i
> e d s S s gy
k=1
Porém de 2, isso é o mesmo que
Da definigao 3, resulta
Gon—k = —( "Gy
N-1

2
ii) Fazendo 2N —k = r, o intervalo N < k < 2N —1 =
torna-se 1 < r < N e assim vale a expressao 3, isto

é

SN 2i+1
e o resultado segue. 9i = N [(—1) + ; Sksenk( 5 )]

e portanto, da proposigao 1 (i), os coeficientes f; da
TDSCF inversa de S sao dados por

. srr/2
S’r‘_ jC GT7 1 N-1 21+1
de modo que fi= N Z kaksenk< )» (5)
k=1
Gon_p = jC CN=R/28, . _ %7 L= N
OSzSN—l,ondepk:{l, k4N

Usando o resultado (i) anterior, pode-se escrever ~
@ P As expressoes 4 e 5 definem o par transformado da

—CRGy = —iC 2SNk, TDSCF, denotado por

ou seja, f=(fi) = 5= (k).
G = jC_k/QSQN,;€7 Exemplo 1: Considerando p = 11, o elemento { =
) (34 75) € GI(11) tem ordem p+ 1 = 12 e é um
¢ a prova estd completa. elemento gerador do grupo unimodular de GI(7).

Nessa estrutura, um par TDSCF de comprimento

" prn2=6¢

De posse do lema 1, é possivel expressar f; em
funcio de Sy e obter a relacdo que corresponde & [ =(1,2,3,4,5,6) «— S = (j4,1, 10,2, j6,6)
TDSCEF inversa. Da TFCF inversa de G, tem-se
As matrizes de transformacao direta e inversa, sao

2N-1
1 ki dadas por
9i = ON Z Gr(C™, ’ . ‘ . ' .
h=0 J2 j3 g5 j5 j3 ;52
0<i<2N —1, sendo que 0 9 10 1 2 1
M= | I3 g3 38 j8 j3 ;3
f=f 9n 0<i<2N-—1 MTl5 0 6 5 0 6
1 0, caso contrdrio j5 48 j2 j2 48 45
9 2 9 2 9 2
Expandindo o somatodrio acima, pode-se escrever
e
N—1 2N-1 ) .
1 Y i 72 10 33 5 45 10
gi:ﬁ[ZGkC + 3 G } 3 9 j3 0 j8 1
k=0 k=N Al | 95 10 8 6 52 10
. k 7 - .
Usando 3 e o lema 1, e considerando que Gy = 0, ’ 25 1 58 5 52 1
tem-se ]3 2 j3 0 j8 10
| ove v | j2 1 33 6 45 1
9= 5o | D ISR Y G 2 Sann T, , i
=1 F=N 3.2 As Matrizes de Transformacao

Mudando 2N — k por k no segundo somatorio, leva As expressoes 4 e 5, repetidas a seguir, definem o
a par transformado da TDSCF (f;) < (Sk):



Sk =2ily 2fisen (25L), 1<k <N,

0<i<N-1
(6)

. Devido a forma das ex-

N _
fi =% Ype1 prSeseng (251),

1
ondepk:{ i’ Z;%
pressoes em 6, as matrizes de transformagao di-
reta e inversa, de elementos dados por my; =
[2seng(2i+1)/2] e m,;i = [Besen(2i+1)/2], respec-
tivamente, apresentam uma relagao simples e dada
uma destas matrizes é possivel obter a outra dire-
tamente por inspe¢ao. No exemplo, tem-se

-1 _
My, = {

3.3 A TDSCF de Mersenne

Uma importante subclasse de transformadas deri-
vadas da TDSCF, é a das TDSCF de Mersenne,
as quais sao definidas sobre GF(p) quando p é um
primo de Mersenne, isto é, p = 2° — 1. Nesse caso,
o comprimento N da transformada é um divisor
de 2°7! 0 que a torna uma ferramenta atrativa
uma vez que algoritmos réapidos de base 2 podem
ser usados na sua computacao. A tabela 1 a se-
guir apresenta valores de parametros envolvidos na
construcao de algumas TDSCF.

k=N
kN

6my, i,
mi.q,

Tabela 1: Parametros da Transformada Discreta do
Seno em alguns corpos finitos: p, comprimento N,
elemento unimodular ¢ usado na fungéo k-sen(.) e
a sua ordem no campo de extensiao GF(p?).

GF(p) | N | ¢ [ 0rd(Q)
7* 1 | 2452 8
11 6 | 3445 12
19 5 | 1744 | 10
23 12 [4+j10 | 24
3% 8 | 7+j13| 16
31F | 16 | 2+j411 | 32
A7 | 24 | 4+j19 | 48
71 36 | 8424 | 712
79 | 40 | 24432 | 80
103 | 52 | 24410 | 104

127% | 64 | 24539 | 128
151 | 76 | 24465 | 152
167 | 84 | 4+573 | 168
191 | 96 | 64527 | 192
199 | 100 | 24414 | 200

* TDSCF de Mersenne.

No exemplo 1, o vetor transformado tem com-
ponentes em GI(p). Entretanto, como os elemen-
tos da matriz de transformacdo sao obtidos por
poténcias da raiz quadrada de um elemento uni-
modular, devido ao fator (1/j2) na definicao da

funcao k-sen, um tal elemento é sempre real (€
GF(p)) ou imagindrio (da forma jb). Portanto, a
complexidade computacional envolvida no célculo
da transformada é essencialmente a mesma de uma
transformada que assume valores apenas em GF(p).
Além disso, transformadas reais podem ser facil-
mente construidas, considerando-se a proposicao 2
a seguir [12].

Proposigcao 2 Se ( = a+jb € um elemento unimo-
dular, entao a funcao seng (i) assume apenas valores
em GF(p), para quaisquer i, k.

Portanto, se ¢ é um elemento unimodular cuja raiz
quadrada A também é unimodular, entao a matriz
de transformacao so terd elementos pertencentes a
GF(p) e a TDSCF é real nesse caso. Entretanto,
sendo A um elemento gerador do grupo unimodu-
lar, sua ordem é (p+ 1), de modo que ¢ terd ordem
(p+1)/2, o que implica em uma TDSCF de com-
primento N = (p + 1)/4. Uma tal transformada é
mostrada no exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2: Considerando p = 31, um primo
de Mersenne, o elemento ¢ = (7 + j13) € GI(31)
tem ordem (p + 1)/2 = 16 e pode ser usado para
definir uma TDSCF de Mersenne de comprimento
(p+1)/4 = 8. Um par dessa transformada é

f S
(1,2,3,4,5,6,7,8) (2,28,27,2,23,10,20,8)

—

e suas matrizes de transformacao reais sdo dadas
por

9 11 21 4 4 21 11 9
26 17 17 26 5 14 14 5
11 4 9 10 10 9 4 11
M, — 23 23 8 8 23 23 8 8
X 2009 27 11 11 27 9 21
17 5 5 17 14 26 26 14
4 10 11 22 22 11 10 4
|29 2 29 2 29 2 29 2 |
e
(18 21 22 15 11 3 8 29 ]
22 3 8 15 18 10 20 2
11 3 18 16 23 10 22 29
-l | 8 2120 16 2 3 13 2
ki ™ | 8 10 20 15 22 28 13 29
11 28 18 15 23 21 22 2
22 28 8 16 18 21 20 29
| 18 10 22 16 11 28 8 2 |

4 Conclusoes e Sugestoes

Nesse trabalho uma nova transformada foi introdu-
zida, a transformada discreta do seno sobre GF(p)



(a TDSCF), uma versao de corpo finito da bem co-
nhecida transformada discreta do seno definida so-
bre o corpo dos numeros reais. Inicialmente, foram
apresentados alguns fundamentos matemaéticos que
levam a construcao das fungoes k-trigonométricas
sobre um corpo finito. Para derivar a TDSCF da
seqiiéncia f de comprimento N, adotou-se, em um
corpo finito, o procedimento cldssico de relacionar
f com uma nova seqiiéncia, g, de comprimento 2/V.
A TDSCF S de f foi entao obtida da transformada
de Fourier de corpo finito G de g. Por meio das
relagoes estabelecidas entre G e S, estabeleceu-se
a férmula de inversdo da transformada. A TDSCF
tem comprimentos divisores de (p + 1), onde

p = 3 (mod 4), sendo possivel a construgido da
TDSCF de Mersenne, que apresenta comprimentos
cujos valores sao poténcias de 2.

A TDSCF introduzida nesse trabalho corres-
ponde a versdo anti-simétrica par. Sua versdo bi-
dimensional pode ser construida por um procedi-
mento semelhante ao introduzido nesse trabalho.

Considerando a existéncia de definicoes alternati-
vas para a TDS usual, versoes de corpo finito dessas
alternativas e possiveis aplicacoes para a transfor-
mada discreta do seno de corpo finito estao sendo
investigadas.
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