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1 Introdução

Consideremos X ∼ N(µx, σ2
x) e Y ∼ N(µy, σ2

y)
variáveis aleatórias com médias µx e µy desconhe-
cidas e variâncias σ2

x e σ2
y desconhecidas.

O problema de Behrens-Fisher consiste em testar
H0 : µx = µy contra as alternativas µx < µy,
µx > µy ou µx 6= µy . Para este trabalho conside-
raremos o teste para as hipóteses

H0 : µx = µy versus H1 : µx 6= µy,

supondo que as variâncias populacionais σ2
x e σ2

y são
diferentes e desconhecidas. Neste caso, o parâmetro
de interesse é θ = (µx, µy, σ2

x, σ2
y), com o espaço

paramétrico dado por Θ = {θ : −∞ < µx, µy <
+∞, σx, σy > 0}, e a hipótese H0 determinando o
subconjunto Θ0 = {θ ∈ Θ : µx = µy}.

Na abordagem estat́ıstica Clássica este problema
tem algumas soluções aproximadas, que são discu-
tidas e comparadas em Mehta e Srinivasan(1970).
Agora, se as duas variâncias forem iguais ou se a
razão entre elas for conhecida, existem soluções exa-
tas do ponto de vista Clássico (ver Lehmann(1959)).
Os procedimentos Bayesianos usuais para testes de
hipóteses não se aplicam no problema de Behrens-
Fisher, talvez porque as prioris usuais quando se
tem verossimilhanças normais sejam impróprias.

Devido à complexidade para a solução deste pro-
blema, tem surgido algumas propostas para solução
do mesmo. Neste trabalho será usado o teste
de significância Bayesiano proposto por Pereira e
Stern (1999), cujo procedimento é denominado Full
Bayesian Significance Test (FBST), cuja de-
finição é apresentada a seguir

Definição 1. Considere um modelo estat́ıstico
paramétrico, i.e., uma qúıntupla (X , A, F, Θ, π),
onde X é um espaço amostral, A é uma sigma-
álgebra conveniente de subconjuntos de X , F é uma
classe de distribuições de probabilidade em A inde-
xadas no espaço paramétrico Θ e π é uma densi-
dade a priori em (uma sigma-álgebra de) Θ. Su-
ponha que um subconjunto Θ0 de Θ tendo medida

de Lebesgue nula (com respeito a Θ) é de inte-
resse. Seja π(θ|x) uma densidade posterior de θ,
dada a observação amostral x, e T (x) = {θ ∈ Θ :
π(θ|x) > supΘ0

π(θ|x)}. A medida de evidência
de Pereira-Stern é definida como EV (Θ0, x) =
1−Pr[θ ∈ T (x)|x] e um teste (ou procedimento) de
Pereira-Stern é aceitar Θ0 sempre que EV (Θ0, x)
é ”grande ”.

Eles propuseram uma medida de evidência em fa-
vor de uma hipótese precisa (hipótese com medida
de Lebesgue nula), que considera todos os pontos
do espaço paramétrico cujos valores da densidade
posterior são, no máximo, tão grandes quanto seu
supremo em Θ0; falando grosseiramente, considera
todos os pontos que são menos “prováveis”do que
algum ponto em Θ0. De acordo com Pereira e Stern
(1999), um valor grande da EV (Θ0, x) significa que
o subconjunto Θ0 cai em uma região do espaço pa-
ramétrico de alta probabilidade posterior, portanto,
os dados suportam a hipótese nula H0. Madruga et
al. (2001) apresentam funções de perda que tornam
o procedimento de Pereira-Stern um leǵıtimo pro-
cedimento “Bayesiano”, pois devem ser chamados
“Bayesianos” apenas os procedimentos que minimi-
zam funções perdas esperadas, a solução coerente
para o problema de decisão. Propriedades de in-
variância da EV (Θ0, x) são discutidas em Madruga
et al. (2003).

Nosso objetivo é comparar esta medida de
evidência do FBST com a medida de evidência
Clássica, o p-value do Teste da Razão de Veros-
similhança Generalizada (TRVG). A definição
do TRVG (Bolfarine e Sandoval (2001)) é apresen-
tada a seguir

Definição 2. Suponha que queremos testar H0:
θ ∈ Θ0 contra H1: θ ∈ Θ1 com Θ = Θ0

⋂
Θ1,

Θ0

⋂
Θ1 = ∅, Θ0 6= ∅ e Θ1 6= ∅. O TRVG rejeita

H0 para os pontos x do espaço amostral que perten-
cem à região cŕıtica

RC =
{

x =
supθ⊂Θ1L(θ; x)
supθ⊂Θ0L(θ; x)

≥ c

}



que também pode ser reescrita como:

RC =
{

λ(x) =
supθ⊂Θ0L(θ;x)
supθ⊂ΘL(θ; x)

≤ c

}

Este teste Clássico também pode ser usado para
hipóteses precisas e a regra de decisão é baseada na
distribuição assintótica da estat́ıstica

−2 log λ(x) = −2 log
(

supθ∈Θ0
L(θ; x)

supθ∈Θ L(θ; x)

)
,

onde L(θ; x) é a função de verossimilhança dos da-
dos amostrais. A distribuição assintótica é qui-
quadrado com ν graus de liberdade (χν), e ν é dado
pela dimensão de Θ \Θ0. O cálculo do p-value (p)
é dado pela seguinte probabilidade, p = Pr{χν >
−2 log λ(x).

2 Medidas de Evidência no
Problema de Behrens-
Fisher

Nesta seção apresentaremos a construção das medi-
das de evidência Clássica e Bayesiana, com base em
amostras observadas das populações X e Y , respec-
tivamente, x = {x1, · · · , xn} e y = {y1, · · · , ym}.
Para obtermos a região critica do TRVG utilizamos
a estatistica

λ(x,y) =
(

σ̂2
x

σ̂2
x0

)n
2

(
σ̂2

y

σ̂2
y0

)m
2

,

com σ̂2
x e σ̂2

y representando, respectivamente, os es-
timadores de máxima verossimilhança (EMV) de σ2

x

e σ2
y sob Θ, e σ̂2

x0
e σ̂2

y0
os EMV sob Θ0. Estes es-

timadores são dados por

σ̂2
x =

(n− 1)S2
x

n
, σ̂2

y =
(m− 1)S2

y

m
,

σ̂2
x0

= σ̂2
x + (µ̂0 −X)2, σ̂2

y0
= σ̂2

y + (µ̂0 − Y )2

com X e Y representando as médias amostrais, S2
x

e S2
y representando as variâncias amostrais, e

µ̂0 =
nXσ̂2

y0
+ mY σ̂2

x0

nσ̂2
y0

+ mσ̂2
x0

Para a solução dos estimadores sob Θ0, µ̂0, σ̂2
x0

e
σ̂2

y0
, será utilizado um procedimento numérico.

Para implementação do cálculo do FBST no pro-
blema de Behrens-Fisher, iremos considerar a priori
imprópia π(θ) =

c

σ2
xσ2

x

sugerida em Madruga(2002),

e obtemos a densidade posteriori

π(θ|x, y) = πx(µx, σx|x)× πy(µy, σy|y)

Sendo que πx(µx, σx|x) e πy(µy, σy|y) representam
a f.d.p de uma distribuição normal-inversa-gama
(NIG),

(µx, σx|x) ∼ NIG(σ̂2
x, n− 2, X, 1/n)

e
(µy, σy|y) ∼ NIG(σ̂2

y, m− 2, Y , 1/m).

Mas, πx(µx, σx|x) e πy(µy, σy|y) podem ser fa-
toradas como πx(µx, σx|x) = πx(µx|σx, x) ×
πx(σx|x) e πy(µy, σy|y) = πy(µy|σy,y)× πy(σy|y),
com πx(µx|σx,x) e πy(µy|σy,y) representando dis-
tribuições normais com parâmetros (X, σ2

x/n) e
(Y , σ2

y/m), respectivamente, e πx(σx|x) e πy(σy|y)
representando o inverso de distribuições Gama. A
partir destes modelos será gerada uma amostra
aleatória de tamanho M do parâmetro de interesse
θ, que serão usadas para aproximar a medida de
evidência pelo método de Monte Carlo,

EV (Θ0; x,y) ≈ 1− 1
M

M∑

j=1

h(θj) (1)

com

h(θ) = 1(θ ∈ T (x, y)) =
{

1 se θ ∈ T (x, y)
0 se θ /∈ T (x, y)

e

T (x, y) = {θ ∈ Θ : π(θ|x,y) > π(θ̂0|x,y)},

onde θ̂0 é o vetor de parâmetros que maximiza a
posteriori sob Θ0.

3 Resultados

Apresentaremos nesta secção os resultados do nosso
trabalho que foram obtidos a partir do software
MATLAB (The Mathworks, Inc. [1999]). Resulta-
dos emṕıricos preliminares em alguns testes conhe-
cidos (Madruga (2002)) indicam que a EV (Θ0; x)
pode ser obtida como a função de distribuição acu-
mulada de um modelo de probabilidades Beta com
parâmetros a e b, calculada no p-value correspon-
dente, ou seja,

EV (Θ0, x, y) =
∫ p

0

Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

ua−1(1− u)b−1 du .

(2)
A tabela 1 apresenta as estimativas de a e b
no ajuste da relação (1), para amostras de ta-
manho n = m = 20 geradas com diferen-
tes valores da diferença |σ2

x − σ2
y|. Em cada

diferença foram calculados 21 pares de valores
(p,EV (Θ0,x,y)), considerando as seguintes dife-
renças para as médias populacionais |µx − µy| ∈
{0, 0.1, 0.2, 0.3, · · · , 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2.0}. Por
exemplo, para |σ2

x − σ2
y| = 1, apresentamos na Ta-

bela 2 os pares (p, EV (Θ0, x, y)), e na Figura 1 o
gráfico de dispersão desses pares.



|σ2
x − σ2

y| â b̂

0 0,3113 12,3754
1 0,4280 9,8500
2 0,4453 7,6504
3 0,4525 6,8372
4 0,4468 6,2379
5 0,4404 5,7341
6 0,4413 5,7785
7 0,4435 5,5687
8 0,4435 5,5687
9 0,4462 5,6640
10 0,4844 6,2369
11 0,4472 5,7232

Tabela 1: Estimativas de a e b segundo a diferença

|σ2
x − σ2

y|

|µx − µy| EV (Θ0;x,y) p
0.0 0.9990 0.7196
0.1 0.9360 0.1276
0.2 0.6060 0.0064
0.3 0.2850 0.0005
0.4 0.3360 0.0056
0.5 0.7220 0.0118
0.6 0.0540 0.0000
0.7 0.8570 0.0996
0.8 0.3520 0.0025
0.9 0.8960 0.1493
1.0 0.0260 0.0000
1.1 0.0160 0.0000
1.2 0.0330 0.0000
1.3 0.1280 0.0001
1.4 0.0000 0.0000
1.5 0.1110 0.0002
1.6 0.0030 0.0000
1.7 0.0000 0.0000
1.8 0.0000 0.0000
1.9 0.0000 0.0000
2.0 0.0000 0.0000

Tabela 2: Medidas de Evidência para |σ2
x − σ2

y| = 1 e

diferentes valores da diferença |µx − µy|
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Figura 1: Gráfico de dispersão entre as medidas de

evidência e o p-value da Tabela 2

Os resultados apresentados na Tabela 1 sugerem
que as estimativas â e b̂ estão sofrendo influência
da diferença entre as variâncias, enquanto esta di-
ferença é pequena, pois à medida que aumentamos
a diferença entre as variâncias os resultados nos su-
gerem uma estabilidade das estimativas â e b̂.
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Matemática, Rio de Janeiro, 2001.

[6] H. Jeffreys, “Theory of Probability”, Univer-
sity Press, Oxford, 1961.

[7] J. O. Berger e T. Selke, Testing a Point Null
Hypothesis: The Irreconcilability of P values
and Evidence, Journal of the American Statis-
tical Association, 82 (1987) 112-139.

[8] J. O. Berger e M. Delampady, Testing Precise
Hypotheses, Statistical Science, 2 (1987) 317-
352.

[9] J.S.Mehta e R. Srinivasan,On the Behrens-
Fisher problem, Biometrika, 57, 649-655, 1970.

[10] K. A. Brownlee, Statistical theory and metho-
dology in science and engineering. Wiley, New
York, 1984.

[11] M. R. Madruga, L. G. Esteves e S. Wechsler,
On the Bayesianity of Pereira-Stern tests, Test,
10 (2001) 291-299.

[12] M. R. Madruga, Teste de Significância: uma
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