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1 Introducao

Consideremos X ~ N(pg,02) ¢ Y ~ N(uy,0;)
varidveis aleatérias com médias i, e p, desconhe-
cidas e variancias o2 e 05 desconhecidas.

O problema de Behrens-Fisher consiste em testar
Hy @ pp = py contra as alternativas p, < py,
fg > fby OU iy 7 [ty . Para este trabalho conside-

raremos o teste para as hipoteses

Hy:pp = py versus  Hiy :pip 7 iy,

supondo que as variancias populacionais o2 e 05 sao

diferentes e desconhecidas. Neste caso, o parametro
de interesse é 6 = (yz,uy,ag,az), com 0 espaco
paramétrico dado por ® = {6 : —00 < fig, fty <
+00,04,0, > 0}, e a hipétese Hy determinando o
subconjunto @y = {6 € O : u, = p,}.

Na abordagem estatistica Cléssica este problema
tem algumas solugoes aproximadas, que sao discu-
tidas e comparadas em Mehta e Srinivasan(1970).
Agora, se as duas varidncias forem iguais ou se a
razao entre elas for conhecida, existem solugoes exa-
tas do ponto de vista Cldssico (ver Lehmann(1959)).
Os procedimentos Bayesianos usuais para testes de
hipéteses nao se aplicam no problema de Behrens-
Fisher, talvez porque as prioris usuais quando se
tem verossimilhancas normais sejam impréprias.

Devido a complexidade para a solucao deste pro-
blema, tem surgido algumas propostas para solucao
do mesmo. Neste trabalho serd usado o teste
de significancia Bayesiano proposto por Pereira e
Stern (1999), cujo procedimento é denominado Full
Bayesian Significance Test (FBST), cuja de-
finicao é apresentada a seguir

Definigao 1. Considere um modelo estatistico
paramétrico, i.e., uma quintupla (X, A, F, O, ),
onde X € um espaco amostral, A é uma sigma-
dlgebra conveniente de subconjuntos de X, F € uma
classe de distribuicoes de probabilidade em A inde-
zadas no espago paramétrico ® e m é uma densi-
dade a priori em (uma sigma-dlgebra de) ©. Su-
ponha que um subconjunto ¢y de © tendo medida

de Lebesgue nula (com respeito a ©) € de inte-
resse. Seja w(0|x) uma densidade posterior de 0,
dada a observagao amostral x, e T(x) = {0 € O :
7(0|z) > supg, 7(0]z)}. A medida de evidéncia
de Pereira-Stern ¢ definida como EV(@g,x) =
1—Pr[0 € T(x)|x] e um teste (ou procedimento) de
Pereira-Stern é aceitar ®g sempre que EV(Og, x)
€ "grande 7.

Eles propuseram uma medida de evidéncia em fa-
vor de uma hipétese precisa (hipétese com medida
de Lebesgue nula), que considera todos os pontos
do espaco paramétrico cujos valores da densidade
posterior sdo, no maximo, tao grandes quanto seu
supremo em ©; falando grosseiramente, considera
todos os pontos que sao menos “provaveis”’do que
algum ponto em @g. De acordo com Pereira e Stern
(1999), um valor grande da EV (@, x) significa que
o subconjunto @q cai em uma regiao do espaco pa-
ramétrico de alta probabilidade posterior, portanto,
os dados suportam a hipétese nula Hy. Madruga et
al. (2001) apresentam fungoes de perda que tornam
o procedimento de Pereira-Stern um legitimo pro-
cedimento “Bayesiano”, pois devem ser chamados
“Bayesianos” apenas os procedimentos que minimi-
zam funcoes perdas esperadas, a solugao coerente
para o problema de decisao. Propriedades de in-
variancia da EV (@, x) sdo discutidas em Madruga
et al. (2003).

Nosso objetivo é comparar esta medida de
evidéncia do FBST com a medida de evidéncia
Cléssica, o p-value do Teste da Razao de Veros-
similhanga Generalizada (TRVG). A definigao
do TRVG (Bolfarine e Sandoval (2001)) ¢é apresen-
tada a seguir

Definicao 2. Suponha que queremos testar Hy:
0 € ©y contra Hy: 0 € ©1 com © = @00@1,
©pNO1 =0, 00 #0 e O #0. O TRVG rejeita
Hy para os pontos x do espagco amostral que perten-
cem a regido critica

supgce, L(0;) }
RC=({px=—""T"T""—"1">¢
{ supgpco,L(6;x) —



que também pode ser reescrita como:

supgco, L(0;x) < c}
supgcoL(0;2) —

RC = {A(:c) =

Este teste Cldssico também pode ser usado para
hipdteses precisas e a regra de decisao € baseada na
distribuicao assintotica da estatistica

wm@@@m>

—2log M(x) = —2log ( Sipgce L(62)
c )

onde L(0;x) € a fungdo de verossimilhanga dos da-
dos amostrais. A distribuicao assintdtica € qui-
quadrado com v graus de liberdade (x, ), e v é dado
pela dimensdo de ® \ ®¢. O cdlculo do p-value (p)
é dado pela segquinte probabilidade, p = Pr{x, >
—2log A(z).

2 Medidas de Evidéncia no
Problema de Behrens-
Fisher

Nesta segao apresentaremos a construgao das medi-
das de evidéncia Cléssica e Bayesiana, com base em
amostras observadas das populacoes X e Y, respec-
tivamente, = {x1, - ,2n} e ¥y = {1, ,Ym}-
Para obtermos a regiao critica do TRVG utilizamos
a estatistica

oNE [52) 2
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com 67 e 0 representando, respectivamente, os es—
tlmadoreb de méxima verossimilhanga (EMV) de o2
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com X e Y representando as médias amostrais, S2
e SS representando as variancias amostrais, e
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Para a solucgéo dos estimadores sob @y, jig, &%0 e
5 , sera utilizado um procedimento numérico.

Para implementacao do calculo do FBST no pro-

blema de Behrens-Fisher, iremos considerar a priori

imprépia 7(0) = —— sugerida em Madruga(2002),

- T
e obtemos a densidade posteriori

T(0)x,y) = 7o (le, 02|2) X Ty (1ty, 0yY)

Sendo que 7y (g, 05|) € my(1y, 0y|y) representam
a f.d.p de uma distribuicdo normal-inversa-gama

(NIG),

2 0a|@) ~ NIG(62,n—2,X,1/n
Iz T

(1y, oyly) ~ NIG(ﬁ_g,m -2,Y,1/m).

Mas, (e, 0z|®) e my(uy, oyly) podem ser fa-
toradas como 7wy (ug,0.|®) = To(piz|os, ) X
T (0a2|@) € my(py, oyly) = my(pyloy, y) x my(oyly),
com 7y (ty|oy, ) € my(1yloy, y) representando dis-
tribuicdes normais com parametros (X,o02/n) e
(Y, 02 /m), respectivamente, e m,(0,|x) e m,(oy|y)
representando o inverso de distribuigoes Gama. A
partir destes modelos serd gerada uma amostra
aleatéria de tamanho M do parametro de interesse
0, que serao usadas para aproximar a medida de
evidéncia pelo método de Monte Carlo,

EV(©p;x,y) ~1——Zh (1)

com

hO)=1(0 € T(z,y)) = { (1) :2 z ; E;g,zg

T(z,y) = {0 € © : n(6lz,y) > m(6o|z,y)},

onde Oy é o vetor de parametros que maximiza a
posteriori sob Og.

3 Resultados

Apresentaremos nesta secgao os resultados do nosso
trabalho que foram obtidos a partir do software
MATLAB (The Mathworks, Inc. [1999]). Resulta-
dos empiricos preliminares em alguns testes conhe-
cidos (Madruga (2002)) indicam que a EV (0g;x)
pode ser obtida como a fun¢ao de distribuigao acu-
mulada de um modelo de probabilidades Beta com
parametros a e b, calculada no p-value correspon-
dente, ou seja,

u)’ 1 du .

W%@wzf
(2)

A tabela 1 apresenta as estimativas de a e b
no ajuste da relagdo (1), para amostras de ta-
manho n = m = 20 geradas com diferen-
tes valores da diferena |07 — o2|. Em cada
diferenca foram calculados 21 pares de valores
(p, EV(®g,x,y)), considerando as seguintes dife-
rencas para as médias populacionais |pu, — py| €
{0,0.1,0.2,0.3,-- ,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2.0}.  Por
exemplo, para |02 — J§| = 1, apresentamos na Ta-
bela 2 os pares (p, EV(©y, x,y)), e na Figura 1 o
grafico de dispersao desses pares.

I'(a+b)

ORI



lo2 — GZ\ a b
0 0,3113 12,3754
1 0,4280  9,8500
2 04453  7.6504
3 0,4525 6,8372
4 0,4468 6,2379
5 0,4404  5,7341
6 04413  5.7785
7 0,4435  5.,5687
8 0,4435 5,5687
9 0,4462 5,6640
10 0,4844 6,2369
11 04472  5,7232

Tabela 1: Estimativas de a e b segundo a diferenca

oz — a3

[pe —pyl  EV(Oo;z,y) P
0.0 0.9990 0.7196
0.1 0.9360 0.1276
0.2 0.6060 0.0064
0.3 0.2850 0.0005
0.4 0.3360 0.0056
0.5 0.7220 0.0118
0.6 0.0540 0.0000
0.7 0.8570 0.0996
0.8 0.3520 0.0025
0.9 0.8960 0.1493
1.0 0.0260 0.0000
1.1 0.0160 0.0000
1.2 0.0330 0.0000
1.3 0.1280 0.0001
1.4 0.0000 0.0000
1.5 0.1110 0.0002
1.6 0.0030 0.0000
1.7 0.0000 0.0000
1.8 0.0000 0.0000
1.9 0.0000 0.0000
2.0 0.0000 0.0000

Tabela 2: Medidas de Evidéncia para |02 — oz = 1 e
diferentes valores da diferenga |pe — py|
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Figura 1: Gréafico de dispersao entre as medidas de

evidéncia e o p-value da Tabela 2

Os resultados apresentados na Tabela 1 sugerem
que as estimativas @ e b estdo sofrendo influéncia
da diferenca entre as variancias, enquanto esta di-
ferenca é pequena, pois a medida que aumentamos
a diferenga entre as variancias os resultados nos su-
gerem uma estabilidade das estimativas @ e b.
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