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1 Introducao

O problema estatistico de Teste de Hipdteses con-
siste em rejeitar ou nao uma hipétese Hy sobre o
valor de um parametro desconhecido com base na
informacao trazida pela amostra. Na abordagem
Cléssica é bastante usada uma medida de evidéncia
denominada p-value, cujo calculo baseia-se na dis-
tribuigao amostral da estatistica do teste. Na abor-
dagem Bayesiana, as medidas de evidéncia usuais
para teste de hipdteses sao o Fator de Bayes e a Pro-
babilidade Posterior de Hy. Alguns autores, Berger
e Selke (1987) e Berger e Delampady (1987), entre
outros, apresentaram e discutiram os conflitos en-
tre o p-value e as medidas de evidéncia Bayesianas,
alertando para o fato de que em algumas situagoes o
p-value pode nao ser uma boa medida de evidéncia
para uma hipdtese estatistica precisa (hip6teses com
medida de Lebesgue nula). Com isso, houve o sur-
gimento de novas medidas de evidéncia para teste
de hipéteses precisas. Neste trabalho serd apresen-
tada a medida de evidéncia Bayesiana proposta por
Pereira e Stern (1999), cujo procedimento é denomi-
nado Full Bayesian Significance Test (FBST).
O objetivo é comparar, através de resultados de si-
mulacoes, o p-value da abordagem Cléassica, usando
o Teste da Razdo de Verossimilhanga Generalizada
(TRVG) (Bolfarine e Sandoval (2001)) e a medida
proposta por Pereira e Stern (1999), sugerindo uma
possivel relacao funcional entre essas duas medi-
das para testar a igualdade das médias de duas po-
pulacoes normais. Resultados empiricos prelimina-
res indicam que a medida Bayesiana pode ser obtida
pela funcao de distribuicao acumulada do modelo
Beta, calculada no p-value correspondente.

Pereira e Stern (1999) introduziram a seguinte
medida de evidéncia em favor de uma hipdtese pre-
cisa,

Definigao 1. Considere um modelo estatistico pa-
ramélrico, i.e., uma quintupla (X, A, F, O, ), onde
X ¢é um espago amostral, A é uma sigma-dlgebra
conveniente de subconjuntos de X, F é uma classe
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de distribuicoes de probabilidade em A indexadas
no espago paramétrico ® e w € uma densidade
a priori em (uma sigma-dlgebra de) ©.  Supo-
nha que um subconjunto Oy de O tendo medida
de Lebesgue nula (com respeito a ©) € de inte-
resse. Seja w(0|x) uma densidade posterior de 0,
dada a observagao amostral x, e T(x) = {0 € © :
7(0|x) > supg, 7(f|x)}. A medida de evidéncia
de Pereira-Stern ¢ definida como EV(@g,x) =
1—Pr[f € T(x)|x] e um teste (ou procedimento) de
Pereira-Stern € aceitar ©¢ sempre que EV (0, x)
€ “grande”.

Como podemos ver da Defini¢do 1, a medida de
evidéncia de Pereira-Stern considera, em favor de
uma hipdtese precisa, todos os pontos do espago pa-
ramétrico cujos valores da densidade posterior sao,
no maximo, tao grandes quanto seu supremo em
©y; falando grosseiramente, considera todos os pon-
tos que sdao menos “provaveis”do que algum ponto
em ©y. De acordo com Pereira e Stern (1999), um
valor grande da EV (@, x) significa que o subcon-
junto ®( cai em uma regiao do espaco paramétrico
de alta probabilidade posterior, portanto, os dados
suportam a hipétese nula; por outro lado, um valor
pequeno da EV (g, x) indica que @ estd em uma
regiao do espago paramétrico de baixa probabili-
dade posterior, portanto, os dados nos levariam a
desacreditar da hipétese nula. Uma vantagem deste
procedimento é que ele contorna a dificuldade de
tratar com uma hipétese precisa, pois nao ha ne-
cessidade de introduzir uma probabilidade positiva
a priori como no teste Bayesiano padrao (Jeffreys
(1961)). Pereira e Stern (1999) defendem que o uso
de EV(@y,x) para avaliar a evidéncia trazida pe-
los dados para ®¢ é um procedimento “Bayesiano”,
uma vez que apenas a densidade posterior estd en-
volvida. Madruga et al. (2001) apresentam fungdes
de perda que tornam o procedimento de Pereira-
Stern um legitimo procedimento “Bayesiano”, pois
devem ser chamados “Bayesianos” apenas os proce-
dimentos que minimizam fungdes perdas esperadas,
a solugao coerente para o problema de decisao. As-



sim, o teste de Pereira-Stern consiste em
e Rejeitar Hy se EV(0g,x) < K
e Aceitar Hy se EV(©g,x) > K

onde K é um ponto critico cujo valor depende da
funcdo de perda escolhida.

Por outro lado, o TRVG também pode ser usado
para testar uma hipdtese precisa, e a regra de de-
cisao é baseada na distribuicao assintética da es-
tatistica

supyce, L(0; X))

—2log A\(x) = —2log ( Py L(0:%)
c )

onde L(6;x) é a funcdo de verossimilhanca dos da-
dos amostrais. A distribui¢do assintética é qui-
quadrado com v graus de liberdade (x2), e v é dado
pela dimensao de ® \ ©¢. O célculo do p-valule (p)
é dado pela seguinte probabilidade, p = Pr{x? >
—2log A\(x)}.

Resultados empiricos preliminares em alguns tes-
tes conhecidos (Madruga (2002)) indicam que a
EV (0, x) pode ser obtida como a funcao de distri-
buicao acumulada de um modelo de probabilidades
Beta com parametros a e b, calculada no p-value
correspondente, ou seja,

I'(a+b)

ORI

u)’~ ! du .

(1)
As estimativas de a e b no ajuste da relagao (1) va-
riam nos testes ja estudados. Nosso objetivo é estu-
dar essa variacao como funcao dos tamanhos amos-
trais e da variancia comum conhecida para o pro-
blema de comparar as médias de duas populagoes
Normais.

EV(©0,%) = /Op

2 Comparagao das médias de
duas Normais

Com base em amostras obtidas das duas po-

pulagoes, Xi,---,X,, uma amostra aleatéria de

X ~ N(ui,0?), Yy, ,Y,, uma amostra aleatéria

de Y ~ N(us2,0?), e admitindo % conhecida, que-

remos testar as hipoteses Hg : p1 = us contra
Hi : p1 # peo, ou seja, tem-se

O = {(p1,p2) - 11 € Re pp € R}

Oo = {(u1,p2) €O : g = po}.

A fungao de verossimilhanga dos dados observados

(X;Y)v com X = {xla"' 7In} ey = {yla"' 7ym}a é
dada por
ntm
_ 1\ 1
L(G,X,y) = 202 exp _Tﬂ[él + 52] ’

(2)

com 0 = (n — 1)S?2 + n(um — 3% e
b = (m — 1)S? 4+ m(pz — ¥)?, sendo
T o= (Un)33ixi ey = (1/m)3y 0 y; as
médias amostrais, S2 = (1/(n — 1)) > i, (z; — T)?
e Sy = (1/(m = 1)) X7 (y; — 7)* as variéncias
amostrais.

e Construcdo da EV(©g;x,y) usando o
procedimento FBST:

Considerando a priori imprépria usual para 8 =
(1, p2), ™(@) = ¢, temos que a densidade posterior
é dada por

(01x,) x exp { =5 sl — 2+ mua - 971}
©)

que pode ser fatorada como o produto das densida-
des posteriores de p1 e pz, 7(0]x,y) = w1 (11]x) X
mo(pely), com as fungbes m;(-), i = 1,2, repre-
sentando, respectivamente, as f.d.p.’s dos seguin-
tes modelos de probabilidade: ui|x ~ N(%;02/n)
e paly ~ N(y;02/m). Para o cdlculo da
EV(©y;x,y), primeiramente maximizamos a dis-
tribuigdo posterior w(0|x,y) sob a hipdtese nula,
obtendo

1

el -0 + (- 771

m(hlx,y) o exp {—
com [i = (nT + m¥)/(n +m). Em seguida, resolve-
mos a seguinte integral

I= / m(0|x,y)do
T(x,y)

com T(x,y) = {0 € © : 7(0|x,y) > 7(f|x,y)}.
A integral acima pode ser expressa como a espe-
ranga posterior da funcao indicadora h(6) = 1(0 €
T(x,y)), ou seja,

1(6 € T(x,y))m(6]x,y)db,

(4)
que pode ser aproximada pelo Método de Monte
Carlo. Para isso, simulamos uma amostra aleatéria
de tamanho M, (04, ...,0,r), da distribuigao em (3)
e aproximamos a integral (4) por

1= EhO)xy] = /

e

. 1 XM
I= H;h(oj).

Logo, a medida de evidéncia do procedimento FBST
é aproximada por
1M
EV(©®gx,y)~1—— Y h(8;).

M ¢4
j=1

()



Construgao do p-value usando o TRVG:

A estatistica do TRVG é dada por

~210gA(x.y) = 5[~ ) + m(7 - 7)?)

e usando sua distribuicdo assintética x%, obtemos o
p-value

p= /+°° /D72 yore- g,
—2log A(x,y) F(1/2>

3 Resultados

Foi utilizado o aplicativo MATLAB (The
Mathworks, Inc. [1999]) para a obtencao dos
resultados. A Tabela 1 apresenta o p-value (p) e a
EV(0g;x,y) para 20 iteragoes, em que as amostras
foram geradas de duas distribui¢oes normais, com
n=m =30, 0% =9, u; =0 e diferentes valores de
teo. A Figura 1 apresenta o grafico de dispersao dos
pares (p, EV(©®q;x,y)) apresentados na Tabela 1.

[p1 —p2]  EV(Oo;x,y) P
0,0 0,0642 0,7835
0,1 0,7653 0,4608
0,2 0,9820 0,8585
0,3 0,5939 0,3052
0,4 0,7234 0,4164
0,5 0,7064 0,4055
0,6 0,9966 0,9294
0,7 0,9465 0,7348
0,8 0,1328 0,0434
0,9 0,0437 0,0124
1,0 0,9857 0,8696
1,2 0,0010 0,0002
1,4 0,1896 0,0683
1,6 0,2517 0,0981
2,0 0,0077 0,0018
2,5 0,0038 0,0010
3,0 0,0000 0,0000
3,5 0,0001 0,0000
4,0 0,0000 0,0000
45 0,0000 0,0000

Tabela 1: Medidas de Evidéncia para o teste de igual-
dade das médias de duas populagoes normais
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Ajustando o modelo (1) aos pontos da Figura 1,
obtivemos as estimativas a = 0,8423 e b = 2, 0468.

Para estudarmos a variagao nas estimativas de a
e b no ajuste da relagdo (1), como fungao dos ta-
manhos amostrais n e m e da varidncia o2, foram
feitas algumas simulagoes. A Tabela 2 apresenta as
estimativas de a e b para 02 = 9 e diferentes valo-
res comuns para n e m. A Tabela 3 apresenta as
estimativas de a e b para n = m = 30 e diferen-
tes valores para 2. Os resultados apresentados nas
Tabelas 2 e 3 sugerem que as estimativas de a e b no
ajuste da relagao (1) ndo dependem das dimensoes
amostrais e nem da variancia.

Valores para n e m a b
05 0,84 2,04
10 0,85 2,05
15 0,83 2,03
20 0,84 2,05
25 0,85 2,07
30 0,84 2,05
35 0,83 2,01
40 0,83 2,03
45 0,83 2,03
50 0,85 2,04
55 0,83 2,00
60 0,84 2,03
65 0,84 2,04
70 0,84 2,04
100 0,83 2,01
200 0,85 2,07
300 0,85 2,07
600 0,84 2,02

Tabela 2: Estimativas de a e b para diferentes valores
denemec®=9

Valores para o a b

01 0,83 2,01
03 0,83 2,03
05 0,85 2,07
07 0,84 2,05
09 0,84 2,05
11 0,85 2,06
13 0,84 2,06
15 0,84 2,05
17 0,85 2,05
19 0,84 2,04
21 0,84 2,05
23 0,85 2,05
25 0,85 2,05
27 0,85 2,06
29 0,85 2,05
70 0,84 2,04
90 0,84 2,06
200 0,84 2,05

Tabela 3: Estimativas de a e b paran = m = 30 e
diferentes valores de o
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