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Introducio

Nos ultimos anos muitos pesquisadores vém
trabalhando com objetivo de estimar a concentragao
de contaminantes na atmosfera, na tentativa de
avaliar o impacto ambiental causado e
posteriormente procurar formas de melhorar a
qualidade de vida das pessoas.

Este tipo de problema tem sido amplamente
abordado utilizando-se equacionamentos difusivos-
advectivos conhecidos na literatura como modelo
Kzz. [31[4](5]

Historicamente, estes modelamentos sdo
resolvidos por técnicas numéricas ou hibridas
analitico-numéricas [7][8]. Por outro lado,
abordagens analiticas com controle de erro como
GITT (General Integral Transform Technique) [2] e
GILTT (General Integral Laplace Transform
Technique) [10] também tém sido empregadas na
sua solug@o com algumas vantagens.

Como ¢ de conhecimento geral, técnicas
analiticas apresentam baixo custo computacional,
boa precisdo nos resultados e, no caso da GITT e
GILTT, controle de erro dos resultados. Esta
caracteristica torna este tipo de solugdo util para os
pesquisadores que se concentram  no
desenvolvimento de modelos. Em uma comparagao
da solugdo encontrada com dados experimentais,
por exemplo, pode-se precisar o erro devido ao
modelamento usado uma vez que o erro relativo ao
método de solugao ¢ controlado.

Resumidamente, pode-se dizer que a GITT [2] é
uma técnica de solucdo de equagdes diferenciais
parciais (EDP) em que o potencial original ¢
expandido em uma base determinada a partir de um
problema de Sturm-Liouville escolhido por
associacdo com o problema original. Uma vez
efetuada esta expansdo, ¢ feita uma integracdo que
intenta fazer uso da propriedade de ortogonalidade
da base utilizada. O resultado ¢ chamado de
problema transformado, normalmente resolvido
numericamente. Uma vez resolvido o problema
transformado, a solugdo do problema original é
determinada fazendo-se uso da chamada Formula
da Inversa. A GILTT [11], técnica derivada da
GITT, tem como principal diferenga de sua

antecessora o uso da transformada de Laplace e
diagonalizag@o de matrizes na solu¢do do problema
transformado que, no caso de problemas lineares, é
obtida de forma totalmente analitica.

Uma das limitagdes do uso desta técnica esta
nas condigdes de contorno do problema original. O
método s6 ¢ aplicavel em problemas com condi¢des
de contorno homogéneas independentemente de
serem de primeiro, segundo ou terceiro tipos. No
caso de problemas com contornos ndo homogéneos,
deve-se fazer uso de filtros[2].

Trabalhos como o de Wortmann [10] e Heinen
[6] tém evidenciado o uso da GILTT em problemas
de poluicdo na Camada Limite Planetaria (CLP).
Porém, até onde os autores tenham noticia,
problemas de polui¢do na CLP resolvidos por esta
técnica restringem a sua aplicacdo a uma variavel.
As demais variaveis ou a dependéncia da varidvel
temporal sdo tratadas por outras técnicas. Nao se
tem conhecimento da aplicagdo da transformada
GILTT Dupla na simulacdo de dispersdo de
poluentes na atmosfera.

Neste trabalho é apresentada a aplicagdo da
técnica GILTT dupla para a solugdo de um
problema bidimensional transiente de polui¢do na
CLP que utiliza o chamado modelo K. A equagdo
difusivo-advectiva utilizada para representar o
problema ¢ resolvida na sua forma tradicional sem
que nenhum termo tenha sido desprezado. Os
coeficientes de difusdo utilizados, bem como as
componentes longitudinal e vertical da velocidade
do ar sdo dependentes das variaveis espaciais. Uma
das condi¢des de contorno deste problema é ndo
homogénea. Conforme dito acima, a aplicacdo da
GILTT exige que ela seja filtrada. Para isso, ¢
definida uma funcédo filtro [2], obtida a partir da
solugdo de um problema EDP auxiliar. Uma vez
determinado este filtro, ¢ construido o problema
filtrado e apresentada a sua solugdo pela técnica
GILTT dupla.

Equacionamento do problema

Este problema obedece ao equacionamento
classico. Para maiores detalhes ver [1] [3] [4] [5]
[7]1 [8] [10] e [11]. Considere uma fonte aérea que
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libera poluicdo na camada limite planetaria. Seja a
dimensdo vertical, representada por “z”, variando
desde a altura do solo até a CLP e “x” a dimensdo
coincidente com a dimensdo da componente
horizontal da dire¢do do vento que varia desde a
fonte aérea (chaminé) até o infinito. A variavel “x”
definida desta forma permite que o problema seja
tratado de forma bidimensional por que elimina o
termo advectivo da terceira dimensdo e justifica
desprezar o termo difusivo. Matematicamente,
pode-se escrever a equagdo que representa o
fendmeno considerado como sendo:
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onde C(x,zt) pertence ao R® + R e ¢ a
concentragdo de contaminantes, u(x,z) € w(x,z) sao,
respectivamente, as componentes horizontal e
vertical do vento, e k(x,z) é o coeficiente de
difusdo.

As condicdes de contorno e iniciais
consideradas sdo:
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Para facilitar a escolha do Problema Auxiliar,
como afirma Buske[l], pode-se reescrever a
equacdo da seguinte forma:
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Como mencionado anteriormente, a aplicagdo
da técnica GILTT exige condi¢des de contorno
homogéneas. Tendo em vista que a condi¢do de
contorno (2) em “x” ¢ ndo-homogénea, o problema
sera filtrado, como segue.

Solucio do Filtro

Para determinar a solugdo filtro [9], é definida a
funcdo F(x,z) que deve obedecer a uma versdo
estacionaria e a coeficientes constantes do operador
da equagdo original (1) sujeita as mesmas
condig¢des de contorno.

Resolvendo, a fungdo F(x,z) deve obedecer ao
seguinte sistema de equagdes:
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onde ut e kt sdo coeficientes constantes e valem o
valor médio de u(x,z) e k(x,z). Além disso, para
garantir as condi¢cdes de contorno da equag@o
auxiliar que aqui é chamada de filtrada, faz-se:

Cf(x,z,t) = C(x,z,t) - F(x,2) . ®)

Aplicando as condi¢des de contorno (2), (3) e
(4) em Cf(x,z,t) e considerando as condi¢des de
F(x,z) iguais as de C(x,z,t), obtém-se condi¢des de
contorno homogéneas para Cf(x,z,t):

Cf(x,zt) =0 quando x=0,z=0,z=zmax e
X—> © )

Para a solucdo do sistema ¢ aplicada a técnica
da Transformada Integral Classica, onde, segundo
seu formalismo [9], primeiramente deve-se resolver
o Problema de Sturm-Liouville (também chamado
de Problema Auxiliar) com suas respectivas
condigdes de contorno abaixo:

Y (2)+2WY,(2)=0 (10a)
Y' (z)=0 quando z=0=zmax (10b)
onde ‘ e ° indica as derivadas de primeira e

segunda ordem respectivamente.
Resolvendo o problema de Sturm-Liouville
encontra-se:

Y. (z)=1 e A, =0 quando i=0 (11a)
in
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Pela mesma técnica, o segundo passo ¢
expandir F(x,z). Aplica-se a técnica em z, pois



neste eixo as condigdes de contorno sdo
homogéneas, o que permite seu uso. Assim, é
definida a seguinte Formula da Inversa:
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i=0 [Ni
onde a norma N, é dada por:
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e os autovalores e autovetores do Problema de
Sturm-Liouville satisfazem a seguinte condi¢do de
ortogonalidade:
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Apbs a substituicdo da Formula da Inversa (12)
na equacdo (7) e a aplicagdo do operador
Zmax \Ijj (Z)
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dz obtém-se:

Para as condigdes de contorno o procedimento é
analogo e resulta:
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Resolvendo o sistema (15) e considerando um
N suficientemente grande que representaria a
condigdo no infinito obtem-se:
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Assim, a solugdo do filtro F(x,z) ¢ obtida
substituindo os resultados de fj(x) em (12).
Portanto:
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Aplicacio da GILTT dupla

Em um primeiro momento, reescreve-se a
equagdo (1) utilizando a equagdo (8) de forma que:
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onde Cf = Cf(x,zt), F = F(x,z),ju=u (x,z) e w =
w(X,z).

E aplicada a técnica GILTT primeiramente em
z, sendo que a aplicagdo € analoga a do filtro.
Utiliza-se a seguinte Formula da Inversa:



Cf(x, 7, = 3 IR

Percebe-se que as condi¢des de contorno em z
de Cf(x,z,t) e de F(x,y) sdo as mesmas, logo tem-se
o mesmo Problema de Sturm-Liouville (10a) e
(10b) e conseqiientemente os mesmos autovalores e
autovetores (11a-b).

Apos utilizagdo da técnica obtém-se:
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Para encontrar Cft;, ¢ aplicada a técnica GILTT
em x de forma analoga. No entanto, neste caso, ndo
se tem o mesmo problema de Sturm-Liouville, pois
as condigdes de contorno ndo sdo as mesmas.
Assim:

¢, (X)+PB’nd, (x)=0 (22)
¢’ (x)=0 quando x > © (22a)
¢, (x)=0 quando x=0 (22b)

Resolvendo o problema de Sturm-Liouville
obtém-se:

¢ (x)=sen(B_x) eP, = (2m—1)ﬁ param=12..
(23)

onde M pode ser tdo grande quanto se queira.

E utilizada a seguinte Formula da Inversa na

aplicagdo da GILTT em x:

Cftt, (1), (x)

N

Apds a aplicagdo da técnica e o uso da
propriedade da ortogonalidade das autofuncdes,
obtém-se:

Cft (=3 (24)

T +PT=V (25)

onde P, T e V sdo:
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Para resolver a equagdo (25) ¢ aplicada a
técnica de  Transformada de Laplace e
diagonalizagdo de matrizes obtendo-se:

ST(s)+ PT(s) =+ T(0) e
S

(sI+P)T(s) = A T(0) (27)
S

onde I é a matriz identidade.

Assume-se que a matriz P € ndo degenerada e
que pode ser fatorada em seus autovalores e
autovetores. Portanto P pode ser reescrita como
P=XDX"' onde X ¢ a matriz de autovalores de P.
Entdo, substituindo P em (27), reorganizando e

aplicando Transformada Inversa de Laplace tem-se:

T()=XR(t) X V + X Ra(t) X T(0) (28)



onde R(t)= —BL (e —-1)eRa(t)= e
m

Para calcular T(t) ainda deve-se encontrar T(0).
Para isso, ¢ utilizada a condigdo inicial (5) onde
C(x,z,t) =0 para encontrar Cf(x,z,0). Depois, sdo
encontradas Cftj(x,0) e Cftt;,(0) respectivamente.
Entao:

T(0) = —%Bffj (x) sen(B, x)dx (29)

Assim, temos:

Cf(x,z,t) = ;éXT(t)XI_\Il%)\FI(Z)

(30)

E, portanto, a concentracdo C(x,z,t) = Cf(x,z,t)
+ F(x,z) onde Cf(x,z,t) e F(x,z) estdo expressos em
(30) e (17) respectivamente.

Conclusio

Neste trabalho foi encontrada uma solugdo
analitica para um problema bidimensional e
transiente de dispersdo de poluentes atmosféricos,
representado por uma equagdo difusivo-advectiva
com coeficientes de difusdo e advecgdo variaveis, e
condi¢des de contorno ndo-homogéneas.

Foi utilizado um filtro para tornar as condigdes
de contorno homogéneas e permitir o uso da
GILTT.

E importante ressaltar que, até onde os autores
tém conhecimento, a técnica GILTT dupla foi aqui
aplicada pela primeira vez.

A solu¢do final é encontrada na forma de
somatoérios infinitos. Para obtenc¢do dos resultados,
estes somatorios deverdo ser truncados. A escolha
da ordem de truncamento destes somatdrios permite
controlar o erro da solugdo.

Este detalhe ¢ de muita utilidade para avaliagao
do modelo matematico utilizado. Eventuais
diferencas da solugdo obtida, quando comparada
com resultados de referéncia, tanto podem ter
origem na metodologia de solucdo, quanto no
modelo utilizado. Uma vez que o erro da técnica de
solugio ¢ passivel de estimativa, a acuidade do
modelo usado ¢ verificada de imediato.

O proximo passo, que dard continuidade a este
trabalho, sera a implementagdo do cddigo
computacional com os dados aqui mostrados, para
futura comparagdo com dados experimentais ja
existentes na bibliografia.
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