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1 Introducao

Os sistemas lineares formam a base da maioria
dos estudos sobre sistemas dinamicos nao lineares.
Em muitos casos, a dinamica local na vizinhanca
de uma singularidade de um sistema nao linear,
no espago de fase, é similiar a dinamica do
sistema linearizado. Outro aspecto, que mostra
a importancia do estudo de sistemas  lineares,
é o seguinte: A Teoria das Bifurcacoes, que es-
tuda como a dinamica dos sistemas mudam quando
parametros sao variados, em geral usa a teoria dos
sistemas lineares como uma de suas técnicas princi-
pais.

O objetivo deste trabalho é classificar os sitemas
lineares reversiveis e equivariantes, ou seja, clas-
sificar as possiveis estruturas dos subespacos gl (V)
das funcgoes o-reversiveis, em 10 classes distin-
tas, através da classificagdo de representagoes ir-
redutiveis de um grupo compacto de Lie G.

Visando esse objetivo apresentaremos conceitos
bésicos de Algebra, Teoria de Representacoes de
Grupos e também alguns resultados importantes
como, por exemplo, o Lema de Schur.

2 Desenvolvimento

Para classificarmos os sistemas lineares re-
versiveis e equivariantes, veremos algumas
defini¢bes, proposigoes, lemas e teoremas que
nos serao util nesta classificacao. Primeiramente
classificaremos as representacoes irredutiveis de
G em termos de seus tipos IR, € ou H como
representacoes de G e como elas se decompoem em
representacoes irredutiveis quando restritas a H

Consideremos uma equagao diferencial linear da
forma

dx

— = Lz, 1

o (1)
onde L : IR" — IR" é uma aplicagao linear. Dizemos
que o sistema (1) é reversivel com relagdo a uma
aplicacao linear R : IR* — IR" se

RL = —LR. (2)
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Em outras palavras, se z(t) é uma solu¢do do sis-
tema (1), entdo R(z(—t)) também o é. Nesse caso
dizemos que R é uma simetria reversivel do sistema
(1).

Dizemos que o sistema (1) é equivariante com
relagdo a uma aplicacao linear S : IR" — IR" se

SL = LS. (3)
Equivalentemente, se x(t) é solucao de (1) entdo
S(z(t)) também é solugdo. Quando (1) é S-
equivariante, dizemos que S é uma simetria de (1).

A composigio de duas simetrias de (1) ainda é
uma simetria de (1), no entanto a composigao de
duas simetrias reversiveis de (1) é uma simetria de
(1). Portanto, o conjunto das simetrias e simetrias
reversiveis de L é fechado sobre a composicgao e for-
mam um grupo que denotaremos por G.

Definicao 1 Seja G uma variedade diferencidvel
com estrutura de grupo. Dizemos que G € um grupo
de Lie se a aplicacgo G x G — G definida por
(a,b) — ab=! for diferencidvel. Em particular a
aplicacdo G — G tal que b — b1 ¢ diferencidvel.

Durante todo este trabalho estaremos con-
siderando um grupo de Lie o grupo gerado por uma
simetria reversivel e por uma simetria.

Definicao 2 Seja G um grupo de Lie. Uma repre-
sentacao p de um grupo G sobre um espaco vetorial
V éum homomorfismo de grupos p : G — GL(V),
onde GL(V') é o conjunto das f:V — V lineares
invertiveis.

Como GL(V) ~ GL(m;IK) temos que o homo-
morfismo p : G — GL(m;K) é uma representagao.
Neste trabalho estaremos denotando o espago das
matrizes n X n inversiveis por GL(n,IR) e a repre-
sentagao do grupo G sobre V por (V] p).

Com objetivo de usar a teoria da representacao
de grupos, combinaremos as duas condigoes (2) e
(3) em uma tnica condi¢do dada por

(4)

onde p é a representagdo de G e o : G — {+1,—1}



é um homomorfismo de grupos entre os gru-
pos G e {—1,+1} C GL(1,IR). O Homomorfismo
o identifica precisamente como o grupo G divide-se
em simetrias e simetrias reversiveis, isto é, se
a(g) = +1, entdo g é uma simetria, e se o(g) = —1,
entao g é uma simetria reversivel. Temos que
H = o7 '({+1}) é um subgrupo normal de G.
Dizemos que L satisfazendo (4) é (G, o)-reversivel,
ou simplesmente o-reversivel.

Denotaremos por gl,(V,p), ou simplesmente
gls(V), 0 espago das fungoes o-reversiveis de V' em
V.

Chamaremos de Ig((V1,p1), (Va,p2)) 0 conjunto
de todas fungoes, de V; em V5, lineraes e equivari-
antes em relagao as representagoes (V1, p1) e (Va, p2)
de G. Quando as duas representagoes forem as
mesmas, denotaremos lg((V, p), (V, p)) por glg(V).
Neste caso as fungoes lineares podem ser compostas,
dando a glg(V) a estrutura de uma dlgebra e nao
somente de um espago vetorial real.

Definicao 3 Sejam (V, p) uma representacao de G
sobre V.e W um subespaco de V. Dizemos que W
é G-invariante se p(g)W C W, Vg € G.

g

Definigao 4 Uma representagio (V,p) de G €
chamada de irredutivel se V. nao contém nenhum
subespaco linear G-invariante nao trivial.

Definicao 5 Dizemos que duas representacoes
(Vi,p1) e (Va,p2) de G, sao isomorfas se existe
uma funcao f : V3 — Vo linear, equivariante e
inversivel.

O seguinte resultado descreve os espagos linea-
res das fungoes lineares entre representagoes ir-
redutiveis que é o centro da teoria de representacao.

Lema 1 (Lema de Schur) 1) Se (Vi,p1) e
(Va, p2) sao duas representagdes irredutiveis, ndao
isomorfas de G entao,

Ig(V1,Va) = {0}.

2) Se (V,p) é uma representacao irredutivel de G
entdao glg(V') é isomorfo (como uma dlgebra real) d
R, ' ou H.

Dizemos que uma representacao irredutivel (V, p)
é do tipo IR, € ou H segundo a classe do isomorfismo
de glg(V).

Seja (U, 7) uma representacao de G sobre U tal
que U =U; & ...5 U, é a soma direta de sub-
espacgos de U nao necessariamente tinica.

Definigao 6 Seja p : G — GL(V) uma repre-
sentacao de G em V. Dizemos que p é uma repre-
sentagao completamente redutivel se V' se decompoe

como
V=Vio..oV, (5)

onde cada V; € G—invariante e a restrigao da a¢ao
de G sobre Vi, (V;,pi), é uma representacao de G

que € isomorfa a uma soma direta de m; copias
de uma representagdo irredutivel (U;,7;), ou seja,
(Viypi) = (Ui, 1) @ ... @ (Ui, 73)-

Chamaremos (5) de Decomposicdo Isotipica de
G, observe que esta é unica.

Outra maneira de definir se uma representacao p
é uma representacao completamente redutivel é se

(6)

onde cada p; é uma representacao irredutivel de G

ppLD ... D pr,

sobre V;, comi=1,--- k.
Em forma de matriz, p se escreve em blocos como
pr 0 O
o . 0 |- (7)
0 0 pk

onde p; é a representagao de G sobre V; dada pela
matriz da transformagao linear p;(g) : V. — V na
base de V;.

Segue da parte 1) do Lema de Schur, que toda
fungao linear G—invariante de V em V deve preser-
var os blocos isotipicos V;. De fato, suponha
que para qualquer fungao G— invariante nao nula,
f:V — V, tivermos f(V;) C V}, com ¢ # j. Logo,
pela reciproca do Lema de Schur as representagoes
pi € p; sao isomorfas, tendo em vista que estas sao
irredutiveis por hipétese. Absurdo! pois como V é
uma Decomposicao Isotipica, segue que p; e p; nao
sao isomorfas.

Sendo assim temos que glg (V') decompoe-se como
a soma direta dos subespacos que sao isomorfos &
9la(V;), isto &,

gla(V) = gla(V1) @ ... @ gla (Vi) (8)

Restringindo para fungbes G —equivariantes in-
vertiveis obteremos uma decomposicao correspon-
dente,

GLg(V) ~ GLg(Vl) X ... X GLg(Vk). (9)

O espago glg(V) é a dlgebra de Lie associada ao
grupo de Lie GLg(V) e a acdo adjunta de GL(V)
sobre gl(V), restrita as transformagoes lineares
equivariantes, é a agdo adjunta de GLg (V) sobre

gla(V).

Esta acao decompode-se como a soma direta de
agoes adjuntas dos grupos G Lg(V;) sobre os espagos
glc(V:), ou seja,

¢=¢1®...0 o, (10)

onde ¢;, i = 1,...,k, é a acdo de GLg(V;) sobre
9la(Vi).

Assim como V; é a soma direta de m; copias de
U;, alguma funcao linear equivariante L : V; — V;,
terd sua matriz da forma,

L1 Lim,
[L] = : : v
L oo Lpym,

(11)



onde L,; é a matriz da transformacao linear
G—equivariante L,; : U7 — U] er,s =1,...,m,,
sao as posigoes de U; na soma direta das m; cépias
de Ui-

Se (Ui, p;) é do tipo KK, entdo podemos tomar
L.s = l.s, onde I, € IK;. Usando o isomorfismo
lys — lsI, onde [, € IK; e I é a identidade sobre
U;, segue que L,s =l = [-51.

Portanto, a transformacao linear L : V; — V; é
dada pela matriz m; X m;, com elementos em IKj,
logo gl (Vi) & gl(mi; IK;).

Analogamente GLg(V;) =~ GL(m;IK;), e
também a agdo adjunta de GLg (V') sobre glg(V) é
isomorfa a soma direta de agoes adjuntas dos grupos
GL(m;IK;) sobre suas dlgebras de Lie gl(m;; IK;).

Finalmente, generalizamos a classificacao de rep-
resentacoes irredutiveis em tipos IR, ' e H e assim
podemos definir o tipo de uma representacao geral
V' (definida sobre IR) para ser isomorfa a classe de
9la(V) como uma &lgebra linear real.

Definicao 7 Seja g € G\H. Uma involug¢ao sobre
grupo GLy (V') é dada por

¢+ p(g) " oply).

Também denotaremos por ¥ a involugao sobre a
algebra gl (V'), dada por

Yiglg(V) — glu(V)
A— p(g) " Ap(g).

Um numero de propriedades elementares desta
involugao sao resumidas na seguinte proposigao.

Proposicao 1 Sejam G um grupo e V. um espago
vetorial. Entdo,

1) O grupo GLg(V') € o conjunto dos pontos fixos
da a¢iao ¥ sobre GLy (V).

2) A restricao da agdo adjunta de GLy (V') sobre
glug (V) para GLg(V') preserva os subespagos

gla(V) ={A e glu(V); S(A) = A},
gla(V) ={A € gly(V);X(A4) = —A}.

3) A ag¢do induzida de GLg(V') sobre glg(V) é a
acao adjunta.

4) O subespago gl (V) é um glg(V)-submddulo
de glg(V), ambos com respectiva estrutura de
dlgebra induzida pela composicdo e o produto dado
pelo colchete de Lie, isto é, [A, Bl = AB — BA.

5) Se existe uma fungdo o-reversivel invertivel
T:V — V entao gl,(V) € gerado por T como
um glg(V)-submddulo de gly (V) com a operagao
de composicao.

Definicao 8 Seja (U,7) wma representagdo  do
grupo G sobre U. Definimos a sua representa¢do o-
dual, denotada por (U,7,), como o homomorfismo
To : G — GL(U) dado por 75(g) = o(g)7(g).

Definicao 9 Seja (U, 7) uma representagdo de um
grupo G sobre U. Dizemos (U,T) é uma repre-
sentagdo o-auto dual se (U, 7,) € isomorfo a (U, 7).

Definigao 10 Sejam U eV espagos vetoriais dire-
ito sobre IK e o um automorfismo de IK. Dizemos
que uma funcao R-linear f de U em V éIK*-linear,
ou IK-semilinear com o respectivo a, se

f(zk) = f(z)a(k),Vx e Uk € K

Denotaremos por gl(V;IK?®) o espago das fungoes
IK“-lineares de V em V.

Lema 2 Seja (U,7) uma representagao de G, o-
auto dual, do tipo IK . Entao,

1) S : U — U é K-semilinear com respectivo
automorfismo a.

2) 8? = kI para algum k € IK\{0} com a(k) = k.

Teorema 1 Seja (U,7) uma representac¢do ir-
redutivel de G do tipo IK. Entao as sequintes pro-
priedades sao equivalentes:

1) A representagio (U, T) é o-auto dual.

2) 3 uma fungao linear T : U — U o-reversivel
ndao nula.

3) 3 uma fungao linear T : U — U o-reversivel
invertivel satisfazendo um dos sequintes conjuntos
de condigoes,

a) K=, T é R-linear e T? = I.

b) IK=1R, T é R-linear e T? = —1.

¢) K=C, T éC-linecar e T?> = I.

d) K=C, T éC-linear e T?> = 1.

e) IK=C, T é C-linear e T?> = —1.

f) K =H, T éH-linear e T? = 1I.

g) K=H, T éH-linear e T?> = —1.

E ainda, se (U,7) é o-auto dual e T : U — U
o-reversivel invertivel entio gly(U) € gerado como
um mddulo glg(U) por T.

Corolario 1 Seja (U,7) uma representagdo ir-
redutivel de G do tipo IK. Entao,

1) A dlgebra glg(U) € isomorfa a uma das 10
algebras listadas na coluna 3 da Tabela 1.

2) Sobre este isomorfismo, nos casos o-auto dual,
o subespaco gly,(U) é gerado como um mddulo so-
bre glg(U) pela fung¢ao T mostrada na coluna 4 da
Tabela 1.

3) Sobre o isomorfismo do item 1), o automor-
fismo X : gly(U) — glg(U) € isomorfo d aqueles
listados na coluna 4 da Tabela 2.

Os resultados do Teorema 1 e Coroldrio 1 sao
resumidos nas seguintes tabelas.



9lc(U)  gla(U) T
NSDR R R -
NSD-C  C© C -
NSD-H =~ H H .
SDRR R R&R  (1-1)
sD-cC € Cor (1-1)
SDHH H  HeH (1-1)
SD-RC R C i
SD-CR €  gl(%R) ( - )
SD-CH ¢ H j
SD-HC  H  gl(2;0) ( - )

Tabela 1: Referente ao Teorema 1 e Coroldrio 1 - Clas-
sificagdo das Representagoes Irredutiveis de um Grupo
de Lie Compacto G e suas restri¢cdes para um subgrupo
H de indice 2.

T2 o X(L)
NSD-R — L
NSD-C — L
NSD-H — — L
SD-RR I R (L)
Sb-cC 1 © 7(L)
SD-HH 1 H (L)
SD-RC -1 R L
SD-CR I € —iLs
Sb-CH -1 C ILF
SD-HC -I H —jLj

Tabela 2: Referente ao Teorema 1 e Corolario 1 - Clas-
sificagdo das Representagoes Irredutiveis de um Grupo
de Lie Compacto G e suas restri¢cdes para um subgrupo
H de indice 2.

Proposicao 2 Uma representagio (U, 7) de G € ir-
redutivel do tipo IK se, e somente se, sua o-dual
(U,75) € irredutivel do tipo K.

Considere uma permutagao de ordem 2, denotada
por o, do conjunto {1,--- k}, tal que a o-dual de
(Ui, 73) € (Us(iys To(i))- Observe que estamos usando
a notagao Uy, ;) somente para diferenciar as repre-
sentagoes (U;, 7;) da sua o-dual, ou seja, Uy(;) = U;
tendo em vista que uma representagao e sua o-dual
representam um grupo em um mesmo subespago
vetorial.

Segue do Lema de Schur que toda fungao o-
reversivel L : V — V deve ser uma funcao de
V; para V,; e, desde que 0(i) = i, vice-versa.

Portanto esta funcao deve deixar invariante os
subespagos definidos por V; = V; + V().

Sendo assim, para V = ‘71 DD ‘A/k, temos que
o subespago gl, (V) decompoe-se como

gle (V) =~ glg(‘A/l) DB glg(‘A/k).

Proposigao 3 Sejam o grupo G e sua repre-
sentagao (Ui, 7;) sobre U;.

1) Se (Us, 1) € o-auto dual entio V; = Vy(;) e
também ‘Z =V.

2) Se (Us,7;) ndo € o-dual entao Vi e V, @y sdo
dois blocos isotipicos diferentes e 171 =Vi® Voiy-

O seguinte resultado, descrevendo a agao de G
sobre cada bloco V;, é uma consequéncia simples
das definigoes.

Seja (IK™,1™) denotando a representagao trivial

de G sobre IK™ e (IK™,0™) a soma direta de m
cépias da representacao sinal o sobre IK.

Lema 3 Seja  (V,p) uma representacio de G e
Vv=We--V, Onde‘Z:%@Va(i)'

1) Se (U;, 1) ndo é o-auto dual e € do tipo IK
entao 171 ~ K™ @i U;, onde m = m; e
n = Mgy A representagio de G sobre V; é dada
pelo homomorfismo p; = (1™ @ o™) QK 7.

2) Se (Ui, 1) € o-auto dual e € do tipo IK entio
17; ~ K™ QK Ui, onde m = m,. A representacdo
de G sobre V; é dada pelo homomorfismo
,5\1‘ =1" QK 7;.

Denominamos a decomposicao V = ﬁ &) ‘71
da representacao (V, p) como sua Decomposi¢cio o-
Isotipica.

Teorema 2 Seja (V,p) uma representacio de G e
o : G — Zy um homomorfismo sobrejetivo com
nicleo H. Se V.= Vi3 & ---V; denota a Decom-
posi¢cao o-Isotipica de V, entado,

1) O espago gl (V), das fungoes H -equivariantes
de V em V, decompoe-se como

glu (V) ~ gly (V1) & -+ & gl (V).

Os automorfismos ¥ da dlgebra de Lie gly(V)
preserva esta decomposicao e portanto preserva as
restri¢oes e as decomposicoes da subalgebra glg(V)

e glg(V)-submddulo gl, (V)

gla(V) ~ glG(ZI) DD glG(Yl),
glo(V) = gla(V1) @ -+ ® glo (V).

2) A dlgebra gly(V;) € isomorfa a dlgebra A,
na coluna 2 da Tabela 3, determinada pelo tipo da
correspondente representacao (U;, ;). A restrigao
de X para gly (Vi) € isomorfa a involugdo sobre A
mostrada na coluna 3 da Tabela 3. Os £1 sube-
spagos Ay e A_ desta involugdo sdo indicados na
coluna 2 e 3 da Tabela 4. Estes sao isomorfismos
de gla(V;) e gl,(Vi), respectivamente.

3) Se (U;, ;) ndo € o-auto dual, é do tipo IK e
também ‘//\7 ~ K" @i U;, com m=m; e
n = My, entdo o isomorfismo entre as dlgebras

A= gl(m +n;K) e gly(V;) é dado por

~

glim +n; IK) — glu(V;)
A— AQK 1.



4) Seja (U;,1;) o-auto dual e do tipo IK, e
também 172 ~ K™ @k U;, com m = m;. Seja
T:U; — U; a fungao o-reversivel dada na co-
luna 4, da Tabela 1. Entdo o isomorfismo entre as
dlgebras A =A.® A_ e gly(V;) € dado explicita-
mente por A = (A1, As) — (A1 )+ (A2 T).
Note que A; € sempre IK-linear enquanto que Ay é
IK“-linear se, e somente se, T ¢é IK“-linear, assim
o0s produtos tensoriais estao bem definidos.

5) A agao de GLg(V;) sobre gl,(V;) € isomorfo
a natural a¢ao de GL(m;IK) x GL(n;IK) sobre
" (K) @ I'™MIK), nos casos NSD ou de GL(m;IK)
sobre gl(m;IK*), nos casos SD.

O teorema 2 é resumido nas tabelas abaixo.

A~ gln (V) S(4)
NSD-R gl(m+n;R) R, AR n
NSD-C gl(m +n; C) R ARy
NSD-H gl(m + n; H) RyL AR,
SD-RR  gi(m;R) @ gl(m;R) (41, —A4s)
SD-CC  gl(m;C) ® gl(m; C) (A1, —As)
SD-HH gi(m;H) @ gl(m;H) (A1, —A2)
SD-RC gl(m; C) A
SD-CR gl(2m;R) —iAi
SD-CH gl(m; H) Ab
SD-HC gl(2m; C) —jAj

Tabela 3: Referente ao Teorema 2 - A estrutura das
Algebras gl H(V) para um bloco o-isotipico correspon-
dente & uma representagéo (U;, 7;) de G.

A=~ gla(Vi) A= gls (Vi)

NSD-R gi(m;R) @ gl(m;R) II(IR) @ I} (R)
NSD-C  gi(m;C) @ gl(m ) n(C)eir(r)
NSD-H  gl(m; H) @ gl(mi H) I (H) @ 17 (H)
SD-RR gl(m; lR) gl(m;R)
SD-CC gl(m; C') gl(m; C)
SD-HH gl(m; H) gl(m; H)
SD-RC gl(m;R) gl(m;R)
SD-CR gl(m; C) gl(m; C)
SD-CH gl(m; C') gl(m; C)
SD-HC gl(m;H) gl(m; H)

Tabela 4: Referente ao Teorema 2 - As subalgebras
gla(Vi), e gla(Vi)-submodulos gl, (Vi) de glu (Vi), para
um bloco g-isotipico correspodente & uma representacao
(Ui, 7'1') de G.

Denotaremos por I, (IK) o conjunto das matrizes
m X n com entradas em IK.

3 Resultados

Finalmente poderemos classificar os sistemas
lineares reversiveis e equivariantes em 10 classes dis-
tintas, através da Teoria de Representacgoes.

Se a representagao de G sobre U, (U, 1), for uma
representagao irredutivel, temos pelo Corolario 1
que gl,(U) é gerado pela funcao T, mostrada na
coluna 4 da Tabela 1.

Vejamos agora para uma representacao qualquer,
nao necessariamente irredutivel.

Primeiramente, como vimos no Secao 2, se

Vv=tiae e,
entdo gl, (V) ~ gly, (Vi) @ -+ @ gly (V).

Logo ¢ suficiente, para descrever gl,(V), o
caso onde V consiste de um tunico espago o-
isotipico, pois se descrevermos g¢l,(V;), com
1 = 1,---,k, bastar tomarmos @leglg(r/i) para
descrevermos gl, (V).

O seguinte teorema classificard os sistemas li-
neares reversiveis e equivariantes para dada uma
representagao qualquer de G, e este segue direta-
mente do Teorema 2.

Teorema 3 Seja V,p) uma representagdo de um
grupo G. Considere (U,T) uma representa¢do ir-
redutivel de G, obtida pela Decomposi¢cdo Isotipica
de V e (W,m) a representacao obtida pela soma di-
reta das copias de (U, 7). Tome V = T/; =WoW,.

1) Se (U,T) nao é o-auto dual e é do tipo KK
entao existe uma base para V tal que uma funcdao
L:V — V € o-reversivel se, e somente se, L age
como uma matriz da forma

a11] alnI T

a1 1 mnd

b1l bim I ’

L bnl I bnmI

onde a;5,b;; € IK, m en sdo as multiplicidades das
representa¢oes irredutiveis (U, 7) e (U,7,) em V, e
I € uma matriz identidade com a mesma dimensao
de W.

2) Se (U,T) € o-auto dual e € do tipo IK entao
existe uma base para V tal que wma funcdo
L :V — V ¢é o-reversivel se, e somente se, L
age como uma matriz da forma

a11T almT

L= :
amlT ammT

onde a;; € IK, m € a multiplicidade de (U, T) sobre

V., eT € a matriz de uma funcao o-reversivel fizada

de U em U como descrita na Tabela 1.

Portanto pelo Teorema 3, concluimos que para
qualquer representagdo de G podemos classificar os
sistemas lineares reversiveis e equivariantes como

(W, po)
(W, ps)

I (K) & 1, (K)
gl(m; IK)

se (W, p) =

glo (V) ~ { se (W, p) =~
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