
Sistemas Lineares Reverśıveis e Equivariantes
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1 Introdução

Os sistemas lineares formam a base da maioria
dos estudos sobre sistemas dinâmicos não lineares.
Em muitos casos, a dinâmica local na vizinhança
de uma singularidade de um sistema não linear,
no espaço de fase, é similiar à dinâmica do
sistema linearizado. Outro aspecto, que mostra
a importância do estudo de sistemas lineares,
é o seguinte: A Teoria das Bifurcações, que es-
tuda como a dinâmica dos sistemas mudam quando
parâmetros são variados, em geral usa a teoria dos
sistemas lineares como uma de suas técnicas princi-
pais.

O objetivo deste trabalho é classificar os sitemas
lineares reverśıveis e equivariantes, ou seja, clas-
sificar as posśıveis estruturas dos subespaços glσ(V )
das funções σ-reverśıveis, em 10 classes distin-
tas, através da classificação de representações ir-
redut́ıveis de um grupo compacto de Lie G.

Visando esse objetivo apresentaremos conceitos
básicos de Álgebra, Teoria de Representações de
Grupos e também alguns resultados importantes
como, por exemplo, o Lema de Schur.

2 Desenvolvimento

Para classificarmos os sistemas lineares re-
verśıveis e equivariantes, veremos algumas
definições, proposições, lemas e teoremas que
nos serão útil nesta classificação. Primeiramente
classificaremos as representações irredut́ıveis de
G em termos de seus tipos IR, IC ou H como
representações de G e como elas se decompoem em
representações irredut́ıveis quando restritas à H

Consideremos uma equação diferencial linear da
forma

dx

dt
= Lx, (1)

onde L : IRn → IRn é uma aplicação linear. Dizemos
que o sistema (1) é reverśıvel com relação a uma
aplicação linear R : IRn → IRn se

RL = −LR. (2)
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processo no 03/09874-1

Em outras palavras, se x(t) é uma solução do sis-
tema (1), então R(x(−t)) também o é. Nesse caso
dizemos que R é uma simetria reverśıvel do sistema
(1).

Dizemos que o sistema (1) é equivariante com
relação a uma aplicação linear S : IRn → IRn se

SL = LS. (3)

Equivalentemente, se x(t) é solução de (1) então
S(x(t)) também é solução. Quando (1) é S-
equivariante, dizemos que S é uma simetria de (1).

A composição de duas simetrias de (1) ainda é
uma simetria de (1), no entanto a composição de
duas simetrias reverśıveis de (1) é uma simetria de
(1). Portanto, o conjunto das simetrias e simetrias
reverśıveis de L é fechado sobre a composição e for-
mam um grupo que denotaremos por G.

Definição 1 Seja G uma variedade diferenciável
com estrutura de grupo. Dizemos que G é um grupo
de Lie se a aplicação G × G −→ G definida por
(a, b) 7−→ ab−1 for diferenciável. Em particular a
aplicação G −→ G tal que b 7−→ b−1 é diferenciável.

Durante todo este trabalho estaremos con-
siderando um grupo de Lie o grupo gerado por uma
simetria reverśıvel e por uma simetria.

Definição 2 Seja G um grupo de Lie. Uma repre-
sentação ρ de um grupo G sobre um espaço vetorial
V é um homomorfismo de grupos ρ : G → GL(V ),
onde GL(V ) é o conjunto das f : V −→ V lineares
invert́ıveis.

Como GL(V ) ≈ GL(m; IK) temos que o homo-
morfismo ρ : G → GL(m; IK) é uma representação.
Neste trabalho estaremos denotando o espaço das
matrizes n × n inverśıveis por GL(n, IR) e a repre-
sentação do grupo G sobre V por (V, ρ).

Com objetivo de usar a teoria da representação
de grupos, combinaremos as duas condições (2) e
(3) em uma única condição dada por

Lρ(g) = σ(g)ρ(g)L, (4)

onde ρ é a representação de G e σ : G → {+1,−1}



é um homomorfismo de grupos entre os gru-
pos G e {−1, +1} ⊂ GL(1, IR). O Homomorfismo
σ identifica precisamente como o grupo G divide-se
em simetrias e simetrias reverśıveis, isto é, se
σ(g) = +1, então g é uma simetria, e se σ(g) = −1,
então g é uma simetria reverśıvel. Temos que
H = σ−1({+1}) é um subgrupo normal de G.
Dizemos que L satisfazendo (4) é (G, σ)-reverśıvel,
ou simplesmente σ-reverśıvel.

Denotaremos por glσ(V, ρ), ou simplesmente
glσ(V ), o espaço das funções σ-reverśıveis de V em
V .

Chamaremos de lG((V1, ρ1), (V2, ρ2)) o conjunto
de todas funções, de V1 em V2, lineraes e equivari-
antes em relação as representações (V1, ρ1) e (V2, ρ2)
de G. Quando as duas representações forem as
mesmas, denotaremos lG((V, ρ), (V, ρ)) por glG(V ).
Neste caso as funções lineares podem ser compostas,
dando a glG(V ) a estrutura de uma álgebra e não
somente de um espaço vetorial real.

Definição 3 Sejam (V, ρ) uma representação de G
sobre V e W um subespaço de V . Dizemos que W
é G-invariante se ρ(g)W ⊆ W,∀g ∈ G.

Definição 4 Uma representação (V, ρ) de G é
chamada de irredut́ıvel se V não contém nenhum
subespaço linear G-invariante não trivial.

Definição 5 Dizemos que duas representações
(V1, ρ1) e (V2, ρ2) de G, são isomorfas se existe
uma função f : V1 −→ V2 linear, equivariante e
inverśıvel.

O seguinte resultado descreve os espaços linea-
res das funções lineares entre representações ir-
redut́ıveis que é o centro da teoria de representação.

Lema 1 (Lema de Schur) 1) Se (V1, ρ1) e
(V2, ρ2) são duas representações irredut́ıveis, não
isomorfas de G então,

IG(V1, V2) = {0}.
2) Se (V, ρ) é uma representação irredut́ıvel de G
então glG(V ) é isomorfo (como uma álgebra real) à
IR, IC ou H.

Dizemos que uma representação irredut́ıvel (V, ρ)
é do tipo IR, IC ouH segundo a classe do isomorfismo
de glG(V ).

Seja (U, τ) uma representação de G sobre U tal
que U = U1 ⊕ . . . ⊕ Um é a soma direta de sub-
espaços de U não necessariamente única.

Definição 6 Seja ρ : G −→ GL(V ) uma repre-
sentação de G em V . Dizemos que ρ é uma repre-
sentação completamente redut́ıvel se V se decompõe
como

V = V1 ⊕ ...⊕ Vk, (5)

onde cada Vi é G−invariante e a restrição da ação
de G sobre Vi, (Vi, ρi), é uma representação de G

que é isomorfa à uma soma direta de mi cópias
de uma representação irredut́ıvel (Ui, τi), ou seja,
(Vi, ρi) ≈ (Ui, τi)⊕ . . .⊕ (Ui, τi).

Chamaremos (5) de Decomposição Isot́ıpica de
G, observe que esta é única.

Outra maneira de definir se uma representação ρ
é uma representação completamente redut́ıvel é se

ρ ≈ ρ1 ⊕ ...⊕ ρk, (6)

onde cada ρi é uma representação irredut́ıvel de G
sobre Vi, com i = 1, · · · , k.

Em forma de matriz, ρ se escreve em blocos como



ρ1 0 0

0
. . . 0

0 0 ρk


 , (7)

onde ρi é a representação de G sobre Vi dada pela
matriz da transformação linear ρi(g) : V −→ V na
base de Vi.

Segue da parte 1) do Lema de Schur, que toda
função linear G−invariante de V em V deve preser-
var os blocos isot́ıpicos Vi. De fato, suponha
que para qualquer função G− invariante não nula,
f : V −→ V , tivermos f(Vi) ⊂ Vj , com i 6= j. Logo,
pela rećıproca do Lema de Schur as representações
ρi e ρj são isomorfas, tendo em vista que estas são
irredut́ıveis por hipótese. Absurdo! pois como V é
uma Decomposição Isot́ıpica, segue que ρi e ρj não
são isomorfas.

Sendo assim temos que glG(V ) decompõe-se como
a soma direta dos subespaços que são isomorfos à
glG(Vi), isto é,

glG(V ) ≈ glG(V1)⊕ . . .⊕ glG(Vk). (8)

Restringindo para funções G−equivariantes in-
vert́ıveis obteremos uma decomposição correspon-
dente,

GLG(V ) ≈ GLG(V1)× . . .×GLG(Vk). (9)

O espaço glG(V ) é a álgebra de Lie associada ao
grupo de Lie GLG(V ) e a ação adjunta de GL(V )
sobre gl(V ), restrita as transformações lineares
equivariantes, é a ação adjunta de GLG(V ) sobre
glG(V ).

Esta ação decompõe-se como a soma direta de
ações adjuntas dos grupos GLG(Vi) sobre os espaços
glG(Vi), ou seja,

φ = φ1 ⊕ . . .⊕ φk, (10)

onde φi, i = 1, . . . , k, é a ação de GLG(Vi) sobre
glG(Vi).

Assim como Vi é a soma direta de mi cópias de
Ui, alguma função linear equivariante L : Vi −→ Vi,
terá sua matriz da forma,

[L] =




L11 . . . L1mi

...
...

Lmi1 . . . Lmimi


 , (11)



onde Lrs é a matriz da transformação linear
G−equivariante Lrs : Us

i −→ Ur
i e r, s = 1, . . . ,mi,

são as posições de Ui na soma direta das mi cópias
de Ui.

Se (Ui, ρi) é do tipo IKi, então podemos tomar
Lrs = lrs, onde lrs ∈ IKi. Usando o isomorfismo
lrs 7−→ lrsI, onde lrs ∈ IKi e I é a identidade sobre
Ui, segue que Lrs = lrs ≈ lrsI.

Portanto, a transformação linear L : Vi −→ Vi é
dada pela matriz mi ×mi, com elementos em IKi,
logo glG(Vi) ≈ gl(mi; IKi).

Analogamente GLG(Vi) ≈ GL(mi; IKi), e
também a ação adjunta de GLG(V ) sobre glG(V ) é
isomorfa a soma direta de ações adjuntas dos grupos
GL(mi; IKi) sobre suas álgebras de Lie gl(mi; IKi).

Finalmente, generalizamos a classificação de rep-
resentações irredut́ıveis em tipos IR, IC e H e assim
podemos definir o tipo de uma representação geral
V (definida sobre IR) para ser isomorfa a classe de
glG(V ) como uma álgebra linear real.

Definição 7 Seja g ∈ G\H. Uma involução sobre
grupo GLH(V ) é dada por

Σ : GLH(V ) −→ GLH(V )

φ 7−→ ρ(g)−1φρ(g).

Também denotaremos por Σ a involução sobre a
álgebra glH(V ), dada por

Σ : glH(V ) −→ glH(V )

A 7−→ ρ(g)−1Aρ(g).

Um número de propriedades elementares desta
involução são resumidas na seguinte proposição.

Proposição 1 Sejam G um grupo e V um espaço
vetorial. Então,

1) O grupo GLG(V ) é o conjunto dos pontos fixos
da ação Σ sobre GLH(V ).

2) A restrição da ação adjunta de GLH(V ) sobre
glH(V ) para GLG(V ) preserva os subespaços

glG(V ) = {A ∈ glH(V ); Σ(A) = A},
glσ(V ) = {A ∈ glH(V ); Σ(A) = −A}.

3) A ação induzida de GLG(V ) sobre glG(V ) é a
ação adjunta.

4) O subespaço glσ(V ) é um glG(V )-submódulo
de glH(V ), ambos com respectiva estrutura de
álgebra induzida pela composição e o produto dado
pelo colchete de Lie, isto é, [A,B] = AB −BA.

5) Se existe uma função σ-reverśıvel invert́ıvel
T : V −→ V então glσ(V ) é gerado por T como
um glG(V )-submódulo de glH(V ) com a operação
de composição.

Definição 8 Seja (U, τ) uma representação do
grupo G sobre U . Definimos a sua representação σ-
dual, denotada por (U, τσ), como o homomorfismo
τσ : G −→ GL(U) dado por τσ(g) = σ(g)τ(g).

Definição 9 Seja (U, τ) uma representação de um
grupo G sobre U . Dizemos (U, τ) é uma repre-
sentação σ-auto dual se (U, τσ) é isomorfo a (U, τ).

Definição 10 Sejam U e V espaços vetoriais dire-
ito sobre IK e α um automorfismo de IK. Dizemos
que uma função IR-linear f de U em V é IKα-linear,
ou IK-semilinear com o respectivo α, se

f(xk) = f(x)α(k), ∀x ∈ U, k ∈ IK

Denotaremos por gl(V ; IKα) o espaço das funções
IKα-lineares de V em V .

Lema 2 Seja (U, τ) uma representação de G, σ-
auto dual, do tipo IK . Então,

1) S : U −→ U é IK-semilinear com respectivo
automorfismo α.

2) S2 = kI para algum k ∈ IK\{0} com α(k) = k.

Teorema 1 Seja (U, τ) uma representação ir-
redut́ıvel de G do tipo IK. Então as seguintes pro-
priedades são equivalentes:

1) A representação (U, τ) é σ-auto dual.
2) ∃ uma função linear T : U −→ U σ-reverśıvel

não nula.
3) ∃ uma função linear T : U −→ U σ-reverśıvel

invert́ıvel satisfazendo um dos seguintes conjuntos
de condições,

a) IK = IR, T é IR-linear e T 2 = I.
b) IK = IR, T é IR-linear e T 2 = −I.
c) IK = IC, T é IC-linear e T 2 = I.
d) IK = IC, T é ĪC-linear e T 2 = I.
e) IK = IC, T é ĪC-linear e T 2 = −I.
f) IK = H, T é H-linear e T 2 = I.
g) IK = H, T é H-linear e T 2 = −I.
E ainda, se (U, τ) é σ-auto dual e T : U −→ U

σ-reverśıvel invert́ıvel então glσ(U) é gerado como
um módulo glG(U) por T .

Corolário 1 Seja (U, τ) uma representação ir-
redut́ıvel de G do tipo IK. Então,

1) A álgebra glH(U) é isomorfa a uma das 10
álgebras listadas na coluna 3 da Tabela 1.

2) Sobre este isomorfismo, nos casos σ-auto dual,
o subespaço glσ(U) é gerado como um módulo so-
bre glG(U) pela função T mostrada na coluna 4 da
Tabela 1.

3) Sobre o isomorfismo do item 1), o automor-
fismo Σ : glH(U) −→ glH(U) é isomorfo à aqueles
listados na coluna 4 da Tabela 2.

Os resultados do Teorema 1 e Corolário 1 são
resumidos nas seguintes tabelas.



glG(U) glH(U) T
NSD-R IR IR —
NSD-C IC IC —
NSD-H H H —
SD-RR IR IR⊕ IR (1,-1)
SD-CC IC IC ⊕ IC (1,-1)
SD-HH H H⊕H (1,-1)
SD-RC IR IC i

SD-CR IC gl(2; IR)
(

1 0
0 −1

)

SD-CH IC H j

SD-HC H gl(2; IC)
(

i 0
0 i

)

Tabela 1: Referente ao Teorema 1 e Corolário 1 - Clas-

sificação das Representações Irredut́ıveis de um Grupo

de Lie Compacto G e suas restrições para um subgrupo

H de ı́ndice 2.

T 2 α Σ(L)
NSD-R — — L
NSD-C — — L
NSD-H — — L
SD-RR I IR τ(L)
SD-CC I IC τ(L)
SD-HH I H τ(L)
SD-RC -I IR L
SD-CR I IC −iLi
SD-CH -I IC L]

SD-HC -I H −jLj

Tabela 2: Referente ao Teorema 1 e Corolário 1 - Clas-

sificação das Representações Irredut́ıveis de um Grupo

de Lie Compacto G e suas restrições para um subgrupo

H de ı́ndice 2.

Proposição 2 Uma representação (U, τ) de G é ir-
redut́ıvel do tipo IK se, e somente se, sua σ-dual
(U, τσ) é irredut́ıvel do tipo IK.

Considere uma permutação de ordem 2, denotada
por σ, do conjunto {1, · · · , k}, tal que a σ-dual de
(Ui, τi) é (Uσ(i), τσ(i)). Observe que estamos usando
a notação Uσ(i) somente para diferenciar as repre-
sentações (Ui, τi) da sua σ-dual, ou seja, Uσ(i) = Ui,
tendo em vista que uma representação e sua σ-dual
representam um grupo em um mesmo subespaço
vetorial.

Segue do Lema de Schur que toda função σ-
reverśıvel L : V −→ V deve ser uma função de
Vi para Vσ(i) e, desde que σ2(i) = i, vice-versa.

Portanto esta função deve deixar invariante os
subespaços definidos por V̂i = Vi + Vσ(i).

Sendo assim, para V = V̂1 ⊕ · · · ⊕ V̂k, temos que
o subespaço glσ(V ) decompõe-se como

glσ(V ) ≈ glσ(V̂1)⊕ · · · ⊕ glσ(V̂k).

Proposição 3 Sejam o grupo G e sua repre-
sentação (Ui, τi) sobre Ui.

1) Se (Ui, τi) é σ-auto dual então Vi = Vσ(i) e
também V̂i = Vi.

2) Se (Ui, τi) não é σ-dual então Vi e Vσ(i) são
dois blocos isot́ıpicos diferentes e V̂i = Vi ⊕ Vσ(i).

O seguinte resultado, descrevendo a ação de G
sobre cada bloco V̂i, é uma consequência simples
das definições.

Seja (IKm, 1m) denotando a representação trivial
de G sobre IKm e (IKm, σm) a soma direta de m
cópias da representação sinal σ sobre IK.

Lema 3 Seja (V, ρ) uma representação de G e
V = V̂1 ⊕ · · · V̂l, onde V̂i = Vi ⊕ Vσ(i).

1) Se (Ui, τi) não é σ-auto dual e é do tipo IK
então V̂i ≈ IKm+n ⊗IK Ui, onde m = mi e
n = mσ(i). A representação de G sobre V̂i é dada
pelo homomorfismo ρ̂i = (1m ⊕ σn)⊗IK τi.

2) Se (Ui, τi) é σ-auto dual e é do tipo IK então
V̂i ≈ IKm ⊗IK Ui, onde m = mi. A representação
de G sobre V̂i é dada pelo homomorfismo
ρ̂i = 1m ⊗IK τi.

Denominamos a decomposição V = V̂1 ⊕ · · · V̂l

da representação (V, ρ) como sua Decomposição σ-
Isot́ıpica.

Teorema 2 Seja (V, ρ) uma representação de G e
σ : G −→ ZZ2 um homomorfismo sobrejetivo com
núcleo H. Se V = V̂1 ⊕ · · · V̂l denota a Decom-
posição σ-Isot́ıpica de V , então,

1) O espaço glH(V ), das funções H-equivariantes
de V em V , decompõe-se como

glH(V ) ≈ glH(V̂1)⊕ · · · ⊕ glH(V̂l).

Os automorfismos Σ da álgebra de Lie glH(V )
preserva esta decomposição e portanto preserva as
restrições e as decomposições da subalgebra glG(V )
e glG(V )-submódulo glσ(V )

glG(V ) ≈ glG(V̂1)⊕ · · · ⊕ glG(V̂l),
glσ(V ) ≈ glσ(V̂1)⊕ · · · ⊕ glσ(V̂l).

2) A álgebra glH(V̂i) é isomorfa à álgebra A,
na coluna 2 da Tabela 3, determinada pelo tipo da
correspondente representação (Ui, τi). A restrição
de Σ para glH(V̂i) é isomorfa a involução sobre A
mostrada na coluna 3 da Tabela 3. Os ±1 sube-
spaços A+ e A− desta involução são indicados na
coluna 2 e 3 da Tabela 4. Estes são isomorfismos
de glG(V̂i) e glσ(V̂i), respectivamente.

3) Se (Ui, τi) não é σ-auto dual, é do tipo IK e
também V̂i ≈ IKm+n ⊗IK Ui, com m = mi e
n = mσ(i), então o isomorfismo entre as álgebras
A= gl(m + n; IK) e glH(V̂i) é dado por

gl(m + n; IK) −→ glH(V̂i)
A 7−→ A⊗IK I.



4) Seja (Ui, τi) σ-auto dual e do tipo IK, e
também V̂i ≈ IKm ⊗IK Ui, com m = mi. Seja
T : Ui −→ Ui a função σ-reverśıvel dada na co-
luna 4, da Tabela 1. Então o isomorfismo entre as
álgebras A =A+⊕ A− e glH(V̂i) é dado explicita-
mente por A = (A1, A2) 7−→ (A1⊗IKI)+(A2⊗IKT ).
Note que A1 é sempre IK-linear enquanto que A2 é
IKα-linear se, e somente se, T é IKα-linear, assim
os produtos tensoriais estão bem definidos.

5) A ação de GLG(V̂i) sobre glσ(V̂i) é isomorfo
à natural ação de GL(m; IK) × GL(n; IK) sobre
lnm(IK) ⊕ lmn (IK), nos casos NSD ou de GL(m; IK)
sobre gl(m; IKα), nos casos SD.

O teorema 2 é resumido nas tabelas abaixo.

A≈ glH(V̂i) Σ(A)
NSD-R gl(m + n; IR) R−1

m,nARm,n

NSD-C gl(m + n; IC) R−1
m,nARm,n

NSD-H gl(m + n;H) R−1
m,nARm,n

SD-RR gl(m; IR)⊕ gl(m; IR) (A1,−A2)
SD-CC gl(m; IC)⊕ gl(m; IC) (A1,−A2)
SD-HH gl(m;H)⊕ gl(m;H) (A1,−A2)
SD-RC gl(m; IC) A
SD-CR gl(2m; IR) −iAi
SD-CH gl(m;H) A]

SD-HC gl(2m; IC) −jAj

Tabela 3: Referente ao Teorema 2 - A estrutura das

Álgebras glH( bVi) para um bloco σ-isot́ıpico correspon-

dente à uma representação (Ui, τi) de G.

A+≈ glG(V̂i) A−≈ glσ(V̂i)
NSD-R gl(m; IR)⊕ gl(m; IR) lnm(IR)⊕ lmn (IR)
NSD-C gl(m; IC)⊕ gl(m; IC) lnm(IC)⊕ lmn (IC)
NSD-H gl(m;H)⊕ gl(m;H) lnm(H)⊕ lmn (H)
SD-RR gl(m; IR) gl(m; IR)
SD-CC gl(m; IC) gl(m; IC)
SD-HH gl(m;H) gl(m;H)
SD-RC gl(m; IR) gl(m; IR)
SD-CR gl(m; IC) gl(m; IC)
SD-CH gl(m; IC) gl(m; IC)
SD-HC gl(m;H) gl(m;H)

Tabela 4: Referente ao Teorema 2 - As subalgebras

glG( bVi), e glG( bVi)-submodulos glσ( bVi) de glH( bVi), para

um bloco σ-isot́ıpico correspodente à uma representação

(Ui, τi) de G.

Denotaremos por lnm(IK) o conjunto das matrizes
m× n com entradas em IK.

3 Resultados

Finalmente poderemos classificar os sistemas
lineares reverśıveis e equivariantes em 10 classes dis-
tintas, através da Teoria de Representações.

Se a representação de G sobre U , (U, τ), for uma
representação irredut́ıvel, temos pelo Corolário 1
que glσ(U) é gerado pela função T , mostrada na
coluna 4 da Tabela 1.

Vejamos agora para uma representação qualquer,
não necessariamente irredut́ıvel.

Primeiramente, como vimos no Seção 2, se

V = V̂1 ⊕ · · · ⊕ V̂k,

então glσ(V ) ≈ glσ(V̂1)⊕ · · · ⊕ glσ(V̂k).
Logo é suficiente, para descrever glσ(V ), o

caso onde V consiste de um único espaço σ-
isot́ıpico, pois se descrevermos glσ(V̂i), com
i = 1, · · · , k, bastar tomarmos ⊕k

i=1glσ(V̂i) para
descrevermos glσ(V ).

O seguinte teorema classificará os sistemas li-
neares reverśıveis e equivariantes para dada uma
representação qualquer de G, e este segue direta-
mente do Teorema 2.

Teorema 3 Seja V, ρ) uma representação de um
grupo G. Considere (U, τ) uma representação ir-
redut́ıvel de G, obtida pela Decomposição Isot́ıpica
de V e (W,π) a representação obtida pela soma di-
reta das cópias de (U, τ). Tome V = V̂ρ = W⊕Wσ.

1) Se (U, τ) não é σ-auto dual e é do tipo IK
então existe uma base para V tal que uma função
L : V −→ V é σ-reverśıvel se, e somente se, L age
como uma matriz da forma

L =




a11I · · · a1nI

0
... · · · ...

am1I · · · amnI
b11I · · · b1mI

... · · · ... 0
bn1I · · · bnmI




,

onde aij , bij ∈ IK, m e n são as multiplicidades das
representações irredut́ıveis (U, τ) e (U, τσ) em V , e
I é uma matriz identidade com a mesma dimensão
de W .

2) Se (U, τ) é σ-auto dual e é do tipo IK então
existe uma base para V tal que uma função
L : V −→ V é σ-reverśıvel se, e somente se, L
age como uma matriz da forma

L =




a11T · · · a1mT
... · · · ...

am1T · · · ammT


 ,

onde aij ∈ IK, m é a multiplicidade de (U, τ) sobre
V , e T é a matriz de uma função σ-reverśıvel fixada
de U em U como descrita na Tabela 1.

Portanto pelo Teorema 3, conclúımos que para
qualquer representação de G podemos classificar os
sistemas lineares reverśıveis e equivariantes como

glσ(V ) ≈
{

lmn (IK)⊕ lnm(IK) se (W,ρ) � (W,ρσ)
gl(m; IK) se (W,ρ) ≈ (W,ρσ) .
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[2] Bröcker, T. e Dieck, T., “Representations
of Compact Lie Groups”, Graduate Texts in
Mathematics, vol. 98, Springer-Verlag, New
York, 1985.

[3] Golubitsky, M. e Schaeffer, D. G., “Singular-
ities and Groups in Bifurcation Theory”, Ap-
plied Mathematical Sciences, Springer-Verlag,
New York, 1985.
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Matemática, Impa, Poços de Caldas, 1973.

[5] Lamb, J. S. W. e Roberts, M., Reversible
Equivariant Linear Systems, Journal of Diff.
Equations, 159, 239-279, 1999.

[6] San Martin, L. A. B., “Álgebras de Lie”, Uni-
camp, Campinas, 1999.

[7] Serre, J. P., Linear Representations of Finite
Groups, Graduate Texts in Mathematics, vol.
42, Springer-Verlag, New York, 1977.

[8] Warner, F. W., “Foundations of Differentiable
Manifolds and Lie Groups”, Springer-Verlag,
New York, 1983.


