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Neste trabalho, inicialmente sao obtidas diversas
propriedades assintéticas importantes para solucoes
u(+,t) da equagao linear do calor da forma

us = div(AVu), x€R", t>0 (1)
onde A € R™*™ é uma matriz constante simétrica e
positiva definida, correspondentes a estados iniciais

p-somayveis, i.e.,

up € LP(R™), (2)

onde 1 < p < oco. A equagdo (1) é suficien-
temente simples de modo a permitir uma repre-
sentacao explicita para a solugao, dada por

W / e~ H XY AT XYy () dy
I8 2 n

u(x,0) = up(x),

u(x,t) =

onde A é a média geométrica dos autovalores da
matriz A, i.e.,

A=(AAs A7, (3)

onde Spec A = {A1, Aa, ..., A, }. Para estados inici-
ais u(-,0) € LP(R™), a condigdo inicial (2) deve ser
entendida da forma

em LP(R") ao t— 0%,

u(-,t) — ug (4)
isto é,

(5)

onde || - ||z»r~» denota a norma do espago LP(R"),
ie.,

[u(-;t) —uollLr(rny — 0 ao t—0",

ol = ([ o) we ). o

Verificamos que, para wuy € LP(R™), wu(-,t)
dada acima satisfaz (5), tendo-se ademais u(-,t) €
C°([0, +00[, LP(R™)), ou seja, u(-,t) € LP(R™) para
cada t > 0 e, para cada t, > 0,

[ul-t) = (7)

Ademais, mostramos que existe apenas uma solucao
(cldssica) para o problema (1), (2) no espaco

u(, )| Le(rry = 0 a0t —t..
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CO([0, +oo[, LP(R™)). Esta e outras propriedades
bésicas das solugoes de (1), (2) sdo discutidas. Por
exemplo, verificamos que ||u(-,t)||»(gn) decresce
monotonicamente em ¢, i.e.,

Vit>0. (8)

Além disto, tem-se a propriedade da monotonici-
dade,

[us Ol ey < llul )l Lo (rm)

u(+,0) <wv(-,0) = u(-,t) <wv(-,t) Vi>0 (9)
onde
1 1 —1
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ul ) = Gy /Rne ’ uoly)dy
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denotam as solugoes de (1), correspondentes a esta-
dos iniciais u(-,0),v(-,0) € LP(R™) dados.
Sendo u(-,0) € L*(R™), a massa de u(-,t), isto é,
a quantidade m dada por
m= u(x, t)dx (10)
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é invariante no tempo, ou seja,

/n u(x,t)dx = /n u(x,0)dx Vit>0, (11)

e ela desempenha papel importante na descrigao do
comportamento de u(-,t) ao ¢ — 4o00. Para isso,
estabelecemos vérias taxas de decaimento (ao t —
+00) de u(-,t), como e.g.

n

lu(, )|l (rny < Cllu(-,0)||Lr(rm) t=3G-7),

para todo t > 0, p < r < 00, onde C = C(r,p, A\, n)
é uma constante que depende apenas de r,p, A\, n,
onde A é dado em (3) acima. Analogamente,
D*u(-,t) decai em L"(R"™) para cada £ > 1, tendo-se

_n(l_1)_¢
| Dl ) (rey < Collul, 0oyt~ 2 G7)75,



para todo t > 0, p < r < oo, onde Cy =
C(¢,r,p,\,n) denota uma constante que depende
de 4,7, p, \,n.

Além disso, detalhamos certos resultados de [2],
computando os limites

lim ¢ G u(, )| e ),

t——+o0

(12)

para cada p < r < oo, onde u(-,t) é solugao de (1),
(2). No caso p = 1, temos

[u( D)L (gmy — ml

onde m é a massa de u(-,t), dadas em (10), (11)
acima. Ainda neste caso, para r = oo resulta

; jm|
t3 |-, t)|| poo(mny) — ————
JuC Oll= i) = 752

onde X é dado em (3), enquanto, para 1 < r < oo,

tem-se
ml_ (4mA\F
(4rA)z \ r ’

Em seguida, estendemos os resultados anteri-
ores a equacoes de adveccao-difusdo mais gerais, da
forma

n(_1
12 T)Hu(.’t)HLr(Rn) _

ug + div f(u) = div(A(w)Vu), xe R  (13)
e para todo t > 0, considerando estados iniciais
limitados e p-somaveis,

u(+,0) € LP(R™) N L*™°(R"), (14)
onde 1 < p < 2. Na equacdo (13), div f(u) é
o divergente da funcao fluxo f(u) com respeito &
varidvel espacial x = (x1,...,2,), i.e., div f(u) =
0x1 f1(u(x,t)) + ... + 0xn frn(u(x,t)), Vu é o gra-
diente espacial de u(x,t), e A(u) denota uma ma-
triz positiva definida de ordem n descrevendo a dis-
sipagao de viscosidade no sistema, com

(€, A(u)€) > plgl* vEe R (15)

para alguma constante p > 0 e todo u envolvido,
onde (-,-) denota o produto interno em R", i.e.,

(& m) = Zfﬂ?i (16)
i=1

se £ = (glv”wgn)v n= (7717”'»7771)’ com &, m; € R
para todo i; escrevemos também & - i) para (€,m).
As fungoes A, f sdo dadas, suaves.

Seguindo [1], [3], [4] e [5] descrevemos as taxas de
decaimento de u(-,t) e suas derivadas. Os resulta-
dos no caso de 1 — D, isto é, para u(-,t) dada pela
equacao
reER, t>0

ur + f(w)e = (a(w)us)e, (17)

u(x,0) = up(x) wog € LP(R) N L=(R), (18)

sao derivados em detalhe, a partir de desigual-
dades de energia. Utilizamos estas estimativas,
em seguida, para mostrar que, no caso p = 1,
as solugoes de (17), (18) sdo bem aproximadas ao
t — +o00 pelas solugoes v(+, t) da equagao

v+ f (0)vg + £ (0)vvy = a(0)vge (19)

v(x,0) = up(z), (20)

dita Equagao de Burgers, tendo-se
l(l_i)
207 lu(,t) —v(-, )| Lrr) — 0 aot — +oo (21)

para cada 1 < r < oo, uniformemente em r. Este
resultado fornece vérias propriedades importantes
das solugoes de (17), (18), que s@o discutidas. No
caso 1 < p < 2, os resultados sao mais faceis de
serem descritos: tem-se simplesmente

B a1y — 0 a0t — 4o (22)

para cada p < r < 0o, uniformemente em 7.

Finalmente, mostremos que, para n > 2 di-
mensoes, as solugoes de (13), (14), sdo bem aprox-
imadas, no caso p = 1, pelas solugoes v(-,t) da
equagcao linear do calor

v + £ (0)Vo = div(A(0) Vo) (23)
v(x,0) = u(x,0), (24)

tendo-se neste caso
Ol ) = o, Oy =0 (25)

ao t — 400, para cada 1 < r < 0o, uniformemente
em 7. Este resultado é utilizado para a obtencao de
propriedades interessantes do problema (13), (14).
Quando 1 < p < 2, obtemos novamente o resultado
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lu(-, )| r(rny — O (26)

ao t — 400, para cada p < r < oo, uniformemente
em r. Varias outras propriedades de interesse sao
também discutidas.
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