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No estudo e desenvolvimento de métodos
numéricos aplicados a previsao numérica de tempo,
modelos simplificados sao muito teis, dada a com-
plexidade de analises, testes e implementagao de
modelos realisticos. Neste sentido aparecem na li-
teratura de meteorologia alguns modelos unidimen-
sionais de dguas rasas com rotacao e orografia que
sao utilizados para estudo tedrico e testes numéricos
de discretizagoes e suas variantes. Neste trabalho
vamos mostrar dois desses modelos unidimension-
ais e propor uma variacao que aumenta o nivel de
complexidade mantendo ainda as vantagens de tra-
balhar em apenas uma dimensao espacial. A ca-
racteristica principal desta nova versao é fornecer
condigoes adequadas para poder observar os efeitos
dos termos nao lineares na solugao numérica.

1 O modelo de aguas rasas

Vamos inicialmente mostrar um pouco da origem do
modelo bidimensional de dguas rasas e como che-
gamos a partir dele a um modelo unidimensional
que ainda inclua o efeito geofisico de rotagao e do
forcante orografico, ou seja, o relevo montanhoso.

Vejamos abaixo o conhecido ([5]) modelo de dguas
rasas em duas dimensoes:

up +uug +vuy — fo+ o+ = 0, (1)
vy +uvy +vvy + fu+ ¢y + (bf = 0, (2
¢ + (¢U)r + (¢v)y = 0, (3)

onde (u,v) é o vetor velocidade horizontal, f =
2Q senB é a forca de Coriolis (6 é a latitude e Q
é a velocidade de rotagao da terra), ¢ é o geopoten-
cial da superficie livre subtraido do geopotencial da
superficie da terra, ¢°.

As duas primeiras equagdes acima, (1) e (2), séo
resultantes de simplificagoes feitas a partir da lei de
conservagao de momento,

ou 1 -
G Vit 2xd+ -Vprgh=F (4)
ot p

onde @ = (u,v,w)T é o vetor velocidade, u =

u(x,t),v = v(x,t) sdo as componentes horizontais
e w = w(x,t) a componente vertical, x = (x,y, 2)
é a coordenada espacial, Q = 7,292 x 107° rad

571 é a velocidade angular da Terra, p = p(x,t) é

a densidade do ar, g é a aceleragao da gravidade, k
é o vetor unitario na diregao vertical, F' representa
as forcas viscosas causadas pela fric¢do interna e
p = p(x,t) é a pressao do ar.

A terceira equagdo, (3), é a equagdo de con-
tinuidade obtida a partir da lei de conservacao de
massa:

%-I—V-(pa’):O. (5)

As simplificacoes feitas foram que a pressdo na
vertical é a pressao hidrostatica e que a componente
da velocidade vertical w é desprezivel. Em modelos
de média escala essas simplificagoes ja sdo razodveis
e mais ainda em um modelo de larga escala onde a
razao entre as dimensoes horizontais e a vertical é
mais acentuada.

Vamos supor solugdes u,v,¢ do sistema (1-3),
que dependam sémente de uma varidvel horizontal,
por exemplo de z, e do tempo t. Portanto pro-
curemos solucoes do tipo u = u(z,t),v = v(x,t) e
¢ = ¢(.’E, t)'

Assim o sistema (1-3) fica reduzido a:

Wt uug — fo+ dp + ¢F =
Ut—l-uvx—kfu—!-gbj =

(6)
(7)
®)

o o o

Observe que apesar de mantermos a componente
da velocidade v na direcao de y, estamos supondo
que ela dependa espacialmente sémente da varidvel
x. Veja que o geopotencial da superficie do fundo,
dado por ¢°, é permitido variar na direcio y. Este
é o prot6tipo do modelo unidimensional (1D) das
versoes que mostraremos nas Secoes 2.2 e 3. So-
mente no primeiro modelo (Sec¢ao 2.1) a funcdo ¢
dependerd também da varidvel y de maneira espe-
cial.

Outra simplificacdo que sera feita é em relagao
ao termo f associado a forca de Coriolis. Neste tra-
balho veremos somente modelos em que f é cons-
tante, o que significaria fisicamente que estamos
calculando solugoes proximas a uma determinada
latitude. Neste caso, com f constante, temos o
chamado plano f. Vale mencionar que existem
modelos 1D que consideram f variavel da forma
f = fo + By, chamado de plano 3. Pretendemos
considerar este caso em um préximo trabalho.



Com essas simplificagbes iniciais (outras serao
feitas ainda) estamos nos afastando da fisica do
modelo original, mas observe que uma das carac-
teristicas comuns a esses modelos 1D é a existéncia
dos dois principais tipos de ondas observados na at-
mosfera, as de gravidade e as meteoroldgicas, com
velocidades proximas das ondas reais.

2 Modelos lineares 1D

Vejamos alguns modelos que apareceram em artigos
de meteorologia derivados do sistema (1-3), e do
(6-8).

2.1 Kurihara

Em [2] o autor considera ¢g constante, ou seja, o
fundo plano e lineariza o sistema (1-3) em torno da

solugao

(u07v07¢0) = (Uu07gH(y)) (9)
onde U é uma constante representando a compo-
nente de velocidade na direcao = e H(y) é tal que

goH

foy

Substitui a solugdo (u,v,¢) pelas suas correspon-
dentes perturbagoes em torno do estado (9):

(10)

U+ (11)
v o= v (12)
o = gH@)+d'. (13)
Considera entao que as perturbagoes u’, v’ e ¢’ de-
pendam somente de uma dimensao espacial, x, e

substitui (11-13) em (1-3) obtendo o seguinte sis-
tema (omitindo os ’ das perturbagoes):

u =

Ut—f—U’U/z = fv_¢$7 (14)
v + U'Um = _fua (15)
¢ +U¢pr = fUv—gHuyg, (16)

onde H = H(yo) é a altura da superficie livre para
um valor fixo de y. Com este procedimento o au-
tor obtem um sistema linear unidimensional, lin-
earizado em torno de uma solugao com velocidade
constante U nao nula. Observe que a forma artifi-
cial imposta sobre a funcao ¢ foi necessaria para sat-
isfazer a equagao (2). Isto corresponde ao chamado
balango geostréfico que um estado bésico deve sa-
tisfazer.

Em seguida apresenta solucoes do sistema acima,
(14-16), na forma:

o = D dilz—c), (19)

onde .
W= s @
oi = Siexp(iv(x —¢t)), (22)

onde v = 27/L é o comprimento de onda, ¢;(i =
1,2,3) sdo as trés velocidades de fase e S; sdo as
amplitudes das trés ondas. Mostra entao que

cg = U (23)
co = U++/gH (24)
cs = U—\/gH (25)

obtendo assim os trés principais tipos de ondas es-
perados: uma meteoroldgica e duas de gravidade.

A seguir analisa as caracteristicas de vérios
métodos de discretizacao da seguinte equagao
simbdlica derivada do sistema (14-16):

— =F+F 26
ot 1+ I, (26)
onde
P = —Uh, (27)
F, = lado direito de (14-16). (28)

Por fim utiliza o modelo unidimensional (14-16)
para realizar testes numéricos. Aplica esquemas de
diferengas de discretizagdo temporal para (26) com-
parando com a solugao (17-19).

2.2 Outro modelo linear

Apresentamos agora um modelo linear utilizado por
vérios autores ([3], [4], [6] e [1]). Neste caso a fungao
que descreve a orografia possui uma declividade na
diregao de y (Fig. 1), da seguinte forma:

gbs(l',y,t) = _ngy+¢S(w)' (29)

Figura 1: perfil de ¢° no sentido de —y

Com isso obtem-se o balango geostréfico da
equagao (7). Assim o sistema (6-8) linearizado se
reduz a:

ut"‘qu_fv'i_(bz""(bg = 07 (
v +Uve + fu = 0, (
Qst + U¢a¢ + ¢Oux = 0. (

W W W
N = O
— = =



onde ¢y é um valor referencial fixo para ¢ e as
fungbes u, v e ¢ representam agora as perturbagoes
em torno do estado (U, 0, ¢g). Na Figura 2 podemos
ver um perfil deste estado na diregao y. Observe que
este sistema, (30-32), é algo mais simples que o da
Secao 2.1 anterior.

Em [6] os autores usam este sistema para mostrar
a possibilidade de existéncia de resonancias em-
bora nao acontecam no caso da atmosfera. Veri-
ficam que podem efetivamente ocorrer resonancias
puramente numéricas quando aplicado o método
semi-Lagrangeano combinado com o semi-implicito.
Propdem entao resolver este problema através de
descentralizagoes de alguns termos discretizados.
Embora tenham utilizado o modelo 1D para a
analise tedrica, para testes numéricos usam o mo-
delo bidimensional de dguas rasas na esfera. Em [1]
0s autores prosseguem o tema acima estudando uma
familia de discretizagoes e analisando-as quanto a
precisao.

No artigo [4] os autores usam os mesmos sistema
(30-32) e argumentos que em [6] e fazem alguns
testes numéricos com este modelo 1D para quan-
tificar a intensidade das resonancias. Em [3] os au-
tores analisam a aplicacao da descentralizagao men-
cionada acima apenas na equacao de continuidade,
incluindo na andlise a interpolacao, que é usada na
aplicagao do método semi-Lagrangeano.

3 Versao nao linear

Propomos uma nova variacao do modelo de aguas
rasas em uma dimensao que é nao linear, inclui um
forgante da orografia e satisfaz o balango geostréfico
na equagcao (7). Conseguimos obter todas estas ca-
racteristicas em um modelo ainda tao simplificado
fazendo uma extensdo do perfil do fundo (29) uti-
lizado na segdo anterior (2.2), da seguinte forma:

¢%(z,y) = —fUc(2)y + ¢%(2) (33)

onde U.(z) é uma funcdo especial que descrevere-
mos mais adiante.

Com esta nova forma da orografia o sistema (1-3)
fica:

Up + WUy + VUy — fU+ Py

—fUy+¢3 = 0, (34
v+ uwvg +vvy + fu— fU. = 0, (35)
dr + (pu)e + (¢v)y = 0,  (36)

Vamos desprezar o termo —fUy da equagao (34)
afim de simplificar o sistema acima. Podemos con-
siderar, por exemplo, que estamos analisando a res-
posta do sistema em uma regiao muito préxima do
eixo y = 0. Supondo agora solugbes (u, v, ®) que
dependam somente das varidveis x e t chegamos ao
seguinte sistema que é o modelo desejado:

U+ uug — fov+ ¢y + 5 = 0, (37
v +uvg + folu—U.) = 0, (38)
¢+ (pu). = 0.  (39)

Vamos procurar uma funcao U.(z) de forma que
o sistema acima tenha uma solugao estaciondria.
Para isso escolhemos esta fungao como uma solugao
do seguinte sistemas:

wug + ¢r + ¢S5 = 0, (40)
(pu)e = O. (41)
com as condigoes de fronteira
u(0) =u(L) =T, (42)
¢(0) = ¢(L) = gHo, (43)

parax € [0, L], onde L é o comprimento do dominio,
U e Hy sao a velocidade e a profundidade respec-
tivamente no ponto x = 0 e x = L da fronteira.
Considere que ¢° é nao nula apenas em uma regiio
central do intervalo [0, L].

Vamos agora procurar uma solucao do sistema

(40-43),
(Ue(@), pe(2)). (44)
em forma fechada. Integrando as equagoes (40) e
(41) e impondo as condigoes (42) e (43), obtemos
w2+ ¢+ 67 (45)
o = (46)

Substituindo w da equagdo (46) na equacdo (45)
obtemos a seguinte equagao algébrica do terceiro
grau para cada valor de z:

¢* () — (B — ¢°(2))¢?(x) + F*/2 =0,

onde

U?/2 + gH,,
gH()U

(47)

E=U?/2+gH,, F =gHyU, (48)

sao constantes para cada U e Hy fixos; serd util
definir a seguinte constante:

B = F?)2. (49)

Para F — ¢%(z) > 3/2F?%% a equacdo (47) pos-
sui duas solugoes fisicas, isto é, com geopotencial
positivo; considerando que gHy > U?, ou seja, a
velocidade do fluido é subcritica, temos uma tnica
solugao de (47). Esta solugdo pode ser dada explici-
tamente pela seguinte expressao’:

Ca(z) | 25a(x)? | d(x)s
Pe(z) = 5t 3a@)? 3@l (50)
Ue(@) = F/¢e(x). (51)
onde
a(z E — ¢S(x), (52)
d(z) = 2a(z)®-27B (53)

+3V3\/—4 Ba(z)3 + 27 B2.

1Obs: as raizes cibicas na expressio sio as rafzes com-
plexas de menor argumento.
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Figura 2: perfil da superficie livre, ¢+ ¢°, para alguns
valores de U no caso de uma montanha isolada.

A Figura 2 ilustra algumas dessas solugoes para va-
lores diferentes da constante U. Podemos ver que
quanto maior a velocidade maior a depressao so-
bre a montanha. Observe que com esta escolha da
fungéo U, (z),

(u,v,0) = (Ue(2),0, pe(2)),

é uma solucdo estaciondria do sistema (37-39).
Caso a orografia seja plana na direcao de x recaire-
mos no caso visto na secao anterior 2.2, ou seja, no
sistema (30-32).

(54)

4 Conclusoes

Assim obtivemos um sistema 1D nao linear com
carateristicas importantes sob o ponto de vista da
realizagao de experimentos numéricos:

e Possui uma solugao estacionaria com a compo-
nente da velocidade diferente de zero na pre-
senca do forgante orografico;

e podemos determinar esta solugdo em forma
fechada e estamos livres para especificar qual a
forma do perfil orografico do fundo;

e se especificarmos uma funcdo do perfil
orografico nao nula em uma regiao interna do
dominio, como uma montanha isolada, teremos
uma solugao periddica.

Com as caracteristicas descritas acima podere-
mos evitar os erros numéricos mais comuns que
aparecem em modelos com propagacao de ondas e
que seriam acumulados com aqueles que estariamos
interessados em analisar: teremos dados iniciais
precisos para dar inicio nas rotinas computacionais
e solugoes periddicas que evitariam os erros deriva-
dos do tratamento da fronteira. A periodicidade
das solugoes também permitird o uso de métodos
espectrais que utilizam a transformada de Fourier.

Portanto entendemos que a versao proposta neste
trabalho podera contribuir para o estudo compa-
rativo de esquemas numéricos e suas variantes em
especial quando aplicados a modelos de previsao de
tempo.
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