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1 Introducao

Na determinacao da intersecdo de duas superficies
por métodos numéricos é comum a ocorréncia de
pontos sigulares. A andlise do comportamento
destes pontos pode ser importante na determinagao
da direcao de caminhada em pontos de bifurcagoes
ou cuspidais. O uso da teoria de singularidades per-
mite classificar tais pontos e analisar o comporta-
mento da curva em torno destes. Tal classificacao
é em geral complexa, envolvendo a compreensao de
conceitos elaborados. Apresenta-se neste artigo um
algoritmo para a classificagao de singularidades co-
nhecidas como do tipo Ay, k < 5, de curvas planas
algébricas, baseado somente nos coeficientes poli-
nomiais da forma diagonalizada da curva dada na
forma implicita. Para as singularidades do tipo Ag,
k > 5, Dy e Ey, deve-se usar o software SINGULAR
para fazer a classificagdo de pontos singulares.

O problema de classificagao de singularidades de
curvas planas dadas na forma implicita, f(x,y) =0,
pode ser assim descrito:

Dado um ponto singular P = (zo,y0) (i.e,
f(zo,y0) = fu(zo,0) = fy(zo,y0) = 0), procu-
ramos determinar se existe um difeomorfismo ¢ :
(R?, P) — (R2, P) tal que f possa ser reduzida a
uma forma normal f o ¢ que descreva o comporta-
mento da curva na vizinhanca de P. Se o deter-
minante da matriz hessiana H(f(P)) de f em P
for nao nulo, tem-se uma singularidade nao degene-
rada (do tipo Morse). Se H(f(P)) tem co-posto
1, teremos as singularidades de tipo Ay (de codi-
mensdo k) que possuem forma normal 2% — yk+1 =
0. Para k = 2,3,4, e 5 teremos singularidades
que sao conhecidas como cuspide simples, tacnéide,
cuspide de Ramphoid e oscndide, respectivamente.
Se a hessiana for nula, a singularidade é de ordem
> 3. Neste artigo, trata-se somente do tipo de sin-
gularidade Ay.

A classificacao de singularidades é também ana-
lisada em termos da codimensao de sub-espagos
construidos a partir do ideal jacobiano [5]. Proce-
dimentos derivados desta andlise envolvem, no en-
tanto, a compreensdo de muitos conceitos. Em [8],

encontra-se um algoritmo simples de ser imple-
mentado computacionalmente, conforme mostra
a Figura 1. Nesta tabela, a notacdo [fizz

d® f(¥,7,7) corresponde & derivada na direcio do
autovetor v associado ao autovalor A = 0 da ma-
triz hessiana d?f quando det(d®f) = 0 e ¢ =
Sfovvofee — 3 gﬁm. Observe que a classificacao vai
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Figura 1: Reconhecimento de singularidades de
codimensao < 3.

Na secao 2, mostra-se os difeomorfismos locais
que propomos para computar sistematicamente a
forma normal 2% +4**! de uma funcdo f. Com isso,
foi possivel derivar as condigoes para as singulari-
dades do tipo Ay, kK = 2,3,4,5, em termos dos coe-
ficientes da forma diagonalizada de f. Na segao 3,
apresenta-se uma breve nocao sobre intersecao de
superficies. Na secao 4, aplica-se os resultados no
problema de interse¢ao. Finalmente, algumas con-
sideracoes sao ponderadas na segao 6.

2 Um novo algoritmo de clas-
sificagao

Dado um ponto P = f(z0,y0), condigdes
necessarias, em termos dos coeficientes de f, para

=0 codim >4



que P seja um ponto singular do tipo Ap com
2 < k < b5 sao apresentadas nesta secao. Para
isso, desenvolve-se uma sistemdatica de construgao
do difeomorfismo local de f em P.

No procedimento, considera-se que f esteja com
forma quadratica diagonalizada, isto é, f(z,y) =
box? 4 b33 + byxy + bsxy? + bgy® + .... Para uma
curva dada na forma implicita f(z,y) = 0, com f
suave, isto requer adicionalmente duas etapas: (1)
a determinacao do polinomio de Taylor até a or-
dem desejada e (2) a diagonalizacdo da sua matriz
hessiana.

Fazendo f = hg, aplica-se sobre a funcao h;_o o
difeomorfismo ¢;, com j = 2,3,4,...,k

)
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onde a; sao os j+1 primeiros coeficientes dos termos
de grau j + 1 de h;_o(x,y), para obter hj_1. E,
assim sucessivamente, até chegar na forma normal.
Isto é, hl = ho o (;52, h2 = h1 (@) (;53, hg = hg @) (;54,...,
hi, = hg—1 0 ¢pq1.

Como a matriz Jacobiana de ¢ é

¢j((z, w), y(z,w)) = <Z ~ 20, -

L+gi(z,y) g2(z,9)

0 1 ’
onde g7 e g9 sao fungdes polinomiais de grau k — 1,
conclui-se que elas se anulam na origem. Portanto,
a matriz Jg, nao é singular e, de acordo com o Teo-
rema da Funcgao Inversa, ¢ é um difeomorfismo
local.

J¢k =

2.1 Singularidade tipo A,

Em [5], usou-se o difeomorfismo ¢ para encontrar
as condicdes para a forma normal 224y>. Ao aplicar

1
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Como a hessiana tem co-posto igual a 1 (by # 0),
a condicao necessaria para termos uma forma nor-
mal z2 + y3, e portanto, uma singularidade do tipo
As (cuspide simples), é que o termo bg seja diferente
de zero. Caso contrario, tem-se uma singularidade
A com k > 3, cujas condi¢oes sao derivadas nas
préximas subsegoes.

2.2 Singularidade tipo Aj;

Para derivar as condigoes necessarias de uma singu-
laridade do tipo A3, deve- se aplicar o difeomorfismo
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Portanto, se 4bgbyy — b2 # 0, tem-se a singula-
ridade do tipo As (tacnéide); do contrario, tem-se
Ay k> 4.

2.3 Singularidades tipo A, e A;

Com a utilizagdo da fungdo Expand][ ] do software
Mathematica obtivemos as novas condicoes para
as singularidades do tipo A4 (cuspide de Ramphoid)
e As (oscnéide) seguindo o mesmo procedimento
descrito nas segoes anteriores.

Para obter as condicoes necessarias de uma sin-
gularidade do tipo A4 aplicou-se o difeomorfismo
¢4(z,w) em ho(x,y) obtendo hs(z,w) = (hg o
o¢4)(z,y). Com isso, chegamos & condi¢ao adi-
cional, além de by # 0 e bg = 4bob1; — b2 = 0:
4b2b17 — 2bgbsbig + bab?Z # 0.

Da mesma forma, obtem-se as condigoes
necessarias para ter a singularidade do tipo As,
aplicando-se o difeomorfismo ¢5(z,y) em hy(z, w):
bo # 0, bg = 4bgb11 — b2 = 4b3b17 — 2bobsb1g + bab? =
0 e 8bgbay — 26303, — 4b3bsb1g + 4bobabsbig — 20362 —
bsb3 + 2bob2by # 0.

2.4 Algoritmo

Sintetizando, dada uma fungao f(z,y) apz? +
a1ry + a2y2 + a3x3 + a4x2y + ag,xy2 + a6y3 + a7x4 +



-+ =0, pode-se classificar a singularidade do ponto
P = £(0,0), verificando apenas os coeficientes b; da
sua forma diagonalizada (h(z,w) = bgz? + b3z> +
baz?w + bszw? + bew® + brz* + bgz3w + bez?w? +
brozw3+b1 w4b122° +b1g 2 w—+bra 2w +b15 22w +
bigzw* 4+ b17wd + - - + bogw® + -+ = 0), se ela tiver
co-posto igual a 1:

Algoritmo 1 Classificacdo A < 5.
Se det(Hy) # 0 entdo Ajg;
senao
se (Hy # 0) entdo obtenha a forma diagonalizada h(z, w)
se (b # 0) entdo A-
caso contrario
se (4bgbi1 — b2 #0) entdo As
caso contrario
se (4b8b17 — 2bgbsbio + b4b§ #0) entdo Ay
caso contrario
se (8b3b2a — 2b3b% ) — 4b3bsb16 + 4bobabsbio — 2b3b% —
bgbg + 2b0bgb9 #* 0) entdao As
caso contrario Ax com k > 6
caso contrario ordem > 3.

3 Intersecao de Superficies

Nas ultimas décadas, o problema do calculo de
intersecao de superficies tem sido extensivamente
pesquisado por varios especialistas da area de Mo-
delagem Geométrica. A intersecao de superficies
pode ser dos tipos:

1. Paramétrica x Paramétrica

Se as duas superficies forem definidas por
parametrizagdes F'(u,v) = (f1(u,v), fa(u,v),
f3(u,v)) e G(p,q) = (91(p, ), 92(p, 0), 93(p. 0)),
entdao os pontos da curva intersecao sao
definidos pelas solugoes do sistema (em geral
nao-linear) com 3 equagoes e 4 varidveis:

fi(u,v) —g1(p,q) =
fa(u,v) — g2(p,q) =0
f3(u,v) — g3(p,q) =

—~
—_
~—

submetidas as restrigbes: Umin < u <
UmazsVmin < U < Umaz,Pmin < D <
Pmaxy dmin S q S dmaz-

2. Implicita x Implicita
Se as duas superficies forem implicitas

f(z,y,2) =0 e g(x,y,z) = 0, entdo os pontos

da intersecao sao definidos pelas solugoes do

sistema (em geral ndo-linear) com 2 equagoes
e 3 varidveis:

fla,y,2)=0

2

{ 9(z,y,2) =0 ®

3. Paramétrica x Implicita

Se uma superficie for paramétrica F'(u,v) =
(f1(u,v), fa(u,v), f3(u,v)) e a outra implicita

g(x,y,z) =0, entado os pontos da intersegao sao
definidos pelas solugbes do sistema (em geral
nao-linear) com 1 equagdo e 2 varidveis:

r(“? ’U) = g(fl(ua U)) f2(u7v)7 f3(ua U)) =0
(3)

submetidas as restrigoes: Umin < u <

Umazs Vmin <V < Umag-

Cada um dos sistemas (1), (2) e (3) pode nao ter
solugao, ter uma unica solugao ou uma infinidade
de solugoes, dependendo das superficies nao se in-
tersectarem, serem tangentes em um unico ponto
ou se intersectarem segundo uma curva ou segundo
um trecho de superficie. Neste trabalho, o interesse
estd na intersecao quando ela é uma curva.

3.1 Singularidades

E desejavel que seja possivel tracar maximamente
uma curva de intersecao a partir de um ponto ini-
cial, isto é, se for uma curva aberta, significa ca-

minhar de um ponto inicial até atingir o bordo
do dominio paramétrico (quando estamos olhando
a curva no dominio paramétrico), se for curva
fechada, significa caminhar de um ponto inicial até
o retornar a este ponto novamente. Nos capitulos
anteriores, apresentou-se a técnica de caminhada
que estima a partir dos pontos tragados, o proximo
ponto, considerando que haja continuidade do ve-
tor tangente. Esta suposicao nao se aplica, entre-
tanto, para alguns pontos singulares, como ilustra a
Figura ??7. Uma solugao para o caso particular da
cuspide simples é inverter a direcao do vetor tan-
gente e a do vetor normal. Ha porém, casos como o
de cuspide de “Ramphoid”, em que nao se sabe qual
é o procedimento que se deve tomar (Figura ?7.a).

Figura 2: (a) Cuspide
“Ramphoid”

Figura 3: (b) Cuspide
Simples

Existem ainda situagoes em que mesmo tendo
continuidade no vetor tangente, deve-se verificar se
o ponto é um tacndide (os ramos ndo se cruzam)
ou oscndide (os ramos se cruzam), para obter um
tragado topologicamente correto (Figura 4). Se isto
nao for feito e a curva for como a da Figura 4, pode-
se tracar somente o circulo de fora ou o circulo de



dentro, levando a obter uma curva topologicamente
incorreta.

Figura 4: Oscnoide.

Aparentemente, hd uma grande diversidade na
forma como uma curva se auto-interseciona num
ponto.  Felizmente, resultados decorrentes das
pesquisas na area de teoria de singularidades, in-
dicam que somente um ntumero finito de comporta-
mentos podem ocorrer para uma especifica ordem
de contato.

O objetivo é reconhecer as singularidades pro-
duzidas pela intersecao de duas superficies regu-
lares, dadas pelas formas paramétricas F(u,v) e
G(p, q), para predizer o traco da intersecéo e garan-
tir uma caminhada topologicamente correta.

As singularidades correspondem a pontos onde o
vetor tangente nao esta definido, isto é, quando os
vetores normais de ambas as superficies sao parale-
los. Assim, os pontos singulares na curva intersecao
sao as solugoes de

{ F(u,v) = G(s,w) .
(Fu(u,v) X Fy(u,v)) X (Gs(s,w) X Gu(s,w)) =0.

A curva de intersecao pode se auto intersecionar
nestes pontos com uma certa ordem de contato (or-
dem da singularidade).

Para utilizar as ferramentas providas pela teoria
de singularidades no reconhecimento de singulari-
dades foi necessario desenvolver:

1. um procedimento para determinar os pontos
singulares e

2. uma técnica para representar a vizinhanga
deste ponto singular através de uma curva
algébrica plana.

3.2 Determinacao da curva algébrica
aproximada
Nesta se¢ao, mostra-se que é possivel aproximar, no

ponto singular, a intersecdo de duas superficies re-
gulares por uma curva algébrica. O interessante é

que com isso se pode utilizar os recursos de classi-
ficagao de curva algébrica plana, para obter o com-
portamento do ponto singular.

Dadas duas superficies regulares S; e Sy, pode-se
expandi-las usando a férmula de Taylor

F(uv) = Flugw) + dF(ug,vo) + - +
%d"F(uo7 vo) + Rn(x0),

onde d"F(up,v9) = (W& + v'Z)"F(u,v) e
% — 0 com (u,v) — (ug,vp).

Por exemplo, a intersecao das duas superficies
paramétricas regulares (F(u,v) = G(p, q)), pode ser
aproximada implicitamente pela igualdade de seus
polinémios de Taylor de ordem n,

dF(u,v) + %d2F(u, v) + %d?’F(u, v) + %d‘lF(u, v) +
1, 1 1
st —d"F(u,0) = dG(p,q) + 5d°G(pg) + 5d°G(p,q)

1 4 1 m
+Id G(p,q) +---+ Hd G(p, q).

Particularmente, nos pontos singulares os vetores
normais de ambas as superficies sao paralelos (N =
Np = Ng), e além disso, os termos do primeiro
grau dF(u,v) - N = 0, dG(p,q) - N = 0; portanto,
tem-se

2 3 m
dF(u,v).N_’_dF(u,v).N_i_ .._|_d F(u,v).N:
2 3! n!
2 3 m
dGép,q) N4 Gg,q) N4 Gg),q) N

Sabe-se que os planos tangentes de F' e G se co-
incidem no ponto singular, entao pode-se escrever
p' e ¢ como combinacao linear de u’ e v'. Nestes
pontos, o vetor tangente unitério ¢ pode ser repre-
sentado como uma combinacao linear de F), e F,,
oude G e Gy, isto é,

t=4'F, +v'F,=p'G,+qGy, (5)

que sao duas equagoes lineares com quatro varidveis
(u',v',p',q"). Como nestes pontos os vetores nor-
mais das superficies sdo paralelos, temos que as cur-
vaturas normais (kI = k&) sdo iguais

LF(UI)2+2MFUI’U/—|-NF(’U/)2 = LG(pI)Q—I-QMgplq/-i-NG(q/)Z.

(6)

Esta equagao é quadratica em (u',v’,p',¢"). As
Egs.( 5) e ( 6) formam um sistema de quatro
equagoes nao lineares com quatro varidveis. Este
sistema pode ser resolvido por representar p’ e ¢’
em termos de combinacao linear de v’ e v’ da Eq. 5
e

/ ! ! ! ! !
P =anu +apv’ e ¢ =anu +axnv. (7)



Com isso, reduzimos a Eq.( 4) a uma fungdo
implicita f(u',v") = 0. Fazendo a substituigdo
u' =z e v =y tem-se

flz,y) = aox?+arzy+asy® +asrd +agriy+asry’+

agy’ +arz’ +agr’y+agr’y® + arory’ +any'+-- - .

4 Aplicagao no Problema de
Intersecao de Superficies

Um dos métodos numéricos mais utilizados para
determinacao da curva de intersecao de duas su-
perficies regulares (SSI) é o de caminhada [3, 4, 9],
que se baseia em achar um ponto inicial na curva
de intersecao e prosseguir caminhando ao longo da
curva. A diregdo da caminhada é estimada com
base nas propriedades geométricas das superficies.
Podem ocorrer pontos singulares (bifurcagoes ou
cispides) em torno dos quais é necessdrio avaliar
o comportamento da curva para assegurar um per-
curso sem sobreposigoes, a menos nestes pontos. A
simplicidade do algoritmo de classificagao dos pon-
tos do tipo Ay apresentada na secdo 2, nos permi-
tiu integrar num algoritmo de caminhada a iden-
tificagdo, e portanto, o processamento apropriado
destes pontos.

Exemplo 1 : A intersecao de superficies
F(u,v) = (1.2 cos(u)sen(v), 1.6 x sin(u)sen(v), 2 *
cos(v)) e G(p, q) = (0.9cos(p) * sen(q), 1.6 sen(p) *
sen(q),2.5 * cos(q)) tem singularidads que corre-
spondem aos pontos (—1.57,—1.57) e (1.57, —1.57)
no dominio de parametros.

Figura 5: Nodes.

Expandindo ambas as superficies em Taylor no
ponto (—1.57,—1.57), obtém-se a curva algébrica
flz,y) = —1.242% + 1.6y* + g(x,y) , onde g(z,y)
tem grau > 3 com singularidade na origem (0, 0).

Se a? — agaz = 0% — (—1,24) * (1,6) # 0 entdo
Aj(node), conforme ilustra a Figura 5.

Exemplo 2 : A intersecao de superficies
F(u,v) = (u,v,u* + u?0? — 2u?v — w? + v?)
e G(p,q) = (p,q,0) contém um ponto singular em
(u,v) = (p,q) = (0,0) (Figura 6).

Figura 6: Cuspide de Ramphoid .

Expandindo-se em Taylor ambas as superficies no
ponto (0,0), obtém-se a curva algébrica f(z,y) =
y? — 222y — ay® + z* 4+ 22y? com singularidade
também na origem (0,0). Neste caso, by = 1, by =
—2,b5 = —1, b9 = 1, by; = 1 e 0s outros coeficientes
iguais a zero, entdo temos by # 0, bg = a? — agay =
4b0b11 - bg =0e 4b3b17 — 2b0b5b10 + b4b§ 7é 0. Por-
tanto, a singularidade é do tipo A4 , (ctspide de
Ramphoid), conforme mostra a Figura 6.

5 Exemplos usando o software
SINGULAR

Exemplo 3 A intersecio de superficies F(u,v)
(u, v, u*+uv? —2utv—uv?+v?) e G(p, q) = (p,
contém um ponto singular em (u,v) = (p,q) = (
(Figura 6).

)

q
0,

)
)

Expandindo-se em Taylor ambas as superf’icies no
ponto (0,0), obtém-se a curva algébrica f(z,y) =
y? — 22%y — xy? + 2* + 2%y? com singularidade

também na origem (0, 0).

SINGULAR
A Computer Algebra System for Polynomial
Computations

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann
FB Mathematik der Universitaet, D-67653
Kaiserslautern
// ** executing /usr/local/Singular/2-0-5/LIB/
.singularrc
> LIB "classify.lib";
> ring r=0, (x,y), ds;
> poly f= y 2-2%(x"2)*xy-x* (y~2)+x~4+(x"2) *y~2;
> classify(f);
About the singularity :
Milnor number (f)
Corank (f) =1

[}
S



<= 5
A[4]

Determinacy
Guessing type via Milnorcode:

Computing normal form ...
Arnold step number 2

The singularity
y2-2x2y-xy2+x4+x2y2

is R-equivalent to A[4].
Milnor number = 4
modality =0

y2+x5

>

Exemplo 4 A interse¢io de superficies F(u,v) =
(u,v, % +ud + % + 7“;”2 +uv? +vt) e G(p,q) =
(p,q,0) tem uma singularidade em (u,v) = (p,q) =
(0,0) (Figura 4). Expandindo em Taylor obtém-
se a sequinte curva algébrica com singularidade na
origem (0,0)

2 4 2,2
x 3z Tx
fay) =" a4 m?+ 2 L
4 4 2
SINGULAR

A Computer Algebra System for Polynomial
Computations

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann
FB Mathematik der Universitaet, D-67653
Kaiserslautern

// ** executing /usr/local/Singular/2-0-5/LIB/
.singularrc

> LIB "classify.1lib";

> poly f= (x72)/4+x"3+x*y~2+(3*x"4)/4+
(T*x"2xy~2) /2+y~4;

// *x redefining f *x

> classify(£f);

About the singularity :

Milnor number (f) =5
Corank (f) =1
Determinacy <=6

Guessing type via Milnorcode: A[5]

Computing normal form ...
Arnold step number 2
The singularity
1/4x2+x3+xy2+3/4x4+7/2x2y2+y4
is R-equivalent to A[5].
Milnor number = 5
modality =0
y2+x6

6 Conclusoes

Existem diversas tabelas de classificacao cons-
truidas com base na andlise da codimensao de f e
do co-posto da matriz hessiana associada a f. Algu-
mas delas contém, além das singularidades do tipo
Ay, outras singularidades do tipo Dy, com k > 1, e
Ey, com k € {6,7,8}. No entanto, ndo conseguimos
implementéa-la de forma simples sem envolver con-
ceitos nao usuais.

Neste trabalho, apresentamos um procedimento
de classificagao restrito as singularidades do tipo
Aj, com base somente nos coeficientes da forma
diagonalizada de f. Este procedimento foi facil-
mente integrado num algoritmo de intersecao de
superficies, permitindo a determinagao correta do
tragado da curva de intersegao.

Propoe-se ainda uma técnica de construcao de
difeomorfismos locais que nos permitira derivar
condigoes para todos os tipos Ag. S6 ndo obtem-se
resultados para k superior por limitagoes dos recur-
sos computacionais que dispomos.

Para os outros tipos de singularidades, pretende-
se estudar o potencial do Poligono de Newton para
classifica-los.
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