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1 Introducao

O problema de intersecao de superficies pode ser dos
tipos: paramétrica-paramétrica, implicita-implicita
e paramétrica-implicita. Em geral, o que se quer é
obter a curva de intersegao entre as duas superficies.
Para calcular a curva de intersegao com precisao
e eficiéncia, aproximagoes de ordem superior sao
necessarias, isto é, precisa-se obter as propriedades
geométricas da curva de intersecao. Enquanto ge-
ometria diferencial de curvas paramétricas pode ser
encontrada em livros cldssicos, hd pouca literatura
de geometria diferencial de curvas de intersecao.
Willmore em seu livro [2], descreve como obter o
vetor tangente, vetor normal e o vetor binormal da
curva de intersecdo de duas superficies implicitas.
Recentemente, Ye e Maekawa [3], forneceram as
propriedades geométricas da curva de intersecao
para os trés tipos acima. Diferentemente dos traba-
lhos anteriores, pretende-se fornecer as pro-
priedades geométricas da curva de intersecao de
duas superficies implicitas, usando o teorema da
fungao implicita.

2 Geometria Diferencial de
Curvas

Uma curva parametrizada «a : [a,b] C R — R3,

a(u) = (z(u),y(u), 2(u)), (1)

é chamada de curva regular, se o seu vetor tangente

a(u) = (&(u), y(u), 2(u)) (2)
for diferente de zero (# 0), para qualquer u € [a, b].
Se uma curva « é pelo menos de classe C2, pode-se
medir o quanto ela deixa de ser reta em qualquer
ponto a(u) por sua curvatura, dada por

u € [a,b] CR,

_ Jla(w) x du)]|
(-

K(u) (3)

[lé(u)

onde x denota o produto vetorial de dois vetores.
Se k(u) = 0, Yu € [a,b], entdo a(u) é uma reta.
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Se k(u) = 0 para um ponto isolado P = a(up),
up € [a,b], entdo P é um ponto de inflexdo ou um
ponto planar. Da curvatura, pode-se encontrar o
raio r(u) do circulo osculador (r(u) = ﬁ) cuja
primeira e segunda derivadas concordam com as da
curva « no ponto a(u).

Se a curva for pelo menos de classe C? e r(u) # 0,
pode-se medir a variagao de quanto ela deixa de ser
plana por sua torg¢ao 7, dada por

(G(u) x a(u)) - @
z RYASVPRE (4)
[l6r(u) x d(u)]
A torgao 7(u) é nula para curvas planas. As fungoes
k(u) e 7(u) sdo independentes da parametrizagao.
Quando o pardmetro s é tal que | &(s) | = 1 Vs,
dizemos que a curva estd parametrizada pelo com-
primento de arco s. Tem-se que k(s) e 7(s) deter-
minam uma curva em R? de modo tinico.
Para qualquer ponto a(u) na curva «, pode-se in-
troduzir um sistema de coordenadas especial para
descrever as propriedades locais da curva. Este sis-
tema de coordenadas com origem em «(u) tem eixos
X, Z e Y, respectivamente, nas diregoes

7(u) =

G(u)
"= Tl
b(u) Gu) x d(u) 7 (5)

Os vetores unitérios t(u), n(u) e b(u) sdo chama-
dos, respectivamente, vetor tangente, vetor normal
e vetor binormal. A orientacdo de [t,n,b] é dada
pela regra da mao direita, isto é, b = txn, t = nxb
en=D>bxt.

Para uma curva «, parametrizada pelo compri-
mento de arco s, pode-se exprimir as derivadas
destes vetores unitarios em termos deles mesmos,
através das chamadas formulas de Frenet:



2.1 Curvas Parametrizadas
comprimento de arco

pelo

Seja = = x(s), y = y(s), 2 = z(s), ou em
forma de vetor a(s) = (x(s),y(s),z(s)), a curva
parametrizada pelo comprimento de arco s. Entao
temos

a(s)=t (7)
a’(s) =k =kn (8)

onde t é o vetor tangente unitario e k o vetor cur-
vatura. De (8), segue que

E=k-k=da" o (9)

Agora vamos calcular a terceira derivada o’ (s) ob-
tendo por diferenciar a Eq.(8)

a”(s) = k'n+kn’ (10)

onde podemos trocar n’ pela segunda equagao de
(6), produzindo

o’ (s) = —k*t+k'n+krb (11)

Como os vetores t, n e b formam a base ortonormal
com a orientagao da mao-direita, a tor¢ao pode ser
obtida de (11) por

b . a///(s)
A ) 12
r= 0 (12)
3 Superficies Implicitas
Defini¢ao 1 (Superficie Implicita) Uma  su-

perficie implicita S €é definida como o conjunto
dos pontos do espaco que satisfazem a  equagao
f(z,y,z) = 0. Formalmente:

S={(z,y,2) eR?| f(z,y,2) = 0}.

E comum referir-se abreviadamente a funcgao
f(z,y,2) como sendo a prépria superficie.

Teorema 1 (Teor. da Funcao Implicita)

Sejam A C R? x R um aberto, f: A — R de classe
Ck7k > ]-; f(anyOwZO) =0e %(%WO,ZO) 7é 0.
Entdo existem abertos U C R?, V. .C R com
(20,v0,20) €U xV C A C R? xR, tais que, para
todo (z,y) € U, existe um tnico z = z(z,y) € V
tal que f(z,y,2(z,y)) =0 e z = z(x,y) € C*.

Sejam f(x,y,z) = 0 e g(x,y,z) = 0 superficies

implicitas. Vamos assumir que estas superficies sao
todas regulares. Em outras palavras

VI#0, vg#0 (13)

O vetor normal unitario da superficie implicita f é
dado por

f_ vf

= oA 14

4 Representacgao Implicita das
Curvas

A representagdo implicita de uma curva espacial
pode ser expressa como uma curva de intersecio
entre superficies implicitas

f(‘r7yaz):0mg(xay>z):0 (15)

Se f e g tem derivada primeira continua e se

pelo menos um dos determinantes das matrizes

D(f.9) D(f.9) o D(f.9)
D(z,y)’ D(z,z) D(y,z)’

de zero no ponto P(zg, o, 20) da curva, é conhe-
cido pelo teorema da funcao implicita que as
equagoes f = 0,9 = 0 podem ser resolvidas
para duas das varidveis em fungdo da terceira.
Por exemplo, se ggzg (Py) # 0, para alguma
vizinhanga de zy podemos resolver (15) para x e
y como funcao de z, obtendo uma representagao
da seguinte forma z = z(2), y = y(2), z = 2
com z sendo o parametro. Isto define localmente
uma curva paramétrica «(z) = (z(2),y(2),z2).
ggz% (Py) = 0, pode-
mos verificar se as outras matrizes jacobianas

ggggg (Py) # 0 ou ggz; (Py) # 0, pois teriamos

ay)=(z(y),y,2(y)) ou a(x)=(z,y(z),z(x)),
respectivamente.

for diferente

jacobianas

Se a matriz jacobiana

Podemos calcular as derivadas g—fs, LZ;T{ e ZST{ como
segue:

df

i fo2 + fy + £27, (16)
d2f N2 N2 N2

2(fzyx/y/ + fyzy/zl + f{rlez/) =+ fmx// —+

foy" + f22", (17)
d*f "3 "3 i
ds3 Jaaa (@) + fyyy(Y')” + f222(2)" +

3(faay(®)Y + faaz(@)?2 + foyyz'(¥)* +
fyyZ(y/)QZ/ + fwzzl'l(ZI)Q + fyzzy/(ZI)Q +
2fuy'Y'2) + 3(faad' " + [y y" + f222'2" +
fxy(xlly/ + x/y//) Jr fyz(yllzl erlzll) +
fxz(x//Z/ +x/Z//)) _"_ fxx/// + fyy/// + sz///.

(18)

5 Trabalhos Existentes

Com base nas propriedades geométricas das duas
superficies regulares, f(z,y,z) e g(z,y,2) que se
intersectam, foram propostas técnicas para estimar
ou determinar exatamente as propriedades locais da
curva de intersegdo. As propriedades geométricas
serao calculadas somente nos pontos cuja a in-
tersecdo das superficies seja transversal, isto é,



os vetores normais de ambas as superficies nao
sao paralelos. Para o caso tangencial veja Ye e
Maekawa [3].

5.1 Vetor Tangente

Barnhill e Kersey [1], quando se trata de uma in-
tersecao transversal, a forma mais usual para obter
o vetor tangente em cada ponto P é dada pelo
produto vetorial dos vetores normais de ambas su-
perficies:

N/ (u,v) x N(p, q)

t = .
INY(u, v) x N9(p, q)

(19)

5.2 Vetor Curvatura e Curvatura

Ye e Maekawa [3] obtiveram expressoes para a
curvatura tanto nos pontos regulares quanto nos
pontos singulares.

Para intersecoes transversais, o vetor curvatura da
curva intersecao no ponto P é perpendicular ao ve-
tor tangente, logo ele estd no plano formado pelos
vetores normais das duas superficies. Assim, ele
pode ser expresso como uma combinacao linear dos
dois vetores:

o (s) = aNs + N9, (20)

onde « e (8 sdo as incégnitas. A curvatura normal
em P na direc¢do t é a proje¢io do vetor o’ (s) sobre
o vetor normal unitario N da superficie em P dado
por

kn, =a"(s)-N =kn-N. (21)
Com isso, temos
kI =a+ Bcos(d)
kS = acos(f) + B, (22)

onde 6 é o angulo entre os vetores normais N/ e
N9,

Solucionando os coeficientes a e 3 pelo sistema
Eq.(22), e substituindo-os na Eq.(20), temos

k9 — kI cos 6

o= WNf + —5 N9
sin” 0

sin? §
onde cos = N7 . N9,
A curvatura normal k,, para a superficie implicita é
2
obtida por usar % dado pela Eq.(17). A projecao
do vetor curvatura o’/ = (2”,y"”,2") sobre o vetor
normal N = ‘g—ch‘ da superficie, é dado por:

for + " + £
Y+ (1) + (1)
I e PO
YU+ )+ (1)
2(fay @'y + [y 2 + foox'2)

Y+ 1)+ (1)

k=

+

(24)

onde ',y e 2’ sdo as coordenadas do vetor tangente
t = o/(s) dado pela Eq.(19).
A expressao da curvatura é dada exatamente por

1
R =
| sin 6 |

\/(kf:)Q + (k)2 — 2ki k9 cosf  (25)

ou

k=" (s)| (26)
Willmore [2] descreve como obter a curvatura da
curva de intersecao para duas superficies implicitas.
Considere a curva de intersecao representada pela
equacdo o« = «fs), e sejam duas superficies
implicitas dadas por f(a(s)) =0 e g(a(s)) =0.
Agora o vetor tangente unitdrio da curva de in-
tersegao é ortogonal aos vetores normais de ambas
as superficies. Assim, se v f = (%, g—i, %), segue
que t = o/(s) é paralelo a

VI xvg=h (27)
Diz-se que Ao = v f X vg.
Entao
A’ = hq, My =hay, A =hse
d 0 0 0
A= (hla—x,hga—y,hg,&) . (28)

E conveniente denotar o operador( 28) por A. Por-
tanto

Aa = h. (29)
Da definicao de A e h segue que
At =h, (30)
e assim
A\ =h% (31)
Operando em (30) com A tem-se
MEkn + A\t = Ah. (32)

Aplicando o produto vetorial de (29) e (32) temos:

MEkb =h x Ah =k, (33)
logo a curvatura da curva é
k= @ (34)
O vetor curvatura o (s) é dado por
” k
@ (s):ﬁxt:kbxt. (35)



5.3 Torcao

Ye e Maekawa (3] obtiveram também expressoes
da torcao para intersegoes transversais.
Como N7 e NY estdo no plano normal (plano gerado
por n e b), os termos k'n+k7b da Eq.(11) pode ser
trocado pela combinacdo linear YN/ + §NY. Assim
temos

a///(s) = —K

%t 4 ANY 4 6N9, (36)

Agora, se projetarmos «’”'(s) sobre os vetores nor-
mais unitérios N¥ e N9 em P e denotarmos por A/
e AJ, respectivamente, temos

M =y+dcos(8),

A = ~cos(0)+ 4. (37)

Resolvendo o sistema linear (37) para os escalares
v, 0 e substituindo em (36) tem-se

Mo~ )\%COS@Nf

N — M cosf N
sin? @

o = —/{211 4 —
sin“ 0

(38)
Os parametros A e AJ para ambas as su-

3
perficies implicitas sdo obtidos usando 3{ dado
"

pela Eq.(18). A projecao do vetor curvatura o =
(", y",2"") sobre o vetor normal N = IVfI da su-
perficie, é dado por:

fzmlﬁ +fyy///+fzzﬂl

YD+ () + (1)

_ Fy +Fy + Fy (39)

YD+ ()P + ()

3

An =

onde

Fi = foaa ()" + Fypy )" + foze ()7

Fo = 3[fuuy (') Y + fous (/)2 2'+
Foyy® )+ Fyye )2 2+ fozot! () +
Fyetf (2) + faya'y'2),

Fy = 3[fuut’a” + fyuy'y" + ford 2"+

Jaoy @Y +2'y") + f (Y2 4+ 42

"/ I 1

Juz (2”2 +2'2")],

)+

(40)

onde ',y e 2’ sdo dados pela Eq.(19) e 2”,y" e 2"
sao dados pela Eq.(23).

Finalmente, a torgdo pode ser obtida da Eq.(12)
como segue

onde a curvatura x é dada pela Eq.(25) e o vetor
binormal pela expressao b =t x n.

Willmore [2] descreve como obter a torgdo da
curva de intersecao para duas superficies implicitas.

Aplicando o operador A na Eq.(33) temos
A (Ak)" b — AMkrn = Ak. (41)

Fazendo o produto escalar de (32) e de (41) temos

~\k%r = Ah.AK, (42)
logo a torgao é
Ah.Ak

6 Método usando o Teorema
da Funcao Implicita

6.1 Vetor Tangente

Sem perda de generalidade, podemos assumir

que a matriz jacobiana gggg (Py) # 0, entao

temos localmente uma curva paramétrica a (x) =

(z,y(x),z(z)). Portanto temos que o ponto da
curva Py = a(xg) satisfaz as duas relagoes da forma
g(xo,y(x0)7z( )) =0
Derivando as equagoes em relagao a x, temos
af y + afz =0 (45)
2+ 5+5 b 1:=0

onde j = &

we = ﬁ. O vetor tangente da curva
a(z) no ponto a(zg) = Py é dado por & (zg) =
(1,9 (x0), 2 (x0)). Para obter este vetor tangente,

devemos resolver o sistema (45).

6.2 Vetor Curvatura e Curvatura

Derivando as equagoes dadas no sistema (45) em
relagao a x, temos

3/+ 8z8222+ Li=0

{ 83"83: + 8y8y yy +

dg
8x8x+8y6yyy+ y+6z 2z + gZ_O
(46)
onde §j = % e Z = %. O vetor curvatura

da curva a(z) no ponto a(zg) = Py é dado por
& (xo) = (0,9 (x0), 2 (x0)). A curvatura da curva
no ponto a (xg) = Py é

() — llc(zo) x (o)l
(@) la(zo)|?

6.3 Torcgao

Derivando as equagoes dadas no sistema (46) em
relagao a x, temos



3 f af
8:1:85581 + Byayc’)y ( ) +2 8y0y yy+ ayay yy+ By Y+

2°f
83828282 (gs) +2 Bzaz ZZ+8232 ZZ+ 0
dxdxdx + Byaygay ( ) +2 Byé)y yy+ 81/81/ yy+ y +

_ g 39
02020z ( ) +2 8z82 2Z+ 8282 ZZ+ 7= 0

(47
onde ¥ = ;l;g’ e %. O vetor ¢ (z
no ponto a(zg) = Py é dado por @ (zg)
(0,7 (z0), % (x0)). A tor¢do da curva no ponto
« (Io) = PO é

~—

~—

A (7o)

) x (o) ||

(&(zo) x c(x0)) -

[la(o

T(ZL’()) =

7 Exemplos

Sera calculado o vetor tangente, vetor curvatura,

curvatura e a tor¢ao no ponto P(3, 3, ‘é_) da curva
de intersecao da esfera com o cilindro dadas pelas

equagoes implicitas:

{f(:v,y7z)=x2+y2+z2—1=0 (48)

g(@,y,2) =2 +y* —2=0
Os vetores gradientes sao:
vf=(2z,2y,22) e
Vg =2z —1,2y,0).
7.1 Método Ye e Maekawa
7.1.1 Vetor Tangente

Por Barnhill e Kersey [1] o vetor tangente é dado
por

¢~ N(wv) x N(p.q)
| N (u,0) x N9(p, q) |
No ponto P(3, 3, i) temos Nf—(%,%,‘/Tﬁ)
e N9 = (0,1,0).

Portanto o vetor tangente é
6 3
t(SO) = <_\é>30a {) .

7.1.2 Vetor Curvatura e Curvatura

(49)

O vetor curvatura é dado pela Eq.(23)

k COSH

sin? 6

kf — k;‘{cosHNf . k9

sin? 0

a//(s):

e a expressao da curvatura é dada exatamente por

1
_ /
= Tsind | V2

Agora precisamos calcular as duas curvaturas nor-
mais kf e k9 e os angulos cosf e sinf em P. Para
calcular k7 e kJ usamos a Eq.(24).

7

+ (k)2 — 2%k kI cos b

No ponto P(3, 3, i) temos:
cosf =1 esing =2

f— _ g —
kl =—-1,k9 = 3, 5 52
Portanto o vetor curvatura é

2 4 2V2
"(s0) = | -5, -2, - = 50
e a curvatura é
2 /13
=2/ = 51
s\ 3 (51)
7.1.3 Torgao
O vetor ' é dado pela Eq.(38)
o — 2t 4 P¥A —.)\;‘71 cos6‘Nf n N — A cos6‘
sin“ 6 sin? 6
e a expressao da torgao é dada pela Eq.(12)
b-a"
Tk

Os parametros A\ e A9 sdo dados pela Eq.(39)
No ponto P(3, 3, g) temos: \f =0, \J = 47‘/6.

Portanto

m _ (40v6 4v6
o (50) - ( 81
Para calcular a torgao precisamos encontrar o vetor
binormal b, mas antes devemos encontrar o vetor
n, isto é

— _ (2v/13 _ V13 226
b—txn—(T,v—TgvT>

Entao a torgao é

b~o/”_6\/§
ko 13

T =

7.2 Método Willmore
7.2.1 Vetor Tangente

Agora o vetor tangente unitério é calculado usando
as Eqgs.(27),(30) e (31).
A Eq.(27) é dada por

h=<fxvg=(—4dyz dzz — 22,2y),

pois Vf = (2z,2y,2z) e g = (2o — 1,2y,0).
No ponto P(%,é,%) temos v f = (1,17\/5) e

vg = (0,1,0) . Portanto
h(Po)— = (—V2,0,1).
Da Eq.(30) temos At = (—\/5,0, 1), consequente-
mente
' = —/2,
Da Eq.(31) tem-se
M=h’=3=)=+V3
Obtendo o vetor tangente

t_i(@o,ﬁ)
3 3

Ay =0, X =1



7.2.2 Vetor Curvatura e Curvatura

Escolhendo t = —@,0, ‘/T?’) =\=+3.
Usando o operador A em h temos:

Ah = MN—4y'z — dy2', 42’2 + 4a2’ — 22/ 2y').
Usando as coordenadas do ponto P(3, 1, %) e do
vetor tangente dado em (53),

Ah(Py) = (-2,-4,0).

Aplicando o produto vetorial de h(P)
temos:

k = h(Py) x Ah(Py) = (4, -2,4V2),
entao a curvatura da curva é

g Il _2vis 2 [13
X 33 3V 37

O vetor curvatura o’(s) é dado pela Eq.(35)
2 4 2V2
9" 3 9

Fazendo o produto vetorial de h por Ah temos
k = h x Ah

= (-4dyz,4x7-22,2y) X

M=y 'z — 4y’ 42’z + 4z’ — 227, 2y)

Usando o operador A em k temos:

Ak = h x A?h = (—4yz, 42z — 22, 2y) ¥
4)\2(—y”z—2y’z’—yz”,x"z+2x’z’+xz” 1 //7 éy//)
Substituindo as coordenadas do ponto P( é, ;, %),
do vetor tangente o’ dado por (53) e do vetor cur-
vatura o dado por (55) temos

Ak:(Qg‘/_ 42 56)

e Ah(Po)

(54)

(55)

7.2.3 Torgao

173 03
Pela Eq.(43), a torgao é o produto escalar de Ah

por Ak dividido por A\6k2, logo temos
Ah.Ak  6v2
T=———— = i (56)
A6k2 13

7.3 Método fungao implicita
7.3.1 Vetor Tangente

Escolhendo x €como parametro, pois
of  of

det 2-’; % # 0 no ponto P(%,%,g), o
Jy 0z

sistema (45) torna-se
20 +2yy+ 222 =0
2x4+2yy—1=0
Substituindo x = %,y = % ez i temos

{1+y+\/§z=0 {: — 2

1+4y—1=0
O vetor & é )
; 1
a(3)=(1,0,~ 2) (57)

O vetor tangente unitario na direcao contraria

de & é
t(%) _ (-?of) . (58)

7.3.2 Vetor Curvatura e Curvatura
O sistema (46) torna-se
2 25 + 2uij + 255 + 225 = 0
2+ 25 + 2y = 0

Substituindo x = %,y = %, z = g,a’r =19 =0,
z——g, tem-se
- . 3
2+y+1i|—\/52—0 — z“——TQ
Logo o vetor derivada segunda é
1 V2
a(=)=1[(0,-2,———]. 59
a(3) ( —2,-2 ) (59)
A curvatura é o) o
a(u) x a(u 2 /13
K(u) = —————=—— = -/ —. (60)
lae(u) | 3V 3
O vetor curvatura é o”(xg) = kn(xg), onde
n(wo) = b(zo) x t(z0) e b(wg) = poirmXeteel
Temos b(wg) = (2%, 437, ~ 4f5°),
L 239 _Q
n(zo) = (=555, — =5 ) e
o) = 3B, 20,

O vetor curvatura é

2 4 2V2
" = - 61
Q (IO) ( 9 3 9 ) ( )
7.3.3 Torgao
O sistema (47) torna-se
Agi + 290 + 2y Y + 425+ 225+ 227 =0
495 + 295 + 2yY =0
Substituindo = = %,y = %, z = g,x =19 =
0, 2 = =25 = 0,§j = -2, £ = —¥2_ temos
Y4+24+14+27=0 o [ 7= ,%ﬁ
Y =0 ¥y =0
Logo o vetor terceira derivada é
.1 3V2
=) =1(0,0,—). 62
w(3) = (0,0,-2%5) (62)
A torgao é
(a(u) x &(u) - & 62
T(u) = B - 5 = 13 (63)
[[e(u) x é(u)]|
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