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Resumo

Neste artigo apresentamos a construgao, validagao,
e aplicacao de uma versao hp do método de ele-
mentos finitos de Galerkin descontinuo com pena-
lizagéo interior(DGFEM), para a solugao numérica
das equacgoes de Navier-Stokes bidimensionais, in-
compressiveis e em regime permanente.

Usando a formulagdo de fungao corrente, que as-
segura que a restricdo de incompressibilidade seja
automaticamente satisfeita, reduzimos as equagoes
de Navier-Stokes para uma equagao eliptica de
quarta ordem nao-linear. Para essa equacao, apre-
sentamos uma formulac¢ao do método de elementos
finitos de Galerkin descontinuo com penalizacao in-
terior.

Usando o método de Newton-Raphson para re-
solver a nao linearidade da equacao, apresentamos
exemplos numéricos que confirmam a convergéncia
e precisaio do método. Além disso, incluimos
aplicagoes do método na resolugao de problemas de
testes cldssicos da dinamica de fluidos computacio-
nais, tais como, “backward-facing step”.

1 Espaco de Elementos Finitos

Seja 2 um dominio poliedral, limitado e aberto em
R? com fronteira 9. Seja {75} (h > 0) uma familia
regular de partigoes de €2 composta por elementos
ki, abertos, disjuntos e convexos de maneira que,

Q= J =
K€ET)

Assumimos que cada elemento x € 7; é imagem
de um elemento mestre fixo k¥ por uma aplicagao
afim, isto é, Kk = Fy(R).
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Sobre a particao 7j, consideramos a fungdo cons-
tante por partes hg, definida por

hr, () = hy = diam(k), z €k, k€T

O espaco de Sobolev de ordem real ¢ de fungoes de
valores reais sobre ), vai ser denotado por H*({2), e
seu produto interno serd (-, -) g+ (o). Para Ly(0€) =
H°(99) o produto interno serd

(b,0) Lo (00) = /aQ prpds.

Para um m inteiro positivo, @,,(K) denotard o
espaco tensorial dos polinémios de grau menor ou
igual a m em cada dire¢ao coordenada definidos so-
bre o elemento mestre k. Sendo cada elemento k
imagem pela aplicagao afim F, do elemento mes-
tre, designamos por p, a ordem m de Q,,(K). As-
sim, para k € 7Tj, associamos os valores do grau de
aproximagao polinomial local p, e o indice de So-
bolev local s.. Coletando p,, sx € Fx em vetores

p:{p'€ ﬁe%}’sz{sn Helfh}e

F={F. : k €T}, podemos definir os seguintes

espagos:

SP(Q,Th, F) = {¢€L2(Q): b0 Fr€Qp.(R)
V k €Tp}.

e

H5(Q,Th) = {¢ € L2(Q) : ¢, € H**(K), V & € Tp}.

O espago SP(Q,7;,,F) é o espago de elementos
finitos, e H®(Q2,7;,) é o espago de Sobolev particio-
nado (depende da malha).

Seja &, o conjunto de todas as faces abertas e
de todos os elementos k € 7. Sobre este conjunto
consideramos a funcao constante por partes hg, de-
finida por

he, () = he = diam(e), xz€e, e€&,.



O conjunto &, serd dividido em dois subconjun-
tos, & e 5,?, definidos por

E,’Z = {eeé’h: €CQ}

£ = {e€&: eC o).

Além disso, designamos
I°={ze€Q: zce para ec &}

e, '=T°U0oN.

Para qualquer face e € &7 ha dois elementos ;

e kj (1 > j), tais que, R; NK; = €. Entao, para
qualquer m inteiro,

Pri P, , se ec&p

se e €&

2 Y
m
K

{P" e, (2) = {p"}e = {

e para qualquer funcdo ¢ € H*(Q,7,), s > 1/2, de-
finimos a média e o salto (dependem da numeracao
dos elementos) de ¢ sobre e por

(6} = {%<¢m)|e+%(¢n]~)e7 se ¢ €&

¢|e 3 se e € g;;)
[¢] — (¢|“i)\e B ((Z)lﬁj)‘ev se ec 5;2
¢|e ) se ec Ei? ’

Além disso, para cada face e € &), associamos o
vetor normal unitario v = n,, para e, que aponta
de k; para k;, e para cada face e € 5,?, associamos
o vetor normal unitario exterior v = n, em que
e C Ok.

2 Problema Modelo e For-
mulagcao do DGFEM

Consideramos o seguinte problema modelo: encon-
tre ¢ € H(Q), tal que,

1
— A —B@) = f em QCR? (1)
Re
¢ = gg sobre 01,
n-Vy = g3 sobre 09,
em que,

B(w) =0y (aywAT/’) - ay (amz/JAw)

f € La(2).

A essa equagao diferencial parcial, associamos a
forma Bpga(:,-) definida abaixo que é obtida da
combinagao da forma bilinear apresentada em [5, 4]
para a equacao biharmonica, com a apresentada em
[1] para equagoes hiperbdlicas de primeira ordem.
Observamos que nesta tltima forma bilinear foram
feitas modificacbes nos termos sobre as interfaces
dos elementos.

BDG(wv ¢) = Bbi(wv d)) + Bad(w» ¢)7

sendo que,

Bbi (1/)7 ¢) = BA (’(/J7 ¢) + BS (,(/), ¢) B

em que,

BA (qub) = Z (A¢5A¢)L2(H)

KETH

+{v-V(Ay)}, [¢]>L2(F)
+X (Y], {v -V (A¢)}>L2(F)
— (A} - Vel
X2 (V- VY], {Ad}) 1,y »

Bs (wa ¢) = <Oé ['(/)] ’ [¢]>L2(F)
+ Bl VYLV,

Baa(t,6) = Y (A, (b-Ve)),,

KETH

- {(b-)AY}, [8])
= (@b v|AY],[9]) 1, re) -

com b = (9y1, —0,¢).

Nestas formas, 6 é uma constante positiva que
quando assume o valor 0.5 corresponde ao fluxo
numérico “upwind”, A\ e Ay € [—1,1] sdo res-
ponséaveis por assegurar algumas propriedades de-
sejaveis da forma bilinear By;(-,-), tais como, sime-
tria e positividade, e as fungoes « e 3 introduzidas
no termo de estabilizacdo Bs(-,-), sdo conhecidas
como parametros de penalizacao descontinuas e sao
definidas por,

{p°}e
B3

e

Pk
Ble =03 o

Qe = Oq V e€ &y,
onde o, e 0g, serao definidos posteriormente.

O funcional linear associado ao problema de valor
de fronteira (1) é:

1) =1a(¢) +1s (o)

em que [a (-) estd relacionado com o lado direito e
com as condigoes de fronteira do problema e I ()
estd relacionado com a parte de estabilizagao da
forma

Ia(p) = Z (s D) Ly
KET)
+A1 (g0, v - V(A9)) 1, 50
—A2 (91, A0) 1,00 »
Is(0) = (@90,9)1,00) T (B91,V - V), 00 -

Desse modo, a formulagao fraca descontinua ge-
ral para o problema modelo (1) é: encontre ¢ €
H4(Qa 7—h)7 tal que,

Bpa(d,¢) = V ¢ H{(QTh). (2)

1(¢)



E, a versao hp do DGFEM com penalizagao inte-
rior associado a formulagao (2) é: encontre ¥pg €
SP(Q’ 7;17f)a tal que,

Bpa(¥pa,¢) = (o)

De maneira a assegurar que a forma bilinear
Bpa(-,-) seja significativa, assumimos que p, >
3V keTy,.

vV ¢ e SP(Q, T, F).

3 Resultados Numéricos

Apresentamos nesta sessdo os resultados obtidos
com o método de Galerkin descontinuo aplicado ao
problema de teste do fluxo “backward-facing step”,
que ¢é usualmente usado na literatura com um teste
de validagao. E, objetivando comparar os resulta-
dos obtidos com os apresentados em [3], resolvemos
este problema para Re = 800.

Observamos que todos os resultados numéricos
foram obtidos usando o ambiente de programacao
orientado a objetos PZ. Para mais detalhes veja [2].

Na Figura 1, apresentamos a geometria e as
condigoes de contorno superiores e inferiores do pro-
blema. Para a regiao de “inflow”, as condigoes de
contorno sao

—249% + 12y,
0, se

se 0<y<0.5
-05<y<0

u(y)
v = 0,

enquanto que para a regiao de “outflow” temos:

2
u(ly) = —-3y=+3/4
v = 0.
(0.0, 0.5) u=0,v=0 \ (30.0, 0.5)
inflow ——=
% outflo
(0.0, -0.5) (30.0, -0.5

Figura 1: Backward-facing step - geometria
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Figura 2: Detalhe da malha

Para construir o espago de elementos finitos
SP(Q, Ty, F), usamos para aproximacao polinomial
px =3 V Kk € Tj. Os demais parametros envolvidos
na formulagao foram: # = 0.5 (resultando no fluxo

Figura 3: Perfil da velocidade horizontal em =z = 7 e
z =15

numérico “upwind”), A\; = A2 = 1 (garantem que a
forma bilinear By; (v, ¢) seja simétrica) e o, = 100,
oz = 1000.

A abordagem usada para resolver a nao line-
aridade da equacao diferencial foi o método de
Newton-Raphson, o qual iterava enquanto a norma
do vetor de incremento da solugao fosse maior que
le — 7. Para alcancar o Re = 800, foi necesséario
resolver este problema para alguns Reynolds meno-
res, afim de usar a solugao destes como aproximagao
inicial no método de Newton-Raphson. A saber, foi
resolvido para a seguinte seqiiéncia de Reynolds:
200, 400, 600, 700 e 800. Para Re = 200 usamos
aproximagao inicial nula. O niimero de iteragoes ne-
cessarias para obter a tolerancia mencionada para
cada numero de Reynolds foi: 9, 7, 11, 8 e 8, res-
pectivamente.

Figura 4: Linhas de contorno da fungao corrente

Na construcao da malha para este exemplo
o dominio computacional foi dividido em duas
regides, uma para x < 15 e outra no caso contrério.
Uma malha inicial foi gerada de modo que na pri-
meira regiao ela era uniforme na direcdo = e nao
uniforme na dire¢ao y, enquanto que para a segunda
regiao, a malha era nao uniforme nas duas diregoes
coordenadas. O numero de elementos destas duas
regides foi, 60 x 6 e 4 x 6, respectivamente. Por
fim, a primeira regiao desta malha inicial sofreu dois
niveis de refinamento uniforme, isto é, para cada
nivel de refinamento, cada elemento é dividido em
quatro, conectando os pontos médios de seus lados.
A malha final na regiao de fronteira entre essas duas
regioes é apresentada na Figura 2.

Conforme apresentado na Figura 3, onde plota-
mos o perfil da componente de velocidade u em
x = 7 e x = 15, pode-se observar uma boa con-
cordancia dos resultados obtidos com a formulacao



de Galerkin descontinuo com os obtidos por [3]. Por
dltimo, nas Figuras 4 e 5 plotamos as linhas de con-
torno da funcao de corrente para este problema na
regiao inicial do dominio computacional.

I .
=} — o~ L) =+ s
[ ] ] [

Figura 5: Linhas de contorno da fungdo corrente (con-
tinuagao)
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