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Introducao

A ampla aplicagdo das vigas repousando sobre
uma fundag@o eldstica na modelagem de alguns
problemas de engenharia tem sido um grande
incentivo para o desenvolvimento de estudos sobre
os fendmenos oscilatdrios envolvendo estes
elementos. A andlise dindmica linear, neste trabalho,
tem como objetivo a obtengdo de uma solugdo
analitica para as freqii€ncias naturais e modos de
vibragdo de colunas semi-enterradas, partindo de um
funcional de energia e da dedugdo das equagdes
diferenciais parciais de movimento em fungdo de
parametros  adimensionais  caracteristicos  do
problema. A introdu¢do da ndo-linearidade
origindria da geometria da estrutura implica na
obtencdo de equagdes diferenciais ndo-lineares,
onde as resolugdes sdo obtidas de forma aproximada
através do emprego do método de Ritz para
discretizar a coluna no espaco, do método de
Galerkin-Urabe para resolu¢do da equagdo
diferencial ndo-linear no dominio do tempo e do
método de Newton-Rapson para resolucdo dos
sistemas de equagdes algébricas ndo-lineares.

Modelagem Matematica

A equagdo diferencial de movimento € obtida a
partir da funcdo de Lagrange, aplicando o Principio
de Hamilton, o qual, segundo Leipholz (1970), é
usado principalmente no estudo de oscilagdes ndo
lineares. Ressalta-se, que um sistema linear se
traduz em uma simplifica¢cdo de um problema nio-
linear.

O Principio de Hamilton estabelece que a
variacdo da energia cinética e potencial mais a
variagdo do trabalho realizado pelas forgas ndo
conservativas durante um intervalo de tempo de ¢,
para ¢, deve ser igual a zero, ou seja:
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Em (1) define-se T como a energia cinética,
(U+V,) como a energia potencial, sendo U a energia
interna de deformagdo e V, o potencial das cargas
externas, e W, o trabalho realizado pelas forcas ndo
conservativas. A partir da teoria de Euler-Bernoulli,
que considera a altura da viga-coluna muito pequena

quando comparada com o comprimento (Dym &
Shames, 1973), tem-se que

T= Tl A[awjzdx @
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onde p é massa por unidade de volume e A € a drea da
secdo transversal;

U = |=ELy*dx @)
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onde ¥ € a mudanca de curvatura, E, o mddulo de
elasticidade e / o momento de inércia da secdo;
V,=PxA @)

com P sendo a carga estitica e A o encurtamento na
extremidade da estrutura, conforme mostra a Figura 1.

Figura 1: Deslocamento transversal e encurtamento da viga-coluna

Se w representa o deslocamento lateral, tem-se que a
variacdo da curvatura ¥ e o encurtamento A sdo:

Z=wm(l+%w,ij ®)
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O solo envolvendo a estaca € considerado como uma
fundacdo eldstica seguindo o modelo de Winkler que
define que esta exerce somente uma reagdo normal a
coluna proporcional a sua deflexdo. Portanto, a energia

interna de deformacao da fundacio é:
H
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onde ky é um pardmetro de rigidez do solo e H € a
profundidade da fundac@o.
Para simular a dissipagdo de energia que os sistemas
reais exibem, considera-se o trabalho realizado pela forca



de amortecimento obtido da expressao:
2
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onde f; é um parAmetro de amortecimento e &, M e
@y representam respectivamente o fator de
amortecimento, a massa e a freqiiéncia fundamental.
Considera-se que a coluna estd submetida a uma
carga harmodnica axial P(¢#) de amplitude A, e

freqiiéncia ®. Logo, tem-se:
P(t) = Ajsen(ax) (10)

No funcional introduz-se a for¢ca harmdnica, ao
considerar o trabalho W, realizado por esta,

L
W, = [ P(oywdx an
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A funcdo de Lagrange ¢ definida, para uma
coluna totalmente enterrada em uma fundagido
elastica com vibracdo amortecida, pelas equacdes:
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A consideragdo de pequenas rotagdes e
deformagdes leva a obtencdo do funcional linear:

srofawY o R o, )
L=[-pA 55| ax- J-E(EIW,”—W,XP+I<OW Jix
0

22 or
(14)

Objetiva-se agora encontrar a fungdo w(x,?) para
os deslocamentos transversais que extremiza o
funcional (14). Usando as ferramentas do calculo
variacional juntamente com o Principio de
Hamilton, tem-se a equag@o diferencial que a funcio
deve satisfazer. Logo,
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onde se denomina
dL, . dL, dL,
L, = L, = L, = (16)
B dw B dwt Y dw!

O termo entre colchetes na integral contém a
equacdo de Euler-Lagrange do sistema, ou seja, a
equacdo de movimento. Para a obtencdo das
freqiiéncias naturais utiliza-se a separagcdo de
varidveis:

w(x, 1) = w(x)e(t) = w(x)e'® a7

Para o estudo da coluna semi-enterrada, divide-se esta
em duas colunas, conforme mostra a Figura 2.
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Figura 2: Trechos desenterrado (1) e enterrado (2) da coluna

Substituindo-se a equacdo (17) na equagdo de
movimento, obtém-se uma equacdo diferencial linear de
quarta ordem em x para cada trecho da coluna, a saber:
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Buscando facilitar o desenvolvimento da andlise
paramétrica, é realizada uma mudanca de varidveis de
forma a tornar o problema adimensional. O primeiro
(13) passo é a altera¢do da varidvel x:

x=L¢ (20)

onde x, L e ¢ sdo respectivamente o valor da coordenada

longitudinal, o comprimento da coluna e o novo

parametro adimensional da coordenada axial.
Considerando também os pardmetros adimensionais
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as equacdes (18) e (19) podem ser reescritas como

[848?54)J+n212[328'2£§)J —7'Q'wi(¢)=0 (23)
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Uma equacdo diferencial linear de quarta ordem e
coeficientes constantes possui como solugdo geral:

w,(x)=ce™ 22)

sendo ¢ uma constante e ¢ a raiz da equagdo
caracteristica obtida quando se substitui a expressio
acima na equagdo diferencial. Para a equacdo (23), tem-
se a equacao caracteristica

at+ et -Qint =0 (25)

com raizes iguais a

a,= i-%\/gm/— A+ +401 (26)




a,, = i%ﬁm/ L+ +4Q% @7

e para a equacgdo (24)
o'+ Rra +(k-Q')rt =0 28)

com raizes iguais a

Qs = J_r% 27r\/— A+ —4K +40° 29)

o, :i%\@r\/ﬂf VA — 4K +40% (30)

Com relagdo as raizes (29) e (30), tem-se que o
termo ' —4K +4Q* pode ser tanto positivo quanto
negativo, dependendo dos valores dos diversos
pardmetros. Um estudo criterioso das raizes deve
ser realizado, para que nos processos que se seguem
possam-se eliminar os nimeros imagindrios usando-
se as transformagdes de Euler, dando origem assim
a fungdes trigonométricas nas autofuncdes.

A existéncia de oito raizes implica no
aparecimento de oito constantes, as quais serdo
determinadas pelas condig¢des de contorno (quatro),
que se referem as caracteristicas dos apoios nas duas
extremidade da coluna, e de continuidade (quatro),
que se referem a um ponto intermedidrio, na
superficie do solo, comum as duas sub-colunas.
Essas condicdes sdo relativas a igualdade dos
deslocamentos, forca cortante, momento e rotacio
nesse ponto.

Cada condi¢do fornece uma equacio homogénea,
0 que resulta em um sistema de oito equacdes na
forma:

Ac=0 31)

O sistema homogéno s6 tem solugdo nio trivial se
o determinante da matriz A for igual a zero. Logo, a
equacdo obtida a partir do determinante desta
matriz, chamada de equacdo caracteristica, terd
como incognitas as freqii€ncias naturais que sido os
autovalores da matriz. Os respectivos autovetores
sdo determinados a menos de uma constante
arbitraria. Ao se substituir o autovetor nas solucdes
das equacdes diferenciais obtém-se as autofuncdes
fv(é’ ) que sdo os modos de vibracdo da coluna. Estas

funcdes sdo normalizadas de tal forma que a
amplitude mdxima seja igual a um.

O determinante de A é uma fun¢@o altamente ndo-
linear do pardmetro de freqiiéncia Q. Além disto,
em virtude da presenca de funcdes exponenciais e
hiperbdlicas, o determinante tem uma variagdo
bastante acentuada, apresentando uma grande
sensibilidade numérica. Foi utilizado na andlise
paramétrica o programa MAPLE de forma que foi
possivel verificar a influéncia na estrutura dos
diversos pardmetros de carga, rigidez
profundidade da fundagao.

Freqiiéncias e Modos de Vibracao

O de coluna adotado é um perfil de aco em I e os
parametros de rigidez do solo seguem as consideragdes
de Terzaghi (1955) e Poulos (1980). Maiores detalhes
sdo encontrados em Sampaio (2004).

O programa desenvolvido em MAPLE possibilita
verificar a influéncia, nos valores para as freqiiéncias Q,
dos parametros de rigidez K da fundacdo (Figura 3) e de
carregamento A (Figura 4), além da profundidade h
(Figura 5). E importante observar que h=H/L, K=2000
representa uma argila fofa e K=75000 uma argila dura.
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Figura 3: Variacdo de Q em fungdo da rigidez K da fundagio
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Figura 4: Varia¢do de Q em fungdo do pardmetro A de carregamento
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Figura 5: Variacdo das quatro menores freqiiéncias da coluna Q; em
fungdo da profundidade da fundac¢do normalizada, h.



Os modos de vibragdo da coluna (autofungdes)
sdo obtidos a partir da equagdo (22). Um exemplo
da configuracdo dos trés primeiros modos de uma
coluna biapoiada com profundidade h = %2 e
K=2.000, encontra-se na Figura 6, onde se pode
observar a grande influéncia da fundacdo nos
deslocamentos laterais da coluna.
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Figura 6: Modos de vibragio para a coluna biapoiada

Analise das Vibracoes Nao-Lineares

A andlise ndo-linear € realizada a partir da fungdo
de Lagrange ndo-linear, equagdo (13), que gera uma
equagdo diferencial que ndo possui solugdo
analitica. A metodologia mais indicada, portanto, é
obter uma solu¢do aproximada para o problema.
Aqui utiliza-se, primeiramente, o método de Ritz
para discretizar a coluna no espaco e, a seguir,
obtém-se, usando as ferramentas de calculo
variacional, as equa¢des de movimento que, por sua
vez, sdo resolvidas pelo método de Galerkin-Urabe
(Urabe, 1966; Bouc, 1970).

O método de Ritz consiste em substituir no
funcional de energia uma funcio de aproximagdo
para a deflex@o da coluna, usualmente na forma de
séries, cujos termos devem respeitar as condi¢des de
contorno forgadas do problema

n
fi=2a9, (32)
=
onde g; sdo constantes que multiplicam as fungdes ¢,
e n € o numero de coordenadas adotado para a
descricdo do campo de deslocamentos com a
precisdo necessdria.

Supondo-se uma coluna enterrada até uma certa
altura H, pode-se dividir esta em duas colunas, uma
enterrada (1) e outra desenterrada (2) com os
deslocamentos transversais descritos pelas seguintes
expressoes:

wx) =Y w (x)c(t); 0Sx<H
w(x1)= o 33)
wyx,t)=D wy (x)e(t); H<x<L
j=1
onde wji(x) e wy(x) sdo expressdes para os

deslocamentos, em fung¢do do eixo x, e ¢j(t) € a amplitude
do deslocamento em fungdo do tempo, que se quer
efetivamente determinar.

A escolha adequada das funcdes de interpolagdo € um
passo essencial nesse tipo de problema e, neste caso,
serdo utilizadas as solugdes analiticas de w;(x) obtidas no
caso linear para os modos de vibracdo da coluna. Assim,
sdo atendidas, modo a modo, todas as condi¢des de
contorno e continuidade, conseguindo-se obter com um
nimero pequeno de modos uma solucao bastante precisa
para o problema néo-linear.

Substituindo as expressdes de w(x,?) para cada coluna
na fun¢@o de Lagrange e integrando no espago, obtém-se
um funcional da forma

ty .
IF(cj,c,,t)dt; j=Ln

h

(34)

onde ;(;) ¢ a derivada de c(t) com relacdo ao tempo.

A aplicacdo das técnicas do cdlculo variacional leva a
obtencdo do sistema de equagdes:

Bcj dt ac.

i
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onde no caso de sistemas sob vibragdo livre ou cargas
harmoénicas adota-se ;=0 e t, = 2m/Q.

O método de Galerkin-Urabe considera ¢(f) como uma
fungdo que pode ser escrita em séries do tipo:

c=2A0,0) (36)
=

onde cada A; € a amplitude da fungdo ¢(z). Se & pode
ser substituido por

dc
d=|— |A.
[aAf j ' o7
tem-se n equacdes integrais da forma
2
(38)

| aaF—d[afj p,d1=0
0 Cc dt ac

Uma solucdo comumente adotada para sistemas sob
vibragio livre ou cargas harmonicas é

c(t) = Asen(Qr)+ A, cos(Qr) 39

Logo, adotando-se a equacdo (39) se obtém um
sistema com duas equagdes:

27,

j oF _d af en(Qt)dt =0 (40)
0 aC dt a

C
2,
j oF _d af cos(Q)dt =0 1
0 80 dt a
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Apés a integragdo, tem-se duas equagdes algébricas
ndo-lineares com trés incognitas: A;, A, e Q.
A resolugdo do sistema assim gerado, com duas



equacdes ndo-lineares e trés incognitas, é realizada
pelo método de Newton-Rapson. Este método
consiste em reescrever as equagdes nao-lineares em
séries de Taylor e substituir nestas as coordenadas
de um ponto inicial na vizinhanga da freqiiéncia
natural. Fazendo-se isto, o método indica o
incremento para o novo passo e, desta forma, é
possivel obter um novo valor para as coordenadas,
no caso A; e A,. Repete-se este passo até que o erro
seja inferior a um valor previamente estipulado.
Considerando as duas equagdes ndo-lineares

g(A,A)=0¢ h(4,4,)=0 (42)

tem-se que reescritas em séries de Taylor sdo

dg(A,A dg(A,,A
g(A| A, )=g(A|0’A20 )”{Mj AA. '{M] AAJ
(A19,A%) (Aip.Az )

A, 4,
43)
(A, 4, )=h(A,4, Ay ¥ (A4) A, +f 2A.45) A
e M iy M "
44)

onde g(Ajg, Az) € h(Ajy, Ay) indicam o valor das
expressoes de g e 4 em um ponto inicial.
Ao escreve-las na forma matricial, tem-se

-1
(ag(AlsAZ )] (ah(A]’AZ )]

AA‘ = oA, (419.A42) 94 (A410,42) x[_g (AIO’AZO )}
( —h(AgAy)

A Jg (Al A )] (ah(Al A, )]
94, (419.4) 94, (419.42)
(45)
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onde g(A;, Az) e h(A;, Ay) s@o iguais a zero, A, €
1
A, indicam o valor do incremento a ser somado a

consideragdo inicial. Logo,

A=A+ A (46)
A = AL+ A @)
e= Aln+l _A]n (48)

onde (g) representa o erro.

Para a vibracdo livre, onde as vibragdes sdo
funcdes somente da energia potencial e cinética
presentes no sistema, o método de Ritz gera uma
equacio diferencial ndo-linear da forma:

c+ac+bc® +dc® =0 49

onde a, b e d sdo constantes que dependem dos
pardmetros do sistema.
Neste caso c(t) tem a seguinte forma:

c(t) = Asen(Qt) (50)

A partir da substituicdo da equagdo (50) na
equagdo diferencial e empregando o método de
Galerkin-Urabe, obtém-se a solucdo analitica
relacionando freqiiéncia e amplitude (A;):

@-! V- 5dB3b —\/ob* +40dQ* — 40da )
s d

A (5D

A variag@o da amplitude A; com a razdo Q/€Q,, onde
Q, € a menor freqii€ncia natural, para niveis crescentes
de carga é mostrada na Figura 7, onde observa-se um
comportamento ndo-linear do tipo hardening.
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Figura 7: Variac@o de A; em relacdo a Q/Q,, para K = 500

Ao se acrescentar ao funcional de energia nio-linear o
trabalho da forca harmonica, obtém-se a equacdo de
movimento:

c+ac+bc’ +dc® = Agsen(Qt) (52)
onde A, € a amplitude e €, a freqii€ncia da excitagdo.
Adota-se neste caso ¢(t) como
c(t) = Asen(Qr) (53)

com A; sendo a amplitude de oscilagdo do sistema.
Aplicando-se o método de Galerkin-Urabe, obtém-se a

seguinte expressdo analitica para a relacdo amplitude de

oscilacdo — freqiiéncia (ressonincia ndo-linear):

3bA°  5dA"

204 0% | A

QY A)=a+
(4)=a Ay

(54)
A Figura 8 mostra as curvas de ressondncia para

uma coluna biapoiada com A =50% A, , h=% e K =
500 (baixa rigidez da fundacgdo).
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Figura 8: Relagdo Q/Q, versus A, para cinco valores de Agp e K =500



Considerando a presenga do amortecimento
viscoso, onde retira-se do sistema uma parcela de
energia proporcional a velocidade, tem-se uma
equacio de movimento ndo linear do tipo:

.c.(t)+ ac(t)+be(t) +dcle)’ = e;(t)+ JA,sen(Qt) (55
O método de Galerkin-Urabe € aplicado

considerando a seguinte expressdo para c(?):
c(r) = Asen(Qr)+ A, cos(Qr) (56)

sendo A; e A, as amplitudes das fun¢des seno e co-
seno, e Q, a freqiiéncia da excitacao.

Obtém-se para esta situagdo um sistema com duas
equagdes e trés incognitas (A;, A, e Q) que serd
resolvido pelo método de Newton-Rapson, como
explicado anteriormente.

Segundo Thomson (1978), a andlise das vibragdes
do sistema amortecido fica mais clara quando se
analisa a amplitude A dada pela seguinte expressao:

A=A+ A

Desta forma, a Figura 9 mostra a relacdo entre A e
o pardmetro de freqii€éncia normalizado, onde sdo
mostrados os saltos dindmicos devidos a bifurcagdes
do tipo né-sela ao longo da curva de ressonancia.

(57)
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Figura 9: Variagdo da amplitude A versus a razdo Q/€, para
quatro profundidades de fundacao diferentes

Conclusoes

A partir da andlise linear tem-se que, apesar do
uso de programas de dlgebra simbdlica facilitar a
resolugdo de diversos problemas regidos por
equacdes diferenciais que antes eram tratados
somente por meio de métodos aproximados, as
solucdes revelam-se bastante sensiveis do ponto de
vista numérico, em funcdo da presenga de funcdes
exponenciais e hiperbdlicas. No presente estudo, o
determinante caracteristico do problema de
autovalor, uma expressdo bastante longa e altamente
ndo-linear, mostrou-se particularmente sensivel,

exigindo uma manipulacdo cuidadosa das parcelas e a
adocdo de 64 algarismos significativos para superar os
problemas de instabilidade numérica. Com estes
cuidados foi possivel obter com precisdo as freqiiéncias
naturais e modos de vibracdo da coluna.

Na andlise ndo-linear as equagdes diferenciais de
movimento, que definem um sistema oscilatério nado-
linear, exigem que os métodos analiticos de solugdo
sejam substituidos por métodos aproximados como o
método de Galerkin-Urabe. A partir dos métodos
aproximados, obtém-se as relacdes amplitude —
freqiiéncias de vibragdo e curvas de ressonancia ndo-
lineares, tornando possivel a andlise dinamica
quantitativa. O programa montado em MAPLE permitiu
verificar o tipo e grau de ndo-linearidade exibido por
colunas  semi-enterradas.  Verificou-se que o
comportamento € tipico de sistemas ndo-lineares com
ganho de rigidez (hardening) e que a ndo-linearidade
cresce com o nivel de carregamento estético.

Por fim observou-se que a rigidez e profundidade da
fundacdo tm uma  influéncia marcante no
comportamento linear e ndo linear da coluna.
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