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O trabalho apresenta uma analise da estabilidade
do movimento rotacional de satélites artificiais na
presenca de torques externos. As equagdes do
movimento rotacional sdo descritas em formalismo
Hamiltoniano, utilizando um conjunto de variaveis
canonicas, incluindo o torque de gradiente de
gravidade. Um dos processos que nos permite
analisar a estabilidade deste sistema necessita da
reducdo da Hamiltoniana, associada a0 movimento,
a sua forma normal. A forma normal proposta para
sistemas dindmicos Hamiltonianos, é feita através
de uma substitui¢do candnica linear, que normaliza
a parte quadratica da fun¢do Hamiltoniana, para em
seguida, estender aos demais termos. A partir da
forma normal da Hamiltoniana, uma teoria de
estabilidade ¢ aplicada ao ponto de equilibrio do
problema. Esta teoria ¢ baseada nos autovalores da
equacdo caracteristica do sistema linearizado e em
coeficientes da forma normal da Hamiltoniana. Na

aplicagdo realizada o ponto de equilibrio mostrou-
se estavel.

Introducao

O movimento de um satélite artificial em torno
da Terra ¢é caracterizado pelo seu movimento
translacional e rotacional. A analise do
comportamento destes movimentos ¢ muito
importante, pois ¢ a partir da orientacdo e do
posicionamento precisos do satélite que a missdo
podera obter sucesso.

O trabalho trata de um problema associado ao
movimento rotacional de um satélite artificial que
devera apontar uma resposta para a estabilidade do
movimento dentro de condigdes impostas.

A parcela associada ao torque de gradiente de
gravidade ¢ incluida nas equa¢des do movimento

utilizando a forma candnica das equagdes do
movimento rotacional para torque conservativos. E
feita uma analise da estabilidade para o movimento
rotacional perturbado.

Equacées do Movimento

Utilizando o formalismo Hamiltoniano, as
variaveis de Andoyer caracterizam o movimento do
satélite em torno de seu centro de massa e as
variaveis de Delaunay descrevem o movimento do
centro de massa do satélite em torno da Terra, o
qual é admitido conhecido.

Nas equagdes do movimento rotacional do
satélite artificial ¢ incluida a parcela associada ao
gradiente de gravidade com o satélite suposto
simétrico, o que corresponde a dois momentos
principais de inércia iguais (A = B).

Deste modo, com o formalismo Hamiltoniano, as
equacdes do movimento rotacional sdo dadas por:

dl _ oF
dt oL
' (i=273)
aL, __oF
dt ol,
em que: Lj, I sdo as variaveis de Andoyere F é a

Hamiltoniana do problema.

A Hamiltoniana do problema em estudo, em
termos das variaveis de Andoyer e de Delaunay, ¢
expressa por:

F(Ly,Ly,L3.lo,l3,L, G, H,1,g,h) =
Fo(L,L1,Lo) +Fy(Ly,Lo,L3.l1p,153,L,G,H,1,g,h)
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I ¢ a inclinagdo orbital;

+£cos[3l+29+sl3 ]H}+

I, € ainclina¢do do plano do momento angular

com o plano do Equador;



L . .
P, (L—IJ ¢ o polindmio de Legendre;
2

e é a excentricidade da orbita do satélite;
J, € ainclinac@o do equador do satélite com relagdo
ao plano do momento angular de rotacao;

Teorema de Estabilidade

Seja a Hamiltoniana F uma fun¢do analitica de
coordenadas e momentos para o ponto P, e sendo a
Hamiltoniana H® para o sistema reduzido a forma
normal satisfaz as seguintes condigdes:

a) Os autovalores do sistema linear reduzido sdo

imagindrios puros + o, € tia,;

b) A condigdo ko] + ko) # 0 valida para todo

k; e k, inteiros satisfazendo a desigualdade

Ky +] k| < 4

©) Dp°= —(BO ay? - 2B%alad + B aozj #0>
1%2 120 &y 2%

onde Bsp sdo ao coeficientes de quarta ordem da

Hamiltoniana H°, escrita da seguinte maneira em
forma normal:

Hozia—gR + i B(V)“RR +0
2 Y 4 vidp 5

v=1 v,u=1
2 2
Rv = (tav +T]V

entdo o movimento ¢ Liapunov Estavel.
Forma Normal para Sistemas Hamiltonianos

Introduzindo o vetor de estado W e o vetor das
derivadas H:

L2 I:|_2
L3 I:|_
w = Nt H, = F3
2 I
|3 F|3

as equagdes do movimento podem ser descritas da
seguinte forma:

we=JH

w

sendo J matriz simplética de 2n filas dada por:

=[5

em que In é a matriz identidade de ordem 4.

Notamos que a Hamiltoniana do problema em
questdo ndo se apresenta na forma de polinémios.
Portanto o primeiro passo ¢ expandi-la em série de
Taylor, obtendo assim uma série de poténcias na
forma F (L;, 1) =Fa(Lil)+Fa(Lil)+Fa(Lil)+...
com grau de liberdade n, em que F,(L;,l;)¢ a parte
quadratica da Hamiltoniana.

F, =(1/2) (a11 L22 +ay L32 +as;3 I22 +aga I32)+
+aqo L2L3 + a13L2|2 + a14L2|3 + 323L3|2 +

+ 324L3|3 + 834|2|3

Considerando-se a Hessiana da Hamiltoniana F,
o sistema pode ser escrito na forma :

w=JGw

com a Hessiana G dada por:

F F o%F
B Aal 2 Al P Gl
F FF F F
o | 90l % o8 T2 5oL T Gl
F F F A
oLl =331 oLl =332 67I_22 =333 oLl =334
FF FF o%F F
gty a2 alggl, P g

A matriz JG deve ser diagonalizada e sua
equacdo caracteristica pode ser obtida:

Det[AIn-JG]=0
sendo expressa da seguinte forma:
(107\,4 +(12>\.2 + 0y =0

em que

(10:1

2
O = —ai3 + 4482 — 2814323 + 23815834 + a14333 +

2
—ap4




2 2.2
Oly4 =—3A91344823 + A113228333944 + 312334 +

2 2
—a1482833 — 812833844 + 2812313844323 +

2
+ 41833824 + 281481234853 — 2814813824893 +

+ 224337814334 — 28138123348, +
2 2
+ 28442382483, — 811822834 — 44320873 +
22,22
+ a34313314323

O polindmio caracteristico ¢ uma fungdo par,
visto que os coeficientes o5 e o4 s3o nulos,

assim se A ¢ uma raiz caracteristica deste
polindmio tem-se que - A também ¢é, com a mesma
multiplicidade.

Com a diagonalizagdo de JG, faz-se uma
transformagdo de coordenadas, de modo que
encontramos F, em forma normal:

N

Fo(qi, i) = ' 7\'i<qi2 + p,z)

[
-

Define-se uma transformagdo de coordenadas
complexas de maneira que F, finalmente apresenta
a forma normal esperada.

2
F2(kayk):§7‘kxkyk---

(o] (o]
Fo=aix1y1+azXays

Estendendo o processo aos termos de ordens
superiores F3, Fj4...podemos encontrar a forma
normal completa até a ordem desejada.

0 1020 2.,02.2, 202, 2 2
Fa =B (X417 X2™ +X47y2" +y"X" +y 7y, )+
o L4, 4 2.2
+B7 (Xq7 Yy +2Xx47y7)+

+ [322 (X24 + Y24 +2 X22Y22)

Assim podemos verificar a estabilidade do
movimento rotacional para os pontos de equilibrio
encontrados.

Pontos de Equilibrio

Considerando condigdes particulares para as
variaveis de Andoyer e de Delaunay para um

satélite simétrico.

Dados orbitais e geométricos

u = 3,986003 x10% km?3/s2

| = 0,5533 rad
e =0,01617
a=6,95964 x103km
M = 11550 kg

A =B =1,0307 x10 kg km?
C =3,9499 x 10 'kg km?

Variaveis de Andoyer (Pontos de Equilibrio)

L, =-5.1699491 82527x10 ** kg m?s™’
L, = 7.5190812 623841x10 *kg m?s~"
L; = —5.40661562 0528x10 94 kg m?s™

l ="rad
2

l, = 7.85566178 6621x10 ' rad
I3 = -5.5402778 35686x10 *'rad

Varidaveis de Delaunay

L=yua =0
G=LyV1-¢? g=
h

H=Gcosl

A primeira condigdo ¢é satisfeita, ja que os
autovalores sdo imaginarios puros.
Com a obten¢ao da Forma Normal até 4* ordem,

identificamos os coeficientes Bsu e al

necessarios para verificar se as outras duas
condigdes impostas pelo teorema de estabilidade
estdo satisfeitas. Assim analisamos a estabilidade
do movimento rotacional com o gradiente de
gravidade, verificando que para os pontos de
equilibrio em questdo temos um movimento
ESTAVEL.

Para o caso em questdo, a obten¢do da forma
normal até 4* ordem foi suficiente para analisarmos
a estabilidade, ndo sendo necessario encontrar
ordens superiores.
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