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Resumo – Este trabalho trata do problema de análise de estabilidade de sistemas lineares incertos descritos na

forma politópica através do uso de funções de Lyapunov quadráticas que dependem linearmente dos parâmetros

incertos. É proposto um procedimento sistemático para gerar famı́lias de testes de estabilidade, que se verifica-

dos, fornecem uma função de Lyapunov dependente de parâmetros que garante a estabilidade de todo o domı́nio

de incerteza. A cada passo, um conjunto de condições baseadas em desigualdades matriciais lineares fornecem

condições suficientes para a existência de uma função de Lyapunov linearmente dependente do parâmetro que

garante a estabilidade. A necessidade é atingida assintoticamente através de uma relaxação baseada na genera-

lização do Teorema de Pólya para o caso de funções polinomiais com coeficientes matriciais. Sistemas cont́ınuos

no tempo são abordados, como demonstrado através de exemplos numéricos.

1 Introdução

A estabilidade de conjuntos compactos é um as-
sunto que há tempos vem recebendo grandes es-
forços de pesquisa principalmente por apresentar
uma vasta gama de aplicações em áreas como al-
gebra linear e sistemas de controle. Uma atenção
especial tem sido dedicada à investigação da esta-
bilidade Hurwitz e Schur de politopos de matrizes
usando a teoria de Lyapunov, que tem fornecido
ferramentas numéricas eficientes e pode ser facil-
mente estendida para tratar uma grande variedade
de problemas similares. Por meio desta aborda-
gem, a estabilidade de uma matriz A ∈ IRn×n pode
ser atestada por meio de uma função de Lyapunov
v(x) : IRn → IR (usualmente quadrática em x) tal
que v(x) > 0 e v̇(x) < 0 para todo x 6= 0, x ∈ IRn.
A análise da estabilidade de matrizes pertencentes
a conjuntos compactos permite inferir sobre a esta-
bilidade de sistemas lineares descritos por equações
diferenciais ou a diferenças em termos das variáveis
de estado.

O uso de funções de Lyapunov para avaliar a
estabilidade de um politopo de matrizes permite
que procedimentos de otimização possam ser ex-
pressados na forma de desigualdades matriciais li-
neares (em inglês, “Linear Matrix Inequalities” –
LMIs). Dentro da abordagem LMI, a estabilidade
pode ser verificada através de problemas de oti-
mização convexos que podem ser resolvidos de ma-
neira eficiente por algoritmos de tempo polinomial
[6], [16]. A estabilidade quadrática, i.e., o uso de
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uma função de Lyapunov quadrática v(x) = x′Px,
sendo P uma matriz simétrica definida positiva fixa
que não depende da incerteza, fornece uma condição
suficiente simples em termos de um conjunto de
LMIs descritas somente nos vértices do politopo.
A existência de uma solução fact́ıvel garante a esta-
bilidade de todo o domı́nio de incerteza. Em siste-
mas de controle, a estabilidade quadrática tem sido
usada como o ponto de partida para tratar de di-
versos problemas como controle e filtragem robusta
incluindo critérios como H2 e H∞ (veja [2] e re-
ferências). Os resultados baseados na estabilidade
quadrática são especialmente adequados para tra-
tar de sistemas cujos parâmetros incertos variam
no tempo. No contexto de sistemas com parâmetros
incertos invariantes no tempo, os resultados podem
ser muito conservadores.

Funções de Lyapunov que dependem linearmente
dos parâmetros incertos v(x) = x′P (α)x, sendo que
P (α) depende de forma linear em α, têm sido usa-
das para reduzir o conservadorismo na avaliação da
estabilidade de politopos de matrizes. Em [7], a
factibilidade de um conjunto de LMIs com variáveis
extras fornece um conjunto de matrizes de Lyapu-
nov cuja combinação convexa garante a estabilidade
Hurwitz do politopo. O caso Schur é apresentado
em [4] e a generalização para tratar da estabilidade
de qualquer região convexa no plano complexo á
apresentada em [10].

Explorando a estrutura algébrica da condição de
Lyapunov aplicada a uma matriz genérica dentro do
politopo, condições suficientes para a existência de
uma matriz de Lyapunov dependente de parâmetros
que garante a estabilidade do politopo são apresen-



tadas em [12] (caso Schur) e [13] (caso Hurwitz). As
condições em [12], [13] são, em geral, menos conser-
vadoras que as condições apresentadas em [4], [7],
[10], e todas contêm a estabilidade quadrática como
caso particular. Uma comparação numérica entre
essas condições pode ser encontrada em [5] e um
resultado mais geral pode ser encontrado em [9],
que apresenta resultados menos conservadores in-
troduzindo variáveis extras que também dependem
linearmente dos parâmetros.

O objetivo deste trabalho é investigar a estabili-
dade Hurwitz de um politopo de matrizes através da
existência de uma função de Lyapunov linearmente
dependente de parâmetros. Usando o resultado de
[13] como ponto de partida é definida uma famı́lia
de LMIs de precisão crescente que fornece resulta-
dos cada vez menos conservadores. O número de
variáveis de decisão permanece constante, sendo de-
terminado pelo número de vértices do politopo e
pela ordem das matrizes, e o número de LMIs au-
menta a cada passo. Sempre que uma função de
Lyapunov linearmente dependente de parâmetros
existe, a necessidade é atingida através do proce-
dimento de relaxação proposto. As condições pro-
postas podem ser vistas como uma extensão do Te-
orema de Pólya aplicado a funções polinomiais com
coeficientes matriciais [8]. Esta estratégia foi usada
em [15], [14] para análise de estabilidade e em ou-
tros contextos envolvendo programação copositiva
(veja [3]). Os resultados são ilustrados por meio de
exemplos numéricos.

2 Notação

O śımbolo (′) indica transposição; P > 0 (≥ 0)
significa que P é simétrica (semi) definida posi-
tiva. λmax(P ) indica o máximo e λmin(P ) o mı́nimo
autovalor da matriz P . IR representa o conjunto
dos número reais, Z+ o conjunto dos inteiros não
negativos {0, 1, 2, . . .} e M ! denota fatorial , i.e.
M ! = M(M − 1)(M − 2) · · · (2)(1) para M ∈ Z+

com 0! = 1. N é usado para indicar o número de
vértices de um politopo e também a dimensão do
vetor α associado a uma matriz genérica dentro do
politopo.

3 Preliminares

Considere o politopo de matrizes reais definido por

A ,

{

A(α) : A =

N∑

i=1

αiAi ; α ∈ ∆N

}

(1)

sendo N o número de vértices e ∆N representado o
simplex unitário , i.e.

∆N =
{

α ∈ IRN ;

N∑

i=1

αi = 1 ; αi ≥ 0
}

O objetivo deste trabalho é fornecer condições
necessárias e suficientes computacionalmente veri-
ficáveis tais que uma matriz de Lyapunov simétrica
definida positiva que dependente linearmente dos
parâmetros dada por

P (α) =
N∑

i=1

αiPi ; α ∈ ∆N (2)

com Pi = P ′

i > 0, i = 1, . . . , N a serem determi-
nadas, garante a estabilidade Hurwitz de A através
do uso da função de Lyapunov v(x) = x′P (α)x.

O próximo lema fornece condições necessárias e
suficientes para a estabilidade Hurwitz de A em ter-
mos de uma função de Lyapunov que depende de
maneira genérica dos parâmetros P (α) = P (α)′ >
0. Entretanto, as condições devem ser satisfeitas
para todo α ∈ ∆N , resultando em um problema de
dimensão infinita.

Lema 1 O conjunto A é Hurwitz estável se e so-
mente se existir uma matriz simétrica definida posi-
tiva que depende de forma arbitrária dos parâmetros
P (α) ∈ IRn×n tal que uma das seguintes condições
equivalentes são satisfeitas ∀ α ∈ ∆N :

(a) Γ(α) , A(α)′P (α) + P (α)A(α) < 0

(b) Γd(α) , (α1+. . .+αN )dΓ(α) < 0; ∀ d ∈ Z+

A condição (a) é obtida diretamente por meio do
uso de v(x) = x′P (α)x como uma função de Lya-
punov associada à equação diferencial ẋ = A(α)x.
Para qualquer α ∈ ∆N fixo e para todo d ∈ Z+, a
equivalência entre (a) e (b) é imediata pois α ∈ ∆N

implica que (
∑N

i=1 αi)
d = 1 para todo d ∈ Z+. Note

que P (α) no Lema 1 não tem uma estrutura es-
pecial e a verificação da estabilidade é baseada na
existência de uma matriz de Lyapunov definida po-
sitiva para qualquer escolha de α ∈ ∆N , que é um
resultado bem conhecido.

Por exemplo, impondo P (α) = P na condição
(a) do Lema 1, tem-se a condição de estabilidade
quadrática. Entretanto, a estabilidade quadrática é
somente uma condição suficiente para estabilidade
Hurwitz de A.

O objetivo principal neste artigo é investigar
condições necessárias e suficientes para a existência
de P (α) dada por (2), uma classe de funções de Lya-
punov que fornece resultados menos conservadores
para a análise de estabilidade A do que a estabi-
lidade quadrática. As propriedades algébricas da
condição (b) do Lema 1, que define uma famı́lia de
polinômios cujo número de monômios é parametri-
zado por d ∈ Z+, serão usadas para fornecer uma
caracterização completa da existência de P (α) dada
por (2) garantindo a estabilidade Hurwitz de A em
termos de LMIs formuladas nos vértices de A.

Antes de apresentar os resultados principais, al-
gumas definições e resultados preliminares são ne-



cessários. Define-se K(d) como o conjunto das
N -uplas obtidas como todas as posśıveis com-
binações de k1k2 · · · kN , ki ∈ Z+, i = 1, . . . , N
tais que k1 + k2 + · · · + kN = d. Kℓ(d) é a
ℓ-ésima N -upla de K(d) que é ordenado lexica-
mente, ℓ = 1, . . . , J(d). Para um N fixo, o
número de elementos em K(d) é dado por J(d) =
(N + d − 1)!/(d!(N − 1)!) e os coeficientes mul-
tinomiais padrões são Cℓ(d) = d!/(k1!k2! · · · kN !),
k1k2 · · · kN = Kℓ(d), ℓ = 1, . . . , J(d). Como exem-
plo, considere N = 3 e d = 2, que fornece J(2) = 6,
K(2) = {002, 011, 020, 101, 110, 200} e os coeficien-
tes Cℓ(d) = {1, 2, 1, 2, 2, 1}.

Considere também os coeficientes multinomiais
modificados usados neste trabalho: Cℓ

i (d, a) =
d!/(k1! · · · (ki−a)! · · · kN !), se ki−a ∈ Z+, ou 0 caso
contrário; Cℓ

ij(d, a, b) = d!/(k1! · · · (ki − a)! · · · (kj −
b)! · · · kN )!, se ki − a ∈ Z+, kj − b ∈ Z+, ou
0 caso contrário; Cℓ

ijℓ(d, a, b, c) = d!/(k1! · · · (ki −
a)! · · · (kj − b)! · · · (kℓ − c)! · · · kN )!, se ki − a ∈
Z+, kj − b ∈ Z+, kℓ − c ∈ Z+, ou 0 caso contrário,
todos dependendo de k1k2 · · · kn = Kℓ(d), ℓ =
1, . . . , J(d).

O próximo teorema é conhecido na literatura
como Teorema de Pólya [8].

Teorema 1 Seja F (α) , F (α1, α2, . . . , αN ) um
polinômio homogêneo real que é positivo ∀α ∈ ∆N .
Então para um d ∈ Z+ suficientemente grande, o
produto

(α1 + α2 + . . . + αN )dF (α)

tem todos seus coeficientes estritamente positivos.

Recentemente, um limitante para o valor de d,
mais preciso que outros resultados da literatura, foi
apresentando em [11].

Teorema 2 Seja

F (α) =

J(g)
∑

ℓ=1

Cℓ(g)βℓα
k1

1 αk2

2 · · ·αkN

N ;

k1k2 · · · kN = Kℓ(g)

uma função polinomial homogênea de grau g que é
positiva em ∆N . O polinômio

(α1 + α2 + · · · + αN )dF (α)

tem coeficientes positivos se

d >
g(g − 1)L

2κ
− g

sendo que

L = max{|βℓ|, ℓ = 1, . . . , J(g)} ;

κ = min
α∈∆N

F (α)

Na próxima seção, os principais resultados deste
trabalho são apresentados. A prova da convergência
assintótica para a necessidade é baseada na genera-
lização do Teorema 2 para o caso de funções poli-
nomiais homogêneas com coeficientes matriciais.

4 Resultados Principais

Nesta seção é mostrado como construir uma seqüen-
cia de condições LMI de precisão crescente de modo
a assegurar a existência de uma matriz de Lyapunov
linearmente dependente de parâmetros P (α) dada
por (2) que garante a estabilidade Hurwitz de A.

Note que, quando P (α) é dada por (2), o lado
esquerdo da condição (a) do Lema 1 pode ser escrito
como

Γ(α) = A(α)′P (α) + P (α)A(α) =

N∑

i=1

α2
i

(
A′

iPi + PiAi

)

︸ ︷︷ ︸

THi

+

+
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj

(
A′

iPj + PjAi + A′

jPi + PiAj

)

︸ ︷︷ ︸

THij

(3)

Uma maneira simples de garantir a estabilidade
Hurwitz de A pode ser obtida impondo que Pi =
P ′

i > 0 deve ser tal que THi
< 0 e THij

< 0,
i = 1, . . . , N , j = i + 1, . . . , N . Claramente, esse
procedimento é suficiente para garantir que P (α)
dada por (2) é uma função de Lyapunov linear-
mente dependente de parâmetros satisfazendo o
Lema 1. Esta idéia, primeiramente explorada em
[13], introduz algum conservadorismo pois, embora
a existência de Pi = P ′

i > 0 tal que THi
< 0 seja

uma condição necessária para a estabilidade de A
(os vértices devem ser estáveis), THij

não necessa-
riamente precisa ser definido negativo para garantir
que a soma total é definida negativa.

Observe que (3) representa uma função polino-
mial homogênea com coeficientes matriciais de grau
dois nos parâmetros α. Usando o lado esquerdo da
condição (b) do Lema 1, polinômios de graus maio-
res podem ser obtidos, fornecendo para um d ∈ Z+

genérico

Γd(α) =

J(d+2)
∑

ℓ=1

Tℓ αk1

1 αk2

2 · · ·αkN

N ;

Tℓ =
( N∑

i=1

Cℓ
i (d, 2)THi

+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

Cℓ
ij(d, 1, 1)THij

)

k1k2 · · · kN = Kℓ(d + 2) (4)

que é um polinômio homogêneo de grau d + 2. Na
seqüencia, o resultado principal deste trabalho é
apresentado.

Teorema 3 Uma matriz de Lyapunov linear-
mente dependente de parâmetros P (α) dada por (2)
garante a estabilidade Hurwitz de A se e somente
se existirem matrizes simétricas definidas positivas
Pi, i = 1, . . . , N e um d suficientemente grande tais



que, para ℓ = 1, . . . , J(d+2), as seguintes LMIs são
satisfeitas

Tℓ =

N∑

i=1

Cℓ
i (d, 2)THi

+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

Cℓ
ij(d, 1, 1)THij

< 0

k1k2 · · · kN = Kℓ(d + 2) (5)

Prova: Suficiência. É imediato mostrar que, se
existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi,
i = 1, . . . , N e um d ∈ Z+ tais que (5) é satisfeita
para ℓ = 1, . . . , J(d + 2) então, a partir da equação
(4), pode-se concluir que as condições do Lema 1
são verificadas.

Necessidade: Definindo

L , max
ℓ=1,...,J(2)

λmax(−Tℓ); κ , min
α∈∆N

λmin(−Γ(α))

é claro que para qualquer vetor w tal que w′w = 1
tem-se que

L ≥ max
ℓ=1,...,J(2)

w′(−Tℓ)w; min
α∈∆N

w′(−Γ(α))w ≥ κ

Escolhendo d ∈ Z+ tal que d ≥ U/L − 2, o Teo-
rema 2 garante que todos os coeficientes w′(−Tℓ)w,
ℓ = 1, . . . , J(d + 2) do polinômio w′(−Γd(α))w
são positivos. Como a escolha de w é arbitrária,
conclui-se que todas as LMIs Tℓ, ℓ = 1, . . . , J(d+2)
são definidas negativas.

A principal idéia do Teorema 3 é simplesmente
explorar a positividade de α ∈ ∆N , impondo que
cada termo de (5) seja definido negativo para ga-
rantir que Γd(α) < 0. À medida que d cresce,
um número maior de LMIs que são cada vez menos
conservadoras precisa ser verificado. Uma solução
fact́ıvel Pi = P ′

i > 0, i = 1, . . . , N para qualquer
d fixo é suficiente para assegurar que Γd(α) < 0 e
também é fact́ıvel para valores maiores do que d.
Note que o número de variáveis escalares é dado
por N(n + 1)n/2 (número de elementos das matri-
zes simétricas Pi, i = 1, . . . , N) e não depende de
d. Sempre que existir uma função de Lyapunov li-
nearmente dependente de parâmetros dada por (2)
tal que Γ(α) < 0, o procedimento de relaxação con-
verge para a necessidade à medida que d aumenta.
O resultado pode ser visto como uma generalização
do Teorema de Pólya para o caso de funções poli-
nomiais com coeficientes matriciais. A cômputo de
um limitante exato para d, entretanto, não pode ser
obtido a partir do Teorema 2, pois os coeficientes
do polinômio original (considerando-se d = 0) são
expressões matriciais a serem determinadas, impos-
sibilitando o cálculo de L e κ.

Vale a pena mencionar que o caso d = 0 for-
nece uma condição suficiente que é equivalente às
condições apresentadas em [13]. Note também que,
como discutido em [1], uma caracterização completa
da estabilidade Hurwitz de um politopo A pode ne-
cessitar, no caso geral, funções de Lyapunov com
dependência polinomial nos parâmetros.

5 Estudo de caso: N = 2

Considere que as condições do Teorema 3 são apli-
cadas ao politopo A com N = 2 vértices. Neste
caso,

TH1
= A′

1P1 + P1A1; TH2
= A′

2P2 + P2A2

TH12
= A′

1P2 + P2A1 + A′

2P1 + P1A2

Então, para d = 0, o número de LMIs é J(2) = 3,
K(2) = {02, 11, 20} e as LMIs são

TH1
< 0; TH2

< 0 (6)

que são condições necessárias e

TH12
< 0 (7)

Para d = 1, o número de LMIs é J(3) = 4, K(3) =
{03, 12, 21, 30} e as LMIs são (6) e

TH1
+ TH12

< 0; TH2
+ TH12

< 0 (8)

Note que uma solução fact́ıvel para (6)-(7) também
é fact́ıvel para (6)-(8), mas o contrário não é ver-
dade, pois a condição (7) é mais restritiva do que
(8). Para d = 2, o número de LMIs é J(4) = 5,
K(4) = {04, 13, 22, 31, 40} e as LMIs são (6) e

2TH1
+ TH12

< 0; TH1
+ TH2

+ 2TH12
;

2TH2
+ TH12

< 0

e assim por diante. É importante enfatizar que a
existência de P1 = P ′

1 > 0 e P2 = P ′

2 > 0 sa-
tisfazendo as LMIs (6) é uma condição necessária
para a estabilidade e que as novas LMIs são obti-
das como combinações lineares de TH1

, TH2
e TH12

.
Isto também é verdade para valores maiores de N ,
i.e. a existência de Pi = P ′

i > 0 tal que THi
< 0,

i = 1, . . . , N é uma condição necessária para a es-
tabilidade Hurwitz de A (estabilidade dos vértices)
e as novas LMIs são escritas como combinações li-
neares de THi

e THij
. À medida que d aumenta, as

novas LMIs tornam-se mais fáceis de serem satisfei-
tas e, se uma função de Lyapunov linearmente de-
pendente de parâmetros que garante a estabilidade
Hurwitz existe, a necessidade é alcançada assintoti-
camente.

6 Exemplos Numéricos

Para ilustrar como o processo de relaxação evolui
à medida que d aumenta, dois exemplos são consi-
derados. O primeiro trata da estabilidade Hurwitz
de um politopo de matrizes de ordem n = 3 com
N = 2 vértices descritos por

A1 =





−0.1938 0.3961 −0.7104
0.0374 0.0988 −0.9082
0.4803 −0.2257 −0.4496



 ; (9)

A2 =





−0.6343 0.1343 −0.9079
−0.7179 −0.6443 −0.2978
0.3733 −0.4191 0.3495



 ; (10)



Usando o procedimento de relaxação do Teorema 3,
a função de Lyapunov dependente de parâmetros
v(x) = x′(α1P1 +α2P2)x, α1 +α2 = 1, com vértices

P1 =





6211.6256 −4246.4071 797.1301
−4246.4071 4617.7169 −2728.6439
797.1301 −2728.6439 5404.0494



 ;

P2 =





7210.8648 −2695.7239 5518.3903
−2695.7239 2515.4775 −3599.9506
5518.3903 −3599.9506 10281.6470



 ;

foi obtida para d = 6. A Tabela 1 mostra o λmax

de Tℓ dado por (5), ℓ = 1, . . . , J(d + 2). Note que
os valores nos vértices, dados respectivamente pelo
maior autovalor de A′

1P1 + P1A1 e A′

2P2 + P2A2,
são mantidos enquanto os outros evoluem até todos
os termos tornarem-se negativos. Veja também a
Figura 1 na qual o maior valor de cada linha da Ta-
bela 1 foi plotado em função de d, ilustrando como
todos os coeficientes matriciais tornam-se definidos
negativos.
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Figura 1: Máximo de λmax de Tℓ dado por (5) em
função de d = 0, . . . , 6 para a análise de estabilidade
do politopo descrito pelos vértices (9)-(10).

Como segundo exemplo considere um politopo de
N = 3 vértices descritos por

A1 =





−0.0996 0.9846 −0.4496
−0.9045 −0.0387 0.9657
0.6933 −0.7612 −0.4179



 ; (11)

A2 =





−0.4061 0.9017 −0.3194
−0.3740 −0.1498 0.5358
−0.4592 −0.5424 −0.3608



 ; (12)

A3 =





−0.6327 −0.3142 0.8716
0.6263 −0.6932 0.9598
−0.0090 −0.9367 0.3422



 ; (13)

Todos os coeficientes matriciais tornam-se definidos
negativos para d = 4, fornecendo a função de Lya-
punov dependente de parâmetros

v(x) = x′(α1P1 + α2P2 + α3P3)x; α ∈ ∆N

descrita pelos vértices

P1 =





0.2125 −0.0922 −0.1425
−0.0922 0.2555 −0.0179
−0.1425 −0.0179 0.2127



 ;

P2 =





0.3590 0.0932 0.0335
0.0932 0.6263 0.0476
0.0335 0.0476 0.5642



 ;

P3 =





0.2062 0.0694 −0.0249
0.0694 0.5477 −0.2869
−0.0249 −0.2869 0.8296





A Figura 2 mostra o máximo de λmax de Tℓ

dado por (5), ℓ = 1, . . . , J(d + 2) em função de
d = 0, . . . , 4. Note que, sempre que uma função de
Lyapunov linearmente dependente de parâmetros
existe, a convergência é garantida pelo Teorema 2.
Infelizmente, nada pode ser dito sobre a evolução
do máximo de λmax de Tℓ, dado por (5), ℓ =
1, . . . , J(d + 2). (Não existe garantia de um decres-
cimento monotônico).
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Figura 2: Máximo de λmax of Tℓ, dado por (5),
ℓ = 1, . . . , J(d + 2), como função de d = 0, . . . , 4
para a análise de estabilidade do politopo descrito
pelos vértices (11)-(13).

7 Conclusão

Um procedimento de relaxação foi proposto para
construir uma seqüência de condições LMI garan-
tindo a existência de uma função de Lyapunov line-
armente dependente de parâmetros para a estabili-
dade Hurwitz de um politopo de matrizes. A me-
dida que o número de LMIs aumenta, as condições
suficientes tornam-se também necessárias para a
existência de tal função. Os resultados podem ser
facilmente estendidos para tratar o caso Schur e
outros problemas na área de controle baseados na
existência de funções de Lyapunov que dependem
linearmente dos parâmetros.



Tabela 1: Evolução de λmax de Tℓ dado por (5), ℓ = 1, . . . , J(d + 2), para d = 0, . . . , 6 na análise de
estabilidade do politopo descrito pelos vértices (9)-(10).

d λmax(Tℓ)
0 −0.024 3.175 0.718 −0.006
1 −0.024 1.464 0.605 0.378 −0.006
2 −0.024 −0.195 1.519 0.191 0.164 −0.006
3 −0.024 −1.737 1.250 0.643 0.222 0.020 −0.006
4 −0.024 −3.008 −0.491 1.252 0.111 0.228 −0.083 −0.006
5 −0.024 −3.814 −3.692 0.479 0.277 −0.066 0.144 −0.161 −0.006
6 −0.024 −4.219 −8.241 −3.281 −0.242 −0.910 −0.114 −0.029 −0.223 −0.006
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