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1 Resumo

Quando se aplica um método de projeção às
equações de Navier-Stokes em três dimensões,
obtém-se uma equação desacoplada para a
pressão do tipo

∇ ·
(

w(x, y, z)∇φ(x, y, z)
)

= f(x, y, z), (1)

onde (x, y, z) ∈ Ω, w(x, y, z) = 1
ρ(x,y,z) , e ρ é a

densidade do fluido.
A equação diferencial parcial elı́ptica (1),

com condições de contorno gerais, é soluci-
onada numericamente no domı́nio Ω discreti-
zado empregando-se uma malha espacial na qual
regiões de interesse são refinadas localmente
([1],[2],[7]), concentrando dessa forma o esforço
computacional onde ele é mais necessário. O
sistema de equações lineares gerado é resolvido
através de duas técnicas multinı́vel-multigrid: o ci-
clo V e o ciclo W ([3],[8]).

2 Abstract

When we applied a projection method to the
three-dimensional Navier-Stokes equations, we
get a disacoupled equation to the pressure of type

∇ ·
(

w(x, y, z)∇φ(x, y, z)
)

= f(x, y, z), (2)

where (x, y, z) ∈ Ω, w(x, y, z) = 1
ρ(x,y,z) , and ρ is

the density of the fluid.
The elliptic partial differential equation (2), with

general boundary conditions, is numerically sol-
ved in the domain Ω using spatial meshes in
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which regions of special interest are locally re-
fined ([1],[2],[7]), thus concentrating the compu-
tational effort where is more necessary. The li-
near system of equations generated is resolved by
two multilevel-multigrid techniques: V-cycle and W-
cycle ([3],[8]).

3 Introdução

As equações de Navier-Stokes

ρ

(

∂u

∂t
+ u · ∇u

)

= −∇p+ ∇ · µ(∇u + ∇u
T ) + F,

(3)
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0, (4)

regem o escoamento de fluidos, o que permite
simular vários fenômenos naturais como também
processos industriais.

Nessas equações, u é o campo de velocidade,
p é um escalar para a pressão, ρ é a densidade de
massa, µ é a viscosidade, T representa o operador
transposto e F é um termo forçante.

Ao se aplicar um método de projeção ([9]) às
equações (3) e (4) em três dimensões, obtém-se
uma equação para a pressão como a que segue:

∇ ·

(

1

ρ(x, y, z)
∇φ(x, y, z)

)

= f(x, y, z). (5)

A equação diferencial parcial elı́ptica (5)
é solucionada numericamente empregando-se
diferenças finitas em um domı́nio computacional
tridimensional Ω, com condições de contorno do
tipo Dirichlet, Neumann e/ou periódica.

Quando se adota somente condições de Neu-
mann na fronteira, é importante verificar se a
condição de integrabilidade ([13]) para a equação



(5) é satisfeita. Esta condição é dada pela relação
a seguir:

para ∇ ·

(

1

ρ
∇φ

)

= f em Ω

com g =
∂φ

∂η
em ∂Ω

∫∫∫

Ω

f =

∫∫

∂Ω

g

4 Refinamento localizado

Na discretização do domı́nio espacial Ω, utiliza-
mos o refinamento localizado, ou seja, ao invés de
refinarmos a malha em todo o domı́nio, apenas as
regiões de interesse (vorticidade, gradientes ele-
vados, etc) têm o passo espacial em cada direção
dividido pela metade (a razão de refinamento em-
pregada é sempre dois). Esta estratégia pode re-
duzir consideravelmente o esforço computacional
na resolução das equações (3)-(4) e (5).

O refinamento inicia com a identificação dos
pontos da região de interesse no nı́vel fı́sico
mais fino. As rotinas desenvolvidas por Berger
([1],[2],[7]) são então utilizadas para gerar os clus-
ters e definir as malhas nos demais nı́veis fı́sicos.

Para exemplificar, as Figuras 1 a 6 mostram as
malhas obtidas para o seguinte caso:
Ω = [−4, 4]× [−2, 2]× [−1, 1]
Número de nı́veis fı́sicos: NPL = 3
Número de nı́veis virtuais: NV L = 4
Número total de nı́veis: NL = NPL+NV L

Malhas no nı́vel fı́sico mais fino: [−4,−2]×[−2, 0]×
[−1, 0], [0, 3] × [−1, 1] × [0, 0.5], [0, 1] × [−1, 1] ×
[−0.5, 0]
Passo espacial no nı́vel fı́sico mais fino: ∆x = 8

27 ,
∆y = 4

27 , ∆z = 2
27

Número de células computacionais em cada
direção no primeiro nı́vel virtual: 2 × 2 × 2
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Figura 1: Malhas do terceiro nı́vel fı́sico
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Figura 2: Malhas do segundo nı́vel fı́sico
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Figura 3: Malha do primeiro nı́vel fı́sico
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Figura 4: Corte em x=0.2
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Figura 5: Corte em y=0
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Figura 6: Corte em z=0

5 Multinı́vel-multigrid

O emprego de malhas bloco-estruturadas con-
duz naturalmente a técnicas multigrid para soluci-
onar o sistema de equações lineares gerado na
discretização espacial do domı́nio Ω.

Utilizamos duas técnicas multinı́vel-multigrid
para amortecer as altas freqüências do resı́duo: o
ciclo V e uma adaptação do ciclo W ([3],[8]). As Fi-
guras 7 e 8 ilustram as duas estratégias para cinco
nı́veis.
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Figura 7: Ciclo V
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Figura 8: Ciclo W adaptado

Nas Figuras 7 e 8, entenda-se por nı́vel fı́sico o

domı́nio Ω e os nı́veis de refinamento. O domı́nio
Ω representa assim o nı́vel fı́sico mais grosso.
Nı́vel virtual é todo nı́vel abaixo do nı́vel fı́sico mais
grosso.

Desde o nı́vel fı́sico mais fino, a solução da
equação (5) é tratada como um problema de
correção, isto é

φ = φnum + ψ, (6)

sendo φnum a solução numérica e ψ a correção.
Substituindo-se (6) em (5), obtém-se:

∇ ·

(

1

ρ
∇ (φnum + ψ)

)

= f

∇ ·

(

1

ρ
∇ψ

)

= f −∇ ·

(

1

ρ
∇φnum

)

∇ ·

(

1

ρ
∇ψ

)

= r, (7)

na qual r corresponde ao resı́duo.
Para a equação (7), as condições de contorno

são sempre homogêneas e as variáveis ρ e ψ são
calculadas no centro das células computacionais.

Na restrição (operação de descida no multi-
grid), adotamos uma média simples e no prolon-
gamento (operação de subida no multigrid), uma
interpolação trilinear. A correção ψ é relaxada
através de um Gauss-Seidel red-black.

6 Testes numéricos

Nos testes apresentados a seguir, relaxamos a
correção uma vez na descida e uma vez na subida.
No primeiro nı́vel virtual, ao invés de determinar-
mos a solução exata do sistema liner, a correção é
relaxada seis vezes. O critério de parada adotado
é

‖ Res ‖∞< 10−8,

onde Res representa o resı́duo.

1. Teste 1
φ(x, y, z) = 2x3 − 3y3 + z3

ρ(x, y, z) = 200x2 + 200y2 + 200z2 + 1

f(x, y, z) =
−2400x3 + 3600y3 − 1200z3

(200x2 + 200y2 + 200z2 + 1)2
+

+
12x− 18y + 6z

200x2 + 200y2 + 200z2 + 1

Ω = [0, 1] × [0, 1]× [0, 1]
Número de nı́veis fı́sicos: NPL = 2
Número de nı́veis virtuais: NV L = 3, 4, 5
Número total de nı́veis: NL = NPL + NV L

Malha no nı́vel fı́sico mais fino: [0, 0.5] ×
[0, 0.3]× [0, 0.6]
Passo espacial no nı́vel fı́sico mais fino: H =
∆x = ∆y = ∆z = 1

2NPL+NV L

Número de células computacionais em cada
direção no primeiro nı́vel virtual: 2 × 2 × 2



NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
3 11 8.89x10−9 2.536212x10−3

4 12 4.19x10−9 6.513105x10−4 3.89
5 13 3.38x10−9 1.641978x10−4 3.97

Tabela 1: Teste 1 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)
no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
3 11 7.56x10−9 2.536212x10−3

4 12 3.10x10−9 6.513105x10−4 3.89
5 13 3.20x10−9 1.641978x10−4 3.97

Tabela 2: Teste 1 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos W (WC)
no multigrid

NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
3 19 5.91x10−9 2.459094x10−5

4 21 4.38x10−9 6.146801x10−6 4.00
5 22 7.28x10−9 1.536684x10−6 4.00

Tabela 3: Teste 1 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)

no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
3 16 6.92x10−9 2.459094x10−5

4 17 3.41x10−9 6.146801x10−6 4.00
5 17 6.29x10−9 1.536684x10−6 4.00

Tabela 4: Teste 1 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos W

(WC) no multigrid

2. Teste 2
φ(x, y, z) = cos(2πx)cos(2πy)cos(2πz)
ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 1

f(x, y, z) =
4πxsin(2πx)cos(2πy)cos(2πz)

(x2 + y2 + z2 + 1)
2 +

+
4πycos(2πx)sin(2πy)cos(2πz)

(x2 + y2 + z2 + 1)
2 +

+
4πzcos(2πx)cos(2πy)sin(2πz)

(x2 + y2 + z2 + 1)2
+

−
12π2cos(2πx)cos(2πy)cos(2πz)

x2 + y2 + z2 + 1

Ω = [0, 1]× [0, 1] × [0, 1]
Número de nı́veis fı́sicos: NPL = 3
Número de nı́veis virtuais: NV L = 2, 3, 4
Número total de nı́veis: NL = NPL + NV L

Malha no nı́vel fı́sico mais fino: [0, 0.5] ×
[0, 0.3]× [0, 0.6]
Passo espacial no nı́vel fı́sico mais fino: H =
∆x = ∆y = ∆z = 1

2NP L+NV L

Número de células computacionais em cada
direção no primeiro nı́vel virtual: 2 × 2 × 2

NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 15 4.87x10−9 2.123964x10−2

3 16 3.19x10−9 5.459181x10−3 3.89
4 16 5.57x10−9 1.410759x10−3 3.87

Tabela 5: Teste 2 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)
no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 15 6.70x10−9 2.123964x10−2

3 16 4.69x10−9 5.459181x10−3 3.89
4 16 6.50x10−9 1.410759x10−3 3.87

Tabela 6: Teste 2 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos W (WC)
no multigrid

NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 23 6.16x10−9 1.342577x10−11

3 24 6.71x10−9 1.598884x10−5

4 25 6.34x10−9 3.655229x10−6 4.37

Tabela 7: Teste 2 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)

no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 23 3.71x10−9 1.369454x10−12

3 23 4.22x10−9 1.598884x10−5

4 22 9.04x10−9 3.655229x10−6 4.37

Tabela 8: Teste 2 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos W

(WC) no multigrid

3. Teste 3
φ(x, y, z) =

cos(π x+2

2 )sin(π y+1.8
1.8 )sin(π z+1.6

1.6 )
2π

ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 1
f(x, y, z) =
xsin(π x+2

2 )sin(π y+1.8
1.8 )sin(π z+1.6

1.6 )
2(x2+y2+z2+1)2

+

−
ycos(π x+2

2 )cos(π
y+1.8

1.8 )sin(π z+1.6
1.6 )

1.8(x2+y2+z2+1)2
+

−
zcos(π x+2

2 )sin(π
y+1.8

1.8 )cos(π z+1.6
1.6 )

1.6(x2+y2+z2+1)2
+

−
0.4746334877cos(π x+2

2 )sin(π
y+1.8

1.8 )sin(π z+1.6
1.6 )

x2+y2+z2+1

Ω = [−2, 2]× [−1.8, 1.8]× [−1.6, 1.6]
Número de nı́veis fı́sicos: NPL = 3
Número de nı́veis virtuais: NV L = 2, 3, 4, 5
Número total de nı́veis: NL = NPL + NV L

Malha no nı́vel fı́sico mais fino: [0, 0.5] ×
[0, 0.3]× [0, 0.6]
Passo espacial no nı́vel fı́sico mais fino:
∆x = 4

2NP L+NV L

∆y = 3.6
2NP L+NV L

∆z = 3.2
2NPL+NV L

Número de células computacionais em cada
direção no primeiro nı́vel virtual: 2 × 2 × 2



NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 13 8.15x10−9 3.109265x10−3

3 15 2.99x10−9 8.632208x10−4 3.60
4 16 3.46x10−9 2.181267x10−4 3.96

Tabela 9: Teste 3 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)
no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 13 8.03x10−9 3.109265x10−3

3 15 2.90x10−9 8.632208x10−4 3.60
4 16 3.73x10−9 2.182670x10−4 3.95

Tabela 10: Teste 3 para condições de contorno de Diri-
chlet, ou seja g = φ em ∂Ω, e número de ciclos W (WC)
no multigrid

NVL VC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 59 8.28x10−9 1.797607x10−5

3 59 8.97x10−9 7.878647x10−6 2.28
4 62 9.43x10−9 3.543893x10−6 2.22
5 66 9.83x10−9 1.086447x10−6 3.26

Tabela 11: Teste3 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos V (VC)

no multigrid

NVL WC ‖Res‖∞ ‖φ− φnum‖2 R
2 68 8.39x10−9 1.797606x10−5

3 46 8.41x10−9 7.878634x10−6 2.28
4 27 9.12x10−9 3.543893x10−6 2.22
5 20 3.68x10−9 1.086447x10−6 3.26

Tabela 12: Teste3 para condições de contorno de Neu-
mann, ou seja g =

∂φ

∂η
em ∂Ω, e número de ciclos W

(WC) no multigrid

7 Conclusões

Nos testes numéricos apresentados, R corres-
ponde à razão entre as normas do erro absoluto
(‖φ− φnum‖2) em uma etapa de refinamento. O
que se espera é que

log2R −→ 2, (8)

sendo 2 a ordem da discretização empregada na
solução da equação (5).

A relação (8) caracteriza uma análise de con-
vergência baseada na extrapolação de Richardson
[11], sendo observada na maioria dos testes rela-
cionados anteriormente (R −→ 4).

Quando ∆x 6= ∆y 6= ∆z, nota-se que o número
de ciclos V ou W necessários para se atingir

‖ Res ‖∞< 10−8

aumenta. Neste caso, para amortecer ainda mais
as altas freqüências do resı́duo, poder-se-ia em-
pregar a relaxação por linha, o que implica na

solução de um sistema tridiagonal, ao invés da
relaxação adotada (Gauss-Seidel red-black).

Para condições de contorno do tipo Dirichlet, a
solução se comporta bem mesmo para grandes
variações de densidade. O mesmo já não ocorre
para condições de contorno do tipo Neumann, o
que também poderia ser contornado com o uso da
relaxação por linha.

Ao se comparar as estratégias V e W , o número
de ciclos é o mesmo para condições de contorno
de Dirichlet. Para condições de contorno de Neu-
mann, o número de ciclos W é muito menor que o
número de ciclos V quando ∆x 6= ∆y 6= ∆z.
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