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O presente trabalho tem por objetivo desenvolver
um modelo matematico que permita analisar a
flambagem das armaduras longitudinais em pilares
de concreto armado submetidos a carregamento
axial levando em conta o espagamento entre 0s
estribos, o diametro e arranjo dos estribos na se¢éo
transversal e o didmetro das armaduras
longitudinais. Para este propdsito um método
analitico para a avaliagdo da flambagem da
armadura longitudinal é proposto, considerando-se
as barras longitudinais restringidas pela rigidez axial
ou a flexdo dos estribos. Consideram-se duas formas
de modelagem da atuagdo dos estribos: como apoios
elasticos discretos e como base elastica continua. O
presente trabalho trata a coluna com um ou mais
modos de deformagdo, incluindo certas néo-
linearidades. Um possivel aperfeicoamento, no caso
de grande numero de barras longitudinais seria a
consideragdo  do  conjunto de  armaduras
longitudinais e transversais como uma grelha.
Apresenta-se neste trabalho a formulagdo adotada e
expressdes para a carga critica. Detalhes podem ser
obtidos no trabalho de Buffoni [2].

Para a consideracdo de grelha utilizou-se a
formulagdo de placas ortotropicas onde as
propriedades elasticas do material sdo diferentes em
todas as diregoes. Considerando-se que as diregdes
principais de ortotropia coincidem com o0s eixos
coordenados x e y, tem-se quatro constantes
elasticas (EX,Ey,vx,vy) que sdo requeridas para o

desenvolvimento das relacdes tensdo-deformacao
ortotropicas. A flexdo pura de uma placa retangular
¢ composta por momentos que sdo uniformemente
distribuidos ao logo dos lados da placa como
apresenta a Figura 1.
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Figura 1: Flexdo pura de placas.

O momento fletor por unidade de comprimento das
arestas paralelas ao eixo y € chamado de M, e o momento
fletor por unidade de comprimento das arestas paralelas
ao eixo x é chamado de M,. Esses momentos sdo
considerados  positivos quando eles produzem
compressdo na parte superior da placa e tragdo na parte
de inferior.

Considerando-se o elemento hachurado da placa na
Figura 1.b e supondo que durante a flexdo da placa, as
faces laterais deste elemento permanecem planas e
rotacionam em torno do eixo neutro n-n, permanecendo
normal a superficie deformada, conclui-se que o plano
médio da placa ndo sofre deformacdo durante a flexdo e
¢, portanto, uma superficie neutra. As curvaturas da
superficie neutra sdo dadas por:
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Dessa forma, as deformagdes unitarias nas dire¢des x e

vy de um elemento de lamina abcd na Figura 1.b podem
ser descritas como no caso de vigas e sdo dadas por:
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onde v, e v, sdo os coeficientes de Poisson.

Resolvendo-se (3) para o, € o, chega-se a:

o, = ; _]i"xvy (é} + Vy&‘y)
G}'_Ili}v (5 +V€) 4)

As expressdes dos momentos externos sao:
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M, =D, L+vxi )
: P, P

onde D, e D, sdo as rigidezes a flexdo da placa.

A deflexdo da placa ¢ denotada por w e as
expressoes para a curvatura da placa sdo andlogas as
formulas conhecidas da curvatura da viga e sdo
dadas por:
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Substituindo-se a expressdao (6) nos momentos

externos da expressdo (5) tem-se:
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Na flexdo pura quando uma placa ¢ fletida por
momentos de flexdo distribuidos uniformemente, M,
e M, como na Figura 1.a, A energia de deformagdo é
obtida calculando-se o trabalho realizado pelos
momentos M.dy e M,dx sobre o elemento durante a
flexdo da placa

Desde que os lados do elemento permanegam
planos, o trabalho realizado pelo momento M.dy ¢
obtido tomando-se a metade do produto do
momento ¢ o angulo entre os lados do elemento
apos a flexdo. —9°w/ox’ representa a curvatura da
placa no plano xz. O angulo correspondente aos
momentos M,dy & (—0°w/éx’)dx e o trabalho

realizado por esse momento ¢:
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Para o momento M,dx tem-se:
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O trabalho total € a energia potencial do elemento e
¢ dado por:
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Substituindo-se (7) em (10) chega-se a:
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A energia de deformacdo da placa pode ser obtida por

integragdo da expressdo (11).
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A energia U, devida a deformagdo no plano médio da
placa que ocorre por causa das forgas aplicadas neste

plano, N, N,e N,, é:

U, :é”(NS +N g, +N{»-}’U.yxdy (13)

Na discussdo de pequenas

deflexdes de placas,

considera-se N, N, e N,, como constantes. Aplicando-se
alguma carga lateral que produza flexdo na placa, tem-se
que os trés componentes nas diregdes x, y ¢ z do
deslocamento de algum ponto da superficie média da
placa durante a flex@o sdo u,v e w, respectivamente.
Considerando-se um elemento linear 4B do plano
como na Figura 2, nota-se que a deformacdo do elemento
devido o deslocamento u na direcdio x ¢ igual a
(Ou/éx)dx . A deformagdo do mesmo elemento devida ao

deslocamento w ¢ é(@w/@x)zdx. Dessa forma a

deformac@o unitaria nas dire¢des x e y de um elemento
do plano médio da placa sdo, respectivamente:
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Figura 2: Elemento linear.

Desprezando a deformagdo que leva em conta o

esforco cortante, a energia
carregamento externo torna-se:

de deformacdo do
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Se na discussdo sobre flexdo de placas forem
negligenciadas as deformagdes u# e v no plano
médio, tem-se que o potencial das cargas externas
torna-se:
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A energia potencial total ¢ dada por:
1=U,+U, (18)

Dessa forma, tem-se a seguinte expressdo para a
energia potencial total:
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No caso de uma placa retangular com arestas
simplesmente apoiadas, a superficie de deflexdo
pode ser representada por uma série trigonométrica
dupla.
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Cada termo da série desaparece para x=0, x=a e
também para y=0 e y=>b e assim a deflexdo ¢ zero ao
longo do contorno.

O caso apresentado na Figura 3 representa o
modelo de uma face da coluna de concreto armado
composta apenas pelas armaduras longitudinais e
transversais, portanto, sem a consideragdo do
concreto. Na Figura 3, as armaduras longitudinais e
transversais sdo consideradas como uma grelha que
foi aproximada por uma placa ortotropica
equivalente.

Partindo-se da eq. (19), a energia potencial total
para esse caso ¢ dada por:
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Figura 3: Considerac@o das armaduras longitudinais e transversais
como uma grelha.

Substituindo-se (20) em (21) e integrando-se no
dominio, obtém-se uma forma quadratica em termos dos
deslocamentos de onde se obtém as equacdes de
equilibrio ¢ a carga critica que ¢ dada pela expressdo a
seguir:

ﬂz(m"b"DX + 2m2n2a2b2\/ﬁx\/D_y+ n"a"D},)

y nla'b’

(22)

O menor valor de N, ¢é obtido para m=1, nesse caso a
placa flamba com somente uma onda na diregdo
perpendicular ao carregamento. A expressdo para esse

caso ¢:
#b'D, + 20°a’* yD, [D, +n‘a’D,)

y = n2a4b2
(23)
Simplificando a expressdo (23) tem-se:
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O valor minimo de N, ¢ obtido calculando-se

oN, / db=0, sendo b=b/n, obtendo-se entdo

. A carga critica minima ¢ dada por:

N, = 4”; JD.D,

a

Considerando-se que a grelha da Figura 3 seja
aproximada por uma placa ortotropica equivalente que é
constituida por vigas paralelas com mesmo espagamento,
pode-se usar as seguintes propriedades:
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D, ¢ a rigidez na diregdo x que leva em conta os
estribos, onde 7, ¢ o momento de inércia dos estribos
e s 0 espacamento entre estribos, ja D, é a rigidez na
diregdo y que leva em conta a armadura
longitudinal, onde I; é o momento de inércia da
armadura longitudinal e s, 0 espacamento entre as
armaduras longitudinais.Considerando-se que a
placa da Figura 3 seja submetida apenas a flexdo
tem-se que o funcional ¢ dado pela expressao (12).
Substituindo-se (20) em (12) e integrando-se no
dominio, obtém-se uma forma quadratica em termos
dos deslocamentos de onde se obtém as equagdes de
equilibrio e a carga critica ¢ dada pela seguinte
expressao:

7’ (m‘b"D‘, + n‘a"D‘,)
N, = SR TERE (28)
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O menor valor de N, é obtido para m=I como
apresenta a equagdo (29), nesse caso a placa flamba
em uma onda na dire¢do perpendicular ao
carregamento.

(29)

Substituindo-se L2 =b na expressio (29) tem-se:
n

2
2 A 2
V4 b a
N ==|D = +D =
¥ 2 X 2 y 2
a a .

b

O menor valor para a carga critica é obtido

(30)
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quando —= =0 e assim obtém-se:
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Substituindo-se (31) em (30) o valor da carga

critica fica:

7z_2

N, :7(2 DXD},) (32)

Apresenta-se o calculo da carga critica para trés
pilares estudados no trabalho de Buffoni [2]
considerando-se o0 conjunto das armaduras
longitudinais e transversais como uma placa
ortotropica. Vale ressaltar que a carga é calculada
considerando-se apenas uma face do pilar. A seguir
apresentam-se trés casos.

Caso 1

O primeiro caso estudado foi o Pilar P1 de
Queiroga [5] como apresenta a Figura 4. Os dados
necessarios para o calculo da carga critica sdo
apresentados a seguir:
¢, =125mm ¢ =63mm 5=69,95 mm
L =(1200-17,5-17,5-6,3) = 1158,7 mm
a= (200-2x17,5-2x6,3-12,5)=139,9 mm

s=150mm f, =502 MPa y =115

502
= N e —
E=210000 /n =5 = 4365 MPa

>

20 cm

20 cm

Figura 4: Casol: Secdo e arranjo da armadura na segdo dos pilares
ensaiados por Queiroga (1999).

Os valores de D, e D, sdo:

El.  Erng’
= EL BT 1082580331 Nenm (33)
s 64s
4
p =EL_E™ _ 3507837356 Nmm  (34)
s, 64s,
. Dv
O comprimento de onda —=4|— =240, onde

a D

x

_ /D
b=a D—) =335,9 mm ¢ aproximadamente duas vezes o

espagamento entre estribos. Substituindo-se (33) e (34)

na expressao (32) e multiplicando-se por a tem-se:

N, =88056,79 N ~ 88,05kN (35)
Dividindo-se este valor por trés barras chega-se a:
N, =2935kN (36)

Caso seja considerada para a carga critica a expressio
que leva em conta os momentos de tor¢do da expressdo
(25) tem-se o seguinte valor:

N, =176,12kN 37
Dividindo-se este valor por trés barras chega-se a:

N, =5870kN (38)
A carga critica para a base elastica ¢ dada por:

N, =9470kN (39)
O valor da carga de compressdo P, de cada barra é:

P =f,4 = —15% 125 =54,57 kN (40)

’

Caso 2
O caso estudado apresenta-se na Figura 5 e os dados

para o pilar em questio sdo dados a seguir:

4,6 cm

| —

| 110cm |

Figura 5: Caso 2: Arranjo das armaduras na se¢éo transversal.



¢ =25mm ¢ =6,3mm s=200mm
L =(2550-2x30)=2490 mm
a=1202,4 mm s;=109,31 mm y =115

- - N
£, =500 MPa E=210000 41 ”

500
f‘yd =m =435MPa
Os valores de D, e D, sdo:
D =El _EM 119353 Nm  (a1)
s 64s
4
p =EL _EM _ 3683743088 Nmm (42)
s, 64s,

h /D
O comprimento de onda ﬁ =y D—‘ =4,60 =
a )

D,
b = qs|—
D

x

= 5549 mm corresponde a vinte e sete

vezes 0 espacamento entre estribos.

Substituindo-se (41) e (42) na expressdo (32) e
multiplicando-se por a tem-se a seguinte expressao
para a carga critica:

N,, =284kN (43)
Dividindo-se este valor por doze barras chega-se a:
N, ,=24kN (44)

ey
Caso se considere para a carga critica a expressao
que leva em conta os momentos de tor¢do na
expressao (25) tem-se o seguinte valor para a carga

critica.
N, =1136kN (45)

Dividindo-se este valor por doze barras chega-se a:

N, =947kN (46)
A carga critica para a base elastica é dada por:
N,,6 =266kN 47)
O valor da carga de compressdo P, de cada barra é:
P=f,4= %490,87 =2134 kN (48)

Caso 3
O caso estudado apresenta-se na Figura 6 ¢ os
dados para o pilar em questdo sdo dados a seguir:

46cm

|

‘ 110 cm |

Figura 6: Caso 3: Arranjo das armaduras na segdo transversal .

@, =25mm @, =10 mm s=200mm
L =2490mm  a= 327,93mm s=109,31 mm
7, =115 f, =500 MPa E = 210000 N/ mm’

500

fvd =435MPa . Os valores de D, e D, sio:

El.  Exg’

L _EM 51541755 Nmm (49)
s 64s
.

p =EL _ E7b _ 3683743088 Nmm (50
T, 64s,

. D,
O comprimento de onda —=;y D} =291=
a

X

v

b=ay = 953,5 mm corresponde aproximadamente a

trés vezes o espacamento entre estribos. Substituindo-se
(49) e (50) na expressdo (32) e multiplicando-se por a
chega-se a:

N, =2623kN (51
Dividindo-se este valor por quatro barras chega-se a:
N, =656kN (52)

Caso se considere para a carga critica a expressdo que
leva em conta os momentos torgores expressa em (25)
tem-se o seguinte valor para a carga critica:

N, =524,6 kN (53)
Dividindo-se este valor por doze barras chega-se a:
N, , =1312kN (54)
A carga critica para a base elastica ¢ dada por:
N, =236,7kN (55)
O valor da carga de compressdo P, de cada barra é:
P =f,4 = 15,%490,87 =2134 kN (56)

Os resultados obtidos com o uso do modelo
simplificado da placa ortotropica sdo razoaveis, mas
ainda conservadores indicando que ha necessidade de
aperfeicoamento nesse modelo.
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