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Resumo

Métodos da fronteira imersa representam uma
alternativa para desenvolver estudos de interação
fluido-estrutura ŕıgida. Um novo método de fron-
teira imersa foi proposto por Lima e Silva et al.
[6], o Método F́ısico Virtual (MFV). A aplicabi-
lidade desse método foi mostrada em alguns tra-
balhos para problemas bidimensionais com estrutu-
ras ŕıgidas em repouso e em movimento prescrito.
Neste trabalho apresentam-se os resultados de duas
simulações bidimensionais obtidas através do MFV:
escoamento de Couette circular (interação parcial)
e interação de um pêndulo imerso em um fluido (in-
teração total). Resultados são quantitativamente
e/ou qualitativamente coerentes com a f́ısica do pro-
blema.
Palavras chaves: Método F́ısico Virtual; Método
da fronteira imersa; Couette circular; Runge-Kutta
expĺıcito.

1 Introdução

Interações fluido-estrutura são fenômenos f́ısicos
presentes na natureza, como por exemplo, a in-
teração do sangue com as válvulas naturais ou
artificiais do coração humano; a sedimentação de
part́ıculas em um fluido, etc.

Várias metodologias matemáticas são usadas
para estudar interações fluido-estrutura. Destas,
duas são freqüentemente usadas e estão baseadas
em métodos convencionais e em métodos da fron-
teira imersa [8].

Os métodos da fronteira imersa tem por base o
uso de duas malhas computacionais: malha euleri-

ana, para o fluido e malha lagrangiana para o con-
torno da estrutura ŕıgida. A imposição da presença
da estrutura nas equações do fluido é feita atráves
de um termo forçante [11, 3, 6] e/ou modificação da
solução ao redor da interface [9, 14, 7]. As vantagens
dos métodos da fronteira imersa são: a facilidade
para lidar com estruturas geométricas complexas e
o baixo custo computacional [5].

Um novo método da fronteira imersa foi pro-
posto por Lima e Silva [6], o Método F́ısico Vir-
tual (MFV). Este pertence à classe de métodos da
fronteira imersa que impõe a presença da estrutura
atráves de um termo forçante. No MFV, o termo
forçante é baseado na lei de conservação do mo-
mento, diferente de outros métodos cujos termos
forçantes dependem de parâmetros a serem deter-
minados [11, 3]. A aplicabilidade desse método foi
mostrada em alguns trabalhos para problemas bidi-
mensionais com estruturas ŕıgidas em repouso [6, 1]
e em movimento prescrito [1, 12, 10].

O objetivo deste trabalho é mostrar a aplicabili-
dade do MFV para problemas de interação parcial
e total através de dois problemas conhecidos. Para
tal este trabalho é organizado da seguinte forma: o
modelo matemático para o sistema fluido-estrutura
ŕıgida é apresentado na Seção 2. Na Seção 3 é apre-
sentada a metodologia numérica empregada para
resolv-lo. Os problemas simulados e os resultados
obtidos são apresentados na Seçao 4. Finalmente,
na Seção 5 são apresentadas as conclusões deste tra-
balho.



2 Modelo matemático

Nesta seção, apresenta-se o modelo matemático ba-
seado no MFV [6] para a interação entre um fluido
viscoso e incompresśıvel com uma estrutura ŕıgida
em um domı́nio Ω ∈ R2. Este modelo está composto
por:

1. Equações de Navier-Stokes com termo forçante
para o fluido:

ρ
(

∂u

∂t
+ u · ∇u

)

= −∇p + ∇ · {2µd} + f ,(1)

∇ · u = 0, (2)
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Figura 1: A região cinza ao redor da interface X

(contorno da estrutura ŕıgida) é a região de ação do
termo forçante.

onde: u = u(x, t), p = p(x, t) representam a
velocidade e a pressão do fluido no posição
x e no tempo t; ρ e µ são a densidade de
massa e o coeficiente de viscosidade do fluido;

d =
(∇u + ∇ut)

2
é o tensor de deformação; f é

o termo forçante que impõe a presença da es-
trutura no fluido (Figura 1).

2. Equações de Newton-Euler para a estrutura
ŕıgida, neste caso com respeito ao centro de
massa

Mc
dVc

dt
= Gc + FTFC , (3)

Ic
d

dt
(w) = TTFC , (4)

dXc

dt
= Vc, (5)

dθ

dt
= w, (6)

onde: Mc, Ic são a massa e o momento de
inércia; Vc e w são a velocidade de translação
do centro de massa e a velocidade angular do
corpo; Xc e θ são a posição do centro de massa
e do ângulo de rotação; Gc é o peso do corpo;
FTFC e TTFC é a força total de ação do fluido
no corpo e o torque total produzido pelas forças
externas ao corpo.

Algumas diferenças do MFV com outros métodos
baseados no uso de um termo forçante são:

• forma de se obter a densidade de força euleri-
ana f: através da distribuição das forças calcu-
ladas na interface

• prinćıpio f́ısico para se obter a densidade de
força lagrangiana F: lei de conservação de mo-
mento nos pontos da interface

• expressões simples para o cálculo dos termos
FTFC e TTFC devido à natureza da força F e a
terceira lei de Newton

Seja Xk um ponto da interface X, k =
1, ..Npl (X0 = XNpl). Então as expressões para a
f,F, FTFC e TTFC são:

f(x, t) =

Npl
∑

k=1

F(Xk, t)δ(xij − Xk)(∆sk)2, (7)

F(Xk, t) = (ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇u) + ∇p −∇ · (2µd))

(8)

FTFC =

Npl
∑

k=1

(−Fk∆sk∆sk) (9)

TTFC =

Npl
∑

k=1

(Xk −Xc) × (−Fk∆sk∆sk) (10)

onde: ∆sk= ‖Xk −Xk+1‖ e a função δ é uma apro-
ximação suave do delta de Dirac bidimensional.

3 Método numérico

Neste trabalho as equações do modelo matemático
para o sitema fluido-estrutura ŕıgida são resolvidas
atráves de um método de Runge-Kutta expĺıcito de
segunda ordem no tempo (RKE2) com discretização
especial de segunda ordem baseado no método de
diferenças finitas. As variáveis do fluido são dis-
tribúıdas numa malha MAC regular.

Em cada estágio do RKE2 resolvem-se as
equações do fluido e as equações do corpo ŕıgido.
As equações do fluido são resolvidas mediante um
método de projeção. O algoritmo do estágio l

(=1,2) do RKE2 aplicado é:

Dados: Xk,Vc, w,Xc, θ e u, q ≈ p em t
n+ l−1

2

:

1. Calcula-se Fn+ l−1

2 e fn+ l−1

2 .

2. Calcula-se (u∗)n+ l
2 :

ρ
(

(u∗)n+ l
2 − un

αl∆t
+ (u · ∇u)n+

l−1

2

)

=

−∇qn+
l−1

2 + ∇.
[

2µd

]n+
l−1

2

+ fn+
l−1

2 .(11)



3. Determinam-se un+ l
2 e pn+ l−1

2 :

(u∗)n+ l
2 = u

n+ l
2 +

αl∆t

ρ
∇φl, (12)

∇ · un+ l
2 = 0, (13)

pn+
l−1

2 = qn+
l−1

2 + φl. (14)

4. Calcula-se F
n+ l−1

2

TFC e T
n+ l−1

2

TFC .

5. Determine-se V
n+ l

2
c e wn+ l

2 :

Mc(
V

n+ l
2

c −Vn
c

αl∆t
) = Gc + F

n+ l−1

2

TFC , (15)

Ic(
wn+ l

2 − wn

αl∆t
) = T

n+ l−1

2

TFC . (16)

6. Determina-se X
n+ l

2

c e θn+ l
2 :

X
n+ l

2

c −Xn
c

αl∆t
= V

n+ l−1

2

c , (17)

θn+ l
2 − θn

αl∆t
= wn+ l−1

2 , (18)

onde: α1 = 0.5 e α2 = 1.0.
A equação (12) e (13) do passo 3 do algoritmo

gera uma equação de Poisson para φl. E esta
equação é resolvida usando-se rotinas do FISH-
PACK [13].

A avaliação das derivadas temporais e espaciais
da densidade de força lagrangiana, equação (8),
é feita segundo a proposta de Lima e Silva et al
[6]. Tal proposta considera, além da velocidade e
pressão do fluido, a velocidade da estrutura.

4 Resultados numéricos

Dois resultados são apresentados: (1) escoamento
de Couette circular onde a velocidade da estrutura
ŕıgida é conhecida e portanto não são resolvidas
as equações do corpo ŕıgido (interação parcial); (2)
pêndulo imerso em um fluido onde a velocidade do
corpo ŕıgido não é conhecida e portanto as equações
do corpo ŕıgido devem ser resolvidas (interação to-
tal).

4.1 Escoamento de Couette circular

É um caso especial do escoamento de Taylor-
Couette: escoamento de um fluido na região anular
de dois cilindros concêntricos, onde ou ambos rotam
ao longo do eixo comum (Figura 2-(a))

No escoamento de Couette circular o movimento
do fluido é circular, estacionário e azimutal. Este
tipo de movimento acontece quando o número de
Taylor Ta < 100. Para o caso em que o cilindro
externo está parado e, o interno em movimento, o
número de Taylor é dado por: Ta = ρ(w1R1)gap

µ
, onde:

gap é a distância de separação entre os cilindros; w1

e R1 são a velocidade angular e o raio do cilindro

y

y

z

(b)
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Figura 2: Plano transversal “Ω” ao escoamento de Cou-

ette circular (a); domı́nio bidimensional, Ω, considerado

na modelagem do MFV (b).

interno. A solução exata é conhecida e é dada por
u = (ur, uθ, uz) = (0, v(r), 0) (coordenadas cilindri-
cas):

v(r) = Ar +
B

r
, (19)

onde A, B constantes determinadas pela condição
de contorno nas paredes. Neste caso, os valores são:

A =
−w1R2

1

R2

2
−R2

1

, B =
(w1)R2

1
R2

2

R2

2
−R2

1

. Em cordenadas cartesia-

nas a solução é dada por: u = v(r)(−sen(θ), cos(θ)).
Na Figura 2-(b), apresenta-se uma região re-

tangular Ω = [0, L]2 considerada na modelagem
para o MFV. Duas malhas lagrangianas são usa-
das para representar as circunferências desta fi-
gura. O espaçamento entre pontos lagrangianos
consecutivos da malha lagrangiana é ∆s ≈ ∆x/2.
Adotou-se que o regime estacionário é atingido se:
‖ ∂(u,v)

∂t
‖max < ε

NxNy
([2]) com ε = 0.001.

As condições da simulação são:

• L = 0.1875, ρ = 1.0, µ = 0.01

• u(x, 0) = (0, 0), u∂Ω = 0

• R1 = 0.15625, R2 = 0.65625, R2/R1 = 4, 2

• w1 = 2(sentido anti-horário), w2 = 0.0

• gap = 0.5, Ta = 15, 625

Simulações foram feitas para três diferentes ta-
manhos da malha euleriana. A seguir apresentam-
se a descrição das malhas noindent onde NCgap é a
quantidade de células eulerianas de separação entre
os cilindros.

Nx = Ny (Npl)1 (Npl)2 dx NCgap

60 64 264 0.031250 16
120 128 528 0.015625 32
240 256 1056 0.007812 64

Para as três malhas é computada a norma do
máximo na região anular do erro entre a solução
exata e a solução aproximada dada pelo MFV. O
quociente entre erros consecutivos é calculado. Na
Tabela 1 é mostrada tais valores. Observa-se que
o erro diminui conforme refina-se o tamanho das



Nx = Ny ‖u − ua‖max quociente
60 4.27602e-02
120 2.29318e-02 1.864668
240 1.10977e-02 2.06

Tabela 1: Erros entre a solução exata e aproximada
para o escoamento de Couette mediante o MFV

malhas, e o quociente aproxima-se ao valor 2, isto
indica que o método tem o comportamento de um
método de primeira ordem, embora o método de
solução é um método de segunda ordem.

0.304911
0.284583
0.264256
0.243929
0.223601
0.203274
0.182946
0.162619
0.142292
0.121964
0.101637
0.0813095
0.0609821
0.0406548
0.0203274

Figura 3: Escoamento de Couette circular: Campo de

velocidade(Malha 60 × 60)
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Figura 4: Escoamento de Couette circular: Linhas de

corrente (Malha 60 × 60)

As Figuras 3 e 4 mostram o campo de velocidade
e as linhas de corrente do escoamento de Couette
circular em uma malha cartesiana 60× 60, onde as
legendas correspondem à norma da velocidade.

4.2 Pêndulo imerso em um fluido

Este problema consiste em um pêndulo imerso em
um fluido, contidos em uma caixa fechada. Inicial-
mente o sistema fluido-pêndulo encontra-se em re-
pouso com o pêndulo posicionado de modo a formar
um ângulo θ > 0 com o eixo -y (Figura 5).
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Figura 5: Pêndulo confinado numa caixa contendo um

fluido incompresśıvel: forças atuantes no pêndulo.

Solução anaĺıtica para este problema não é conhe-
cida, embora o comportamento f́ısico da dinâmica
do pêndulo seja conhecido.

Solução mediante o MFV é obtido em 2D; para
tal fim o pêndulo é considerado como um cilindro
projetado no plano. Além das equações do fluido
são resolvidas as equações do corpo ŕıgido para o
pêndulo.

Os seguintes conjuntos de dados foram usados [4]:

• Ω = [0 : 6][0 : 2], u(x, 0) = (0, 0), u∂Ω = 0

• Nx = 768, Ny = 256, ∆x = ∆y = 7.81250e − 03

• ρ = 1.0, µ = 5.0e − 3

• R = 0.125, Lp = 1,

• g = (0.0,−980.66532), ρc = 3.0

• Npl = 204, θ0 = 84o

• Tempo de simulação igual a 4s.

As figuras 6 e 7 mostram a história temporal do
comportamento das variáveis: θ e w. Qualitati-
vamente os resultados são coerentes com a f́ısica
do problema, isto é, o amortecimento do pendulo é
capturado pelo MFV.
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Figura 6: Pêndulo imerso num fluido incom-
presśıvel: história temporal do ângulo

5 Conclusão

Neste trabalho, dois problemas de interação fluido-
estrutura ŕıgida foram resolvidas através do MFV.
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Figura 7: Pêndulo imerso num fluido incom-
presśıvel: história temporal da velocidade angular

No primeiro, o escoamento de Couette circular,
a solução obtida foi comparada com a solução
anaĺıtica. Os resultados são coerentes e verifi-
cam convergência de primeira ordem, um compor-
tamento similar ao método da fronteira imersa de
Peskin [11]. No segundo problema, do pêndulo
imerso em um fluido, não são conhecidas soluções
experimentais ou anaĺıticas e portanto, a sua com-
paração não é posśıvel. Porém, resultados obtidos
da história temporal do ângulo e da velocidade an-
gular do pêndulo são coerentes com a dinâmica es-
perada para esta: amortecimento.
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