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1 Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a existéncia de
solugao Global fraca bem como o decaimento expo-
nencial para uma equacao de Klein-Gordon do tipo
Kirchhoff-Carrier,a qual denotaremos por (P):

u" — M( [, |VulPds)Au + My ([, [ul*dz)u
—Au' =0

u=0, em ¥ =00 x (0,T)

u(0) = ug, u'(0) =wuy, em Q.

(P)

Onde Q denota um aberto limitado do IR*, n > 1,
com fronteira 02 = I" suave. Para cada niimero real
fixo, porém arbitrario 7' > 0, ) denota o cilindro
Q = Qx]0,T[ com fronteira lateral ¥ = I'x]0, T
E ainda, —A é o operador auto-adjunto nao lim-
itado definido pela terna {H}(Q), L*(Q),a(u,v)},

onde a(u,v) Z/aa—uaa—v
€Ly Oxj

Este tipo de equagao aparece na mecanica quantica.

2 Notacoes e Hipo6teses

No que se segue, denotaremos por: ((, )) || Il )yl
produto interno e norma em Hg(Q) e L?(2), res-
pectivamente.

Sendo que estamos considerando o espaco H}(Q)
munido da "norma do gradiente”, isto é, se u(t) €
H3(©), entio [Ju(t)]] = [Vu(t).

Assumiremos as seguintes hipoteses sobre M e Mj:

H.1) M, M, € C([0,0), R)

H.2) M(s) >mgy>0,Vs € [0,00)
H.3) Mi(s) >0,Vs €[0,00)

*Aluno do PPGME/UFPA
TOrientador de dissertacdo de mestrado

3 Resultado principal

TEOREMA 1

Suponhamos que as fungoes M e M; obe-
decem as condigoes estabelecidas em (2), se
up € HY(Q) N H?(Q) e uy € HY(Q) e f =0. Entdo
existe uma fungao vetorial u : [0,T] — L*(Q), tal
que:

1) we L*([0,00); Hy () N H*(2));
2) ' € L*([0, 00); H(Q));

3) u” € L?([0,00); L*(Q));

(t), v) —
V v e H}(Q), no sentido de D’(0, 00);

5 uw(0)=ug e u'(0)=uy.
Demonstragao:

A existéncia da solucdo serd demonstradada pelo
Método de Faedo-Galerkim.

12 Etapa: Solugoes Aproximadas.

Sejam (w,), v =1,2,..., um sistema ortonormal
completo de L2(Q) constituido de vetores pro-
prios do operador —A e {\,} a correspondente
sequéncia de valores proprios. Para cada m = 1,2,...
seja V,,, = [wy,wa, ..., wy,] o subespago gerado por
W1, Wa, ..., Wn,. O Problema aproximado associado a
(P) consiste em encontrar uma solugao sob a forma:



m
U (t) = Zgl,m(t)wy € Vin, onde 0s g,., sdo de
v=1
classe C?, determinados de modo que satisfaca o
seguinte problema aproximado:

(urn (1), 0) = M(J[tn (8)]|*) (A (), v)+
My ([t (8)]?) (um (t), v) —
(Aul,(t),v) :fOt

Um (0) = uom ' — up emHE(Q) N H3(Q) ,

ul, (0) = uim forge up emHE(Q)

(1)

onde ug;, € Ui, Sao as aproximagoes de ug e ug
respectivamente.

22 Etapa: Estimativas Apriori.

Para as estimativas I, IT e III, consideramos na
equagao (1) v = ul,(t),v = —Aun,(t) e v = ull (t),
respectivamente, e obtemos as seguintes limitagoes:

(um) é limitada
em L*>(0,00; Hi(Q) N H?(Q));
(ul,) é limitada
em L°°(0, 00; L*(2) N L?(0, 00; Hy (Q));
(ul) é limitada
em L*(0,00; L*()).
32 Etapa: Passagem ao Limite.

Tendo como base as limitagoes das estimativas
apriori (2* Etapa) e usando o teorema de Banach-
Alouglu-Borbaki, podemos obter uma subsequéncia
de (um),que continuaremos denotando por (),
tal que:

U —u em L>(0,00; Hi(Q) N H(Q)),

fraco estrela

(2)

Uy — u em L*(0,00; HY(Q) N HX(Q)),

fraco; (3)
ul, —u' em L*(0,00; L*(Q))
fraco estrela; (4

ul, —u' em L*(0,00; H3(Q)),
fraco; (5)
ull. =" em L*(0,00; L*(Q)),

fraco.

(6)

Convergéncias dos Termos lineares.

Usando o fato de que
L>(0,00; X) — L?(0, 00; X) segue que de (3):

(Att, w) = (Au,w)
fraco, ¥V w € L*(0,00; L*(Q)).

Da convergéncia (5) deduzimos que:

(Aul,,w) — (A, w)

fraco, ¥V w € L*(0,00; L*(Q)). (8)

Convergencias nos termos nao-lineares

Usando o Lema de Compacidade de Aubin-
Lions, com By = H}(Q) N H?(Q),B = H(Q) e
B = L*(Q) das convergencias obtidas anterior-
mente, podemos extrair uma subsequéncia de (),
que continuaremos denotando por (u,,), tal que:

Uy — u forte, em L*(0,00; Hi(Q)). (9)
e portanto
[umll = [lull forte, em L*(0,00).
e passando a uma subsequéncia de (u,), podemos
supor que: |lun(t)||? — [Ju(®)|?, q.s em [0,00], e
sendo M continua, obtemos

M ([lum (D)%) = M([[u)*) g-s. em [0,00]. (10)

Usando (7) e (10), concluimos a convergéncia de um
termo nao linear, isto é,

M ([l 1) (e (£), 0)) = M ([fu(®)[*) (), v))
em L2(0,00; L*(2)). (11)

Para a convergéncia do outro termo nao linear,
basta notar que Hg(Q) < L?(2). Assim,

M (fum|*) (i (8),0) = M (|u(t)]*) (u(t), v)

em L*(0,00; L*(Q)). (12)

Para a passagem ao Imite, tomamos w = fv com
0(t) € L?(0,00) e v(x) € Vi, e integrando a equacio
aproximada (1) de 0 a T, obtemos

[ e

- /OT M ([[t (8)1?) (Aiy (£), 0)0(t) dt +
/OT My (Jm (8)[?) (um (t), 0)0(t)dt —

[ o omm=o



Tomando o limite em (13), com m — oo e usando
as convergencias nos termos lineares e nao lineares,
obtemos:

/ (u'(t),v)0(t)dt

/AMWIIAM))(W+

ATMﬂuw

mm>mw7/<mmeMﬁ:

Mas sabemos de (4) que,

Um — ufraco estrela em L™(0,00; Hy(Q) N H*()).

o [

VUGHO

Logo temos que:
T

| atero

0

Dali segue que:

o(t)dt

We € L(0,T).

V0 € L*(0,T) e v € Vi,. mas,

Fazendo a integragdo por partes em I, usando o fato
que (Vin) é denso em Hg(Q), e escrevendo na forma de
distribuicao, obtemos:

(7 (' (1),0),6(8)) — (lu(®)I*) (Au(t), v), (1)) +
(M (Ju(®)[) (u(t),v), 0(t)) —
((Ad'(t),0(t))) =0
em D'(0,00),
ou seja,
<%(ul(t)7v)79(t) M([lu(®)]*)(Aut), ), 0(t) +

M (Ju()[*) (u(t), ), 6(t) — (Au' (1), 8(1))) = 0
em D'(0,00)V, ve Hy(Q).

4a. Etapa: Condicoes iniciais
Notemos inicialmente que faz sentido calcular u(0) e
u'(0), pois sendo u € L?(0,00; H(Q) N H*(Q)), v’ €

L?(0, 00; H}(2)) e usando resultados de regularidades,
conclui-se que:

u € C°([0, 00); Ho (2).-
Consideremos 6 € C([0,T]) com 6(0) =1,
0(t)=0 e v e Hy(Q), como
em L2(0,T; H}(Q)) segue que:

((um (t),w)) = (/' (t),w))
Y w e L*0,T; Hy(Q)).

/ /
Uy, — U

Tome w(t) = 0(t)v com O(t) € L*(0,T) e v € H}(Q),

temos que:
iy Td,
A(WNTW@“*AdN“t

Usando a integracao por partes em ambas as inte-
grais, resulta

—((um(O)vv))—/ ((um (), )0 ()dt — —((u(0),v))

—/ ((u(t),v))0' (t)dt. (15
0

((um(0),v)) — ((u(0),v)) (16)
Um = Uom — u em Hy(Q) N H*(Q) — Hy(Q)
entao,
((um(0),)) = ((u(0),v)) Vo€ Ho(R) (17)

de (17) e (18), obtemos:

((um(0),0)) = ((u(0),v)) Vv € Hy ().

Portanto,
u(0) = up. Para provarmos que '(0) = u1, usaremos
a covergéncia (3) e (7) e procedendo de forma similar,
conclui-se que:
(((0), ) = (&
Portanto
u'(0) = us.

cqd.

v)) para todo v € L*(Q) e

4 Estabilidade Exponencial

TEOREMA 2

Dado uo € Hj () (VH?*(Q), u1 € Hj(), e f = 0. Seja
E(t) = 4[lu'[? + M(||u)? +]\/4\1(|u|)2] é a energia associ-
ada ao problema (P) se u é solugao global de (P),entao

E(t) < alea2t7

t >0, e a1, a2 sdo constantes positivas.
Demonstragao:

Para provarmos o teorema-2, usaremos o lema de Nakao,
a saber:

LEMA

Seja ¢ uma funcdo limitada (¢ > 0) em RT, satis-
fazendo:

mazp(s) < colp(t) — p(t + 1)]

para todo t > 0, onde c¢o é uma constante positiva.
Entao

o(t) < ce” ™, para todo t>0.
onde « e ¢ sao constantes positivas.
Demonstracao:

Ver [8].

Considere a equagao aproximada (1), fazendo v = u/(t),
obtemos:

Dl O + FT(Tu(t)P) + 3 (u(d))] +
) V(1)

N =

=0 (18)



logo,

d / 2
ZE(t) = —|Vu' (1)

N =

ou seja, E(t) é decrescente.
Agora, integrando (19) de 0 até t, temos,

E(t) +/ |V (s)|°ds = E(0) (19)

logo,

[/ ()1 + mo(IVa(®)*) +ma(ju@®)]*) <e  (20)

integrando (19) de t1 até t2, onde 0 < t1 < t2, obtemos:

E(t2) +/ ’ |V (s)[>ds = E(t1), (21)

ty

vVt > 0, temos:

42
E(t+1) +/ |V (s)|*ds = E(t),

ty

ou melhor:

t+1
/ [u'(s)[ds = E(t) — E(t+ 1) = F(t)2.  (22)

Portanto podemos escolher dois pontos t1 € [t,t + 1] e
t2 € [t+ 3,t+ 1], e usando o teorema do Valor Madio
para Integrais, em (23) obtemos:

[u'(t:)] < 2F(t), i=1,2. (23)

Agora fazendo v = u(t) na equagdo aproximada (3)
temos:

%(U'(t), u(t) = |/ (O + M(|Vu(®)*|Vu(t)]” +
M (lu(®)*)|u(®)* + (' (1), u(t) = 0.

Agora, integrando de t1 até t2,usando a desegualdade de
Cauchy-Schwarz,desigualdades elementares e a hipdtese
sobre M e M, obtemos:

Sup essi<s<ir1B(s) < caF(t)? = ca[E(t) — E(t + 1)]

com
_ C3 _ C3 _ c3d1ma >0
R R W TT T P R S |
d1mq S1mq

E pelo lema de Nakao segue o resultado.

Observacao:
Estamos em fase final de um trabalho abstrato em que
o problema (P) serd um caso particular.
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