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Resumo

No presente trabalho, é apresentada uma abor-
dagem para determinar propriedades da teoria
de campos quanticos com interacao quartica con-
siderando simetrias continuas. A abordagem con-
vencional é otimizada no sentido de manter a com-
plexidade do algoritmo independente da dimensao
do espago em consideracao e comparada a uma
abordagem nova, que utiliza na simulagao o espago
continuo. Um dos problemas que surgem na im-
plementagao de uma teoria de campos na rede é
o fato de que discretizar os campos implica em
quebra explicita de certas simetrias continuas. A
presente abordagem tem como objetivo apresen-
tar um método desenvolvido pelos autores que per-
mite a preservagao de simetrias quando for imple-
mentada a teoria na rede. O método difere dos
usuais, no sentido de que os campos sao definidos
no espago continuo finito sob forma parametrizada
e os parametros sao discretizados numa rede, que
representa o espago paramétrico. Os procedimentos
até entao utilizados realizam uma transposicao do
campo continuo para o discreto. A determinacao
dos parametros introduzidos é realizada através
do algoritmo SPZ (Selfconsistent Parametric Infer-
ence) [2]. A configura¢io dos pardmetros é obtida
através de Simulacao Monte Carlo. As simulagoes
conduzidas mostram que uma rede relativamente
pequena ja fornece uma aproximacgao razoavel para
a funcao de correlagao.

1 Introducao

O ramo da fisica que abrange a teoria de cam-
pos quanticos pode ser considerado como bem con-
solidado. A utilizacdo dessas teorias para deter-
minar propriedades da natureaza nas demais es-
calas, da subnuclear até os estados sélidos, de-
monstrou seu sucesso. Porém, é uma convicgao a-
tual de que precisa-se desenvolver frameworks cada
vez mais eficientes para tornar a predicao de pro-
priedades nao triviais, a partir dessas teorias, viavel
ou tratavel. Discussoes apresentadas na literatura
tém o carater de focar apenas as teorias com as suas
propriedades triviais [4]. Um exemplo padrao é a
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exploragao da teoria de campos escalares com in-
teracao quartica, que é o interesse principal do pre-
sente trabalho. Esta teoria aparentemente nao tem
diretamente uma equivaléncia na natureza, porém,
como teoria efetiva, ela fornece a chave para explo-
rar mecanismos novos que podem se tornar cons-
tituintes e/ou detalhes em teorias de cardter mais
geral, como, por exemplo, a busca de uma teoria
quantica de gravitagao ou a questao de interesse a-
tual da condensacao de Bose-Einstein. Certamente
leis de conservagao e os seus associados grupos de
transformagoes constituem um papel fundamental.
Porém, é um fato que, apds a discretizacao de uma
teoria, as demais simetrias continuas presentes na
teoria original sao quebradas explicitamente.

Um passo importante na exploracao das teorias
tipo ¢* é que deve-se procurar a forma que tenha
o “correto limite” continuo com as respectivas sime-
trias. Na referéncia [4], foi levantada a falta dessa
consideragao. Os autores deste trabalho associam
este problema ao fato de que nao existem ferra-
mentas, procedimentos e métodos suficientemente
versateis para analisar possibilidades de reconci-
liar abordagens discretas e as suas contrapartidas
quanticas continuas. Como uma contribuicao nesta
direcao, entende-se o presente trabalho, que uti-
liza o ponto de partida convencional, a integral
funcional regularizada na rede, com o objetivo de
explorar métodos e procedimentos para implemen-
tar uma abordagem eficiente, porém adequada &
questao fisica original.

2 Campos interacao

quartica

com

Considera-se a teoria de campos escalares com in-
teragdo quartica com dimensao d utilizando a ge-
ometria Euclidiana. A acdo do sistema no espaco
continuo é

S= / {0,00"¢ + m*¢* + go*} d'x . (1)
Com a finalidade de simular uma teoria de cam-

pos no espago-tempo infinito, supoe-se condigoes de
contornos periodicos.



Quando se trata da questao de calcular valores es-
perados, precisa-se da funcao de equiparticao. Esta
pode ser escrita sob a forma Z = [e~S[D¢]. De
acordo com o teorema de Wick, a chave para as
correlagoes é o conhecimento da fungao de cor-
relacao em dois pontos, ou seja, a fungao de Green
(p(x)p(x + x0)). E possivel expressar todas as
fungoes de correlagao através de termos contendo
apenas fungoes de correlagao da ordem 2 e, respecti-
vamente, 4. As modificagbes da caracteristica gaus-
siana sao um efeito das fungoes de correlagao de
ordens maiores que 4. Como sugerido na referéncia
[4], uma maneira de calcular a constante de acopla-
mento renormalizada é

2
(Zaoa)') =3((,60))
5 .
((Zn6a)?)
Este procedimento de renormalizagao é conhecido

como func¢ao de Green irredutivel de particula tinica
em quatro pontos [1, 3, 4, 8].

9grR = (2)

3 Otimizacao dimensional e
resultados convencionais

Usualmente a implementacao de uma teoria de cam-
pos ¢ feita de forma discreta, ou seja, a integral de
acao é simplesmente discretizada. Na abordagem
presente, serd introduzida uma redefinicao dos cam-
pos que permite uma descricaio sem dependéncia
explicita do espagamento a da rede, ou seja, a nao
aparece explicitamente nas equacoes. A teoria de
campos escalares pode ser implementada na rede ao
substituir todas as derivadas por diferencas finitas,
e, no caso presente, tornando a acao independente
do espagamento a da rede, redefinindo os campos e,
respectivamente, os parametros:
g,
(3)
onde I é um multi-indice especificado a seguir.
Note que apenas no caso da dimensionalidade d =
4 a constante de acoplamento g é independente
do espagamento da rede, e, portanto, separa os
cenarios d < 4, onde a interacao quartica pode
ser considerada como corregao a teoria livre para
a suficientemente pequeno, dos cendrios d > 4,
onde a interagao quértica se torna a contribuicao
principal. Um outro caso interessante ocorre com
d = 2. Neste, os campos nao tém dimensao na abor-
dagem onde a agao é adimensional. Utilizando as
grandezas redefinidas, a agao definida nos vértices
da rede, com dimensao d, é

éI:a%_lqb(Ia)7 m=am, g=a

1 - . .
Sa = 52 {—;¢I¢I+J+(2d+m2)¢% +§¢%} :

I

(4)

A equacdo (4) caracteriza uma implementacao
quase direta ou quase convencional, através de uma
discretizacao, exceto a ja mencionada redefinicao.
Note que I é um multi-indice com tantos compo-
nentes quanto a dimensao do espago em conside-
ragao, e J fornece as diferencas em todas as diregoes
e orientagoes possiveis.

A equacd@o (4) serd a equacdo principal, a mas-
ter equation, para a implementagao Monte Carlo e
portanto o indice a na acao serd desprezado, pois
esta nao depende explicitamente do espacamento
da rede a, e os campos (j~> serao representados sim-
plesmente por ¢. Adicionalmente, serd reduzido o
espago com volume infinito na equacdo (1) a um
com volume V = (Na)? = L, onde N esta rela-
cionado com o tamanho da rede através de Na = L,
para tornar a implementagao da teoria de campos
(eq. (4)) vidvel.

No primeiro passo, sera determinada a solucao da
teoria de campos na rede para o caso livre, isto é,
a solucao assintdtica no limite g — 0, ou seja, no
limite ¢ — 0 ou a — 0 com d < 4. Desde que a
teoria de campos livres pode ser escrita sob forma
quadrética em termos dos campos, isto permite re-
escrever a agao sob forma matricial bilinear, onde
os termos fora da diagonal surgem das diferengas
finitas,

1
S = §IZJ¢IKIJ¢J ,

com KIJ=(2d+m2)5]J—Z51J+L.(5)
L

Esta soma tem um nimero infinito de componentes.
Adotando condigoes de contorno periddicas, é per-
mitido reduzir a soma a uma expressao finita. Com
a finalidade de simular uma teoria de campos no
espaco-tempo infinito, supoe-se condigoes de con-
torno periddicas, ja adotadas na equagédo (5) através
da soma ), , onde o vetor L tem a funcéo de deslo-
car o sitio da rede para dentro da célula com coor-
denadas entre 0 e L. Somar X\ vezes a funcao ¢
com os valores presentes na célula L¢ e normaliza-
la no volume (AL)? é equivalente, levando em conta
uma célula tnica. A figura 1 ilustra uma topologia
do espaco alterada para d = 2, onde, se a << L,
espera-se que esta alteracdo ndo tenha influéncia
significativa nos resultados da simulacao.

Quando se trata da questao de calcular valores es-
perados, precisa-se da funcao de equiparticao. Esta
pode ser escrita sob a forma

Z :/eXp{—Qled;@ch k¢k}[D¢k]
/exp{—QLIQdZKk k|¢k|2} [Déx] . (6)
k

Note que a integral pode ser reescrita simplesmente
como um produto de integrais gaussianas, com a



Figura 1: Topologia de uma rede 4 x 4 com
condigoes de contorno periédicas para d = 2.

solucao analitica da integral
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(7)

onde || K|| denota o determinante da matriz K [4].
Em célculos de valores esperados, Z tipicamente
aparece no numerador da respectiva expressdo. A
chave para as correlacoes é o conhecimento da
funcdo de correlacdo em dois pontos, ou seja, a
funcao de Green (¢;¢ ;). A transformada de Fourier
da funcao de Green, o propagador, é

12 KT 22—7'1( J

1
(prog) = 72d Z (PrPrr)e'™
KK’
= ZKI? O REIGFE 1 e (8)

KK’

onde o uso dos indices I e J serd explicado adiante.
Para determinar a correlacao no limite K — 0,

obtém-se
Liz?

onde o fator Z pode ser calculado e interpre-
tado como o quadrado do fator de escala para o
campo. Utilizando a redefinicao para o campo da
equacdo (3), ¢n = a? ¢, e o resultado obtido
(9), determina-se Z = a%"2, e, portanto, desta
forma, obtivgmos uma ferramenta para calcular a
expressao Z— através da simulagio (3, ¢7). A
partir dessa expressao e utilizando o teorema de
Wick, calculam-se as demais fungdes de correlacao
para qualquer ordem.

(9)

4 Um método Monte Carlo

A integral de caminho fornece a conexao entre os
operadores quanticos e as varidveis classicas através

da liberdade de escolher um espacgo de representa-
¢ao que permita trata-las como grandezas classicas
[4, 5]. Isto significa que pode-se abordar o método
Monte Carlo como se o sistema fosse um sistema da
mecanica estatistica, ou seja, cada configuragao de
campos é multiplicada por um fator de peso e ~5(%).

Considera-se que o sistema seja caracterizado
pela equagdo (4). Para simular a teoria de cam-
pos serd adotado o método Monte Carlo Metropo-
lis, onde os sitios da rede sao escolhidos aleatoria-
mente [6]. O campo no sitio escolhido é modificado
através de uma alteracao aleatéria que, de acordo
com um dado critério, pode ser aceita ou rejeitada.
Uma forma conveniente de organizar a soma é re-
organizar os indices introduzindo um mapeamento
do tipo INY — IN. Esta forma permite a imple-
mentagao computacional utilizando um tnico loop,
independente da dimensao, ou seja, sem alterar a
complexidade do algoritmo. O método desenvolvido
para tratar os indices serd apresentado na segao 4.1,
onde os detalhes do algoritmo sdo descritos. A al-
teracao no campo pode ser determinada utilizando
um gerador de nimeros aleatérios homogéneo num
dado intervalo ou nao homogéneo, como, por exem-
plo, uma distribuicao gaussiana com uma largura
pré-determinada. Em seguida, a alteracao da agao
com a nova configuracao de campos ¢é calculada. O
valor para o campo é aceito como valor atualizado
para o campo de acordo com a probabilidade de
aceitagao

Py = e*(Sposterm-7Samer,~imv) ) (10)
Este procedimento deve ser repetido para cada
alteracao de um dado sitio, isto é, a alteracao
é introduzida para um sitio com um dos indices
ni,...,NNd, icando inalterado o restante dos sitios.
A nova configuracao sera aceita quando P4 > 1.

4.1 Ordenacgao e linearizagao das co-
ordenadas

Quando um campo escalar é implementado na rede,
sa0 necessarios a especificagao da posigao e o valor
numérico do campo ¢(Z) — ¢(la) — ¢;. Para
manter um algoritmo independente da dimensao,
pode-se utilizar uma transformacao que projeta as
coordenadas do hipervolume com dimensao d a uma
linha. Este procedimento garante que a varredura
sobre todas as coordenadas pode ser feita com um
loop s6 ao invés de loops dentro de loops com “pro-
fundidade” d. Os seguintes passos devem ser reali-
zados:

1. Discretizacao das posigoes:
Z—Ia, (11)

onde a é o espacamento da rede e I é um ve-
tor contendo numeros inteiros. Supondo que
cada dimensao contemple N vértices, entao



ir € {1,...,N}. Desta forma, uma posigao
é especificada puramente por I.

. O termo na acao que contempla as derivadas
pode ser reescrito da seguinte formas:

(&) () = Zam )0"6(2)

p=1

= > (eI +JI)—¢I)* . (12)
|

“Linearizacao” das coordenadas contidas no
hipervolume de tamanho N¢, dados os com-
ponentes iy, com k € {1,...,d} do vetor I. E
realizado o seguinte mapeamento:

d
M(I—=v): v=i+» (i — 1N
k=2

d
=1+ (ix—1N'. (13)
k=1

. A recuperagio dos componentes n; a partir de
v é obtida através do valor inteiro do nimero
entre as chaves indicado a seguir de forma de-
crescente.

. . v
iq = int {W +(1— 5d1)}
ig—1 =
. v—(ig— 1)Nd-1
lnt{ ( C]i\/‘d—2) + (1 — 5d—1,1)}
iy =

int { - ZZ_S(x — DN +(1-— 521)}

d
iy = int {u =) ik - I)Nkl} (14)

k=2

. As equagoes a seguir definem o algoritmo:

11
: i
o intl | =0
: i
iq
i i
+6q, | a+%¢xm Dole’ (15)
1d td

Somando as duas equagoes de (15), uma com

sinal positivo e outra com sinal negativo, temos

1
: i
o in+1 [ =20 :
: id
id
1
: i1
| k=1 la+t e | : |a®, (16)
. i
ig

o(vx) = 2¢(v)
_(b(zk) + (bmkxk (I/)CLZ ) (17)
> b(ok) = 2do(v)
k

+ (mo(v) +29¢°(v)) a® , (18)

k
com
) 11
11 .
_ k41
v=M . U= . ,
id 7;;1
11
T
iq

. Para estabelecer as condigoes de contorno

periddicas, é necessario que

11 11
Z:M ik_l — M N )

iq iq
para iy =1. (20)

. O loop sobre 7, = 1 é percorrido até b =

biby...bnyg=11...1.

. Se by, = 1, nao faz nada e incrementa 7; se

nao, calcula os conjuntos {v,}, {Fx} e v uti-
lizando a inversao para v:

Mtv)=1] : . (21)
11
e acha o primeiro

(a) Inverte vy | i +1

iq



decremento ik para o qual b, = 0.

id
Isto define k e altera b, =
Calcula a partir de v os conjuntos {v,}
e {7y}, respeitando as condigdes de con-
torno indicadas em (20),

nEl z‘zzi 1
iq Z.'d
11
‘ (22)
1d—1
g1

Calcula ¢(7y) redefinido, sem a presenca
de a como em (18):

o) = (2 d+m>¢(v) +29¢°(v)
Z — (14 651)0(75)) -

Na fase inicial de cada passo Monte Carlo,
o caso b, = 0 ou b, = 0 precisa de
um procedimento diferente. Assim, deter-
mina ¢(v) de forma randomica; se by, = 0
e j # k, determina ¢(7;) para os demais
j’s e calcula ¢(7,) de acordo com (23).

(23)

Este procedimento deve ser realizado tantas vezes
quanto for necessario para a execugao do numero
de passos Monte Carlo exigidos para a obtencao de
uma acuidade pré-definida.

Na figura 2, sao dadas as fungoes de correlagao
para trés discretizagoes: com 8 X 8 sitios, tem-se
m = 0.2 e g = 0.04; com 16 x 16 sitios, tem-se
m = 0.1 e g = 0.01; com 24 x 24 sitios, tem-
se m = 0.05 e g = 0.0025. No eixo horizontal,
a distancia média foi reescalada de acordo com a
constante da rede espacial discreta. Também o eixo
horizontal foi reescalado de forma a demonstrar a
caracteristica equivalente do decaimento da curva
para as simulagoes.

5 Implementacao do SPZ
Considera-se Z = [exp{—S}[D¢| e a acao (1).

A partir de uma base truncada conhecida, pode ser
parametrizado o campo conforme

6= dn+0(0),

i=1

(24)
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Figura 2: Fungoes de correlagao em dois pontos
obtida através de simulagao convencional.

onde, principalmente, as integrais contendo termos
do tipo [¢" d?xz podem ser calculadas analitica-
mente. Como exemplo, considera-se o espago com
dimensao 2. Neste caso, considerando que qualquer
base ortogonal pode ser reescrita na forma polino-
mial,

" <Za§””> IR FRED
i=0 §=0
v <Zd§t) tl) i | 5 (20)
i=0 §=0
— ~(1) ~ ~()
ot~ <Z a; Z) a; |, (27)
i=0 §=0
onde  a;(t) = Z; 0Qjai—j € a; =
SR o @Ak 10 kai ;.
A agdo (1), entdo, é alterada para
S§=8 ({agt) ("L)} tmmytmaxazmmazmaac)
(28)

O volume de integracdo Vi = (tmaz — tmin) (@maz —
ZTmin) corresponde a um cut-off infravermelho.
A funcdo de equiparticao altera para Z =
[exp{—=8} [DPa][Dal®)], onde [Da] denomina a
medida do espago paramétrico que constitui a in-
tegral de Stiltjes-Wiener [7]. No procedimento
que segue, a funcao de correlagao, <¢%> sera de-
terminada utilizando uma abordagem de autocon-
sisténcia.

Seja = uma funcao definida positiva, chamada
de medida de autoconsisténcia, =(m,g|{a;}) =
exp{flnlCHda,} onde K é um gerador auto-
consistente f)ara medir o inverso da divergéncia

~ L 2
da solugao da parametrizagao <[Z o(m, gl{a;})] >
Para obter uma solugao aceitavel para o problema,
a fungdo = deve mostrar uma autoconsisténcia
maxima para a fungao parametrizada, isto é, o con-
junto de parametros precisa ser tal que = é um
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Figura 3: Simulagao da fungao de correlacao obtida
através de SPZ.

méaximo. Assume-se agora que, no intervalo de in-
teresse, Z deve ser uma fungao bem comportada,
isto é, regular. Entao, a condicao mencionada é
verdadeira se o conjunto das equagoes

0= 0ln=
{ = O} ou equivalente { n=_ ()} .
5‘ai

8ai
(20)
O conjunto {a; } expressa os estimadores de méxima
autoconsisténcia e é denominado o conjunto de
parametros de méxima autoconsisténcia.

5.1 O gerador autoconsistente

Considerando que a funcao autoconsistente precisa
ser bem comportada, I precisa ser definido posi-
tivo e, para quase todos os casos, serd finito, uma
construgao ébvia, mas nao unica, é fazer uso do 2n-
ésimo momento M?3", onde n > 1 é determinado
por conveniéncia.

= ({4 -5m) v

Define-se a distribuicdo como uma expressao gaus-
siana usando o segundo momento e a varidncia:

© (([Zotmlten] )

1 M2n

Y2no p{ 2n02”} ’
que concorda com as caracteristicas da medida au-
toconsistente desejada. A figura 3 indica a simula-
¢ao realizada para a funcdo de correlagao g(r) em
dois pontos utilizando o algoritmo SPZ em con-
cordancia com os resultados da simulacao conven-
cional.

(31)

6 Conclusao

Este trabalho apresenta uma nova abordagem
para determinar propriedades da teoria de cam-
pos quanticos com interagao quartica. O método

difere dos usuais, no sentido de que os cam-
pos sao definidos no espago continuo sob forma
parametrizada e os parametros sao discretizados
numa rede, que representa o espaco paramétrico.
O algoritmo SPZ é utilizado para gerar o mo-
delo analitico, permitindo determinar a funcgao
de correlagao de forma pseudo-analitica. A con-
figuracao dos parametros é obtida através de si-
mulagao Monte Carlo, que maximiza a fungao de
auto-consisténcia. Quando a dimensao do espago
é aumentada, precisa-se para as simulagoes conven-
cionais um nimero maior de pontos onde os campos
sdo definidos o« NP. Aqui N é o ntimero de pontos
ao longo de um canto da rede e D a dimensao do
espago em consideragao.

No caso da parametrizagao e utilizando o algo-
ritmo SPZ o ntimero de parametros aumenta linear-
mente com a dimensao. As simulagoes conduzidas
mostram que uma rede relativamente pequena ja
fornece uma aproximagao razoavel para a fungao de
correlagao. Note que a rede é unidimensional para
cada parametro independente, e apenas precisa-se
de redes dimensionalmente maiores nos casos onde
os parametros se correlacionam. A precisao da de-
terminagao através do SPZ é compardvel com a
rede 24 x 24, porém utilizando redes com um to-
tal de pontos da ordem de 102.
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