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o�ime.uni
amp.br, tadao�ime.uni
amp.br,1 IntroduçãoNeste trabalho pro
uramos determinar o projetoótimo de uma treliça sujeita a 
argas de forças, obe-de
endo restrições de material e de domínio paraobter a estrutura mais rígida. Como des
rito em [1℄,diferentes aspe
tos podem ser 
onsiderados ao pro-jetar uma estrutura. Esses aspe
tos em 
onjunto
om 
ara
terísti
as físi
as desejadas na estrutura�nal (e.g. a minimização de uma grandeza físi
ae quantidades limitadas de material) dão origem aproblemas de otimização, dentre os quais 
itamosos de dimensionamento, forma e topologia.Na sua forma mais bási
a, o problema de projetoestrutural pede que determinemos se 
ada ponto doespaço 
ontem ou não material. Uma maneira deresponder essa pergunta é dis
retizar o domínio emquestão e analisar 
ada elemento da malha. Pode-mos então enxergar as treliças 
omo uma dis
reti-zação de elementos �nitos do problema de projetoestrutural geral.As seções subseqüentes estão divididas da se-guinte forma: na seção 2 des
revemos a abordagemes
olhida para modelar o problema que nos leva àformulação es
olhida, des
rita su
intamente na se-ção 3; resolvemos então esse problema adaptandoum algoritmo do tipo restauração inexata, des
ritoem linhas gerais na seção 4; espe
ializações e algunsresultados numéri
os são mostrados nas seções 5 e6 respe
tivamente; a seção 7 des
reve a 
ontinuaçãodo trabalho e objetivos futuros.2 Estrutura BasePara modelar o problema, usamos a abordagem 
o-nhe
ida 
omo estrutura base (veja exemplo na �-gura 1), na qual enxergamos um determinado sub-
onjunto de 
onexões entre um 
onjunto �xo de nós
omo elementos em poten
ial da estrutura �nal, oque nos forne
e um problema de otimização dis-
reta. Neste 
enário, treliças são 
onvenientes poispermitem 
ontornar as di�
uldades do problemade programação inteira inerente a essa abordagem
onsiderando 
omo variáveis de projeto as seçõestransversais das barras (variáveis 
ontínuas) e per-mitindo, para representar a ausên
ia de uma barra,seções nulas. Resolvemos assim, simultaneamente,
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Figura 1: Exemplo de estrutura base para uma ma-lha de 20 por 15 nós na qual todos estão 
one
tadosentre si por uma barra (nível de 
onexão máximo).Para manter a 
lareza da �gura somente as barrasque partem do nó inferior esquerdo foram represen-tadas.os problemas de dimensionamento e topologia.Neste trabalho 
onsideramos domínios retangu-lares e de�nimos o universo de barras da estruturabase es
olhendo um nível de 
onexão desejado paraa estrutura. Não há restrições para a posição ini
ialdos nós, entretanto a forma do domínio não entrano problema de otimização. Deste modo, é 
onveni-ente utilizar um grande número de nós para reduziro efeito negativo de des
onsiderar essa �exibilidadeadi
ional. Essa es
olha nos leva então a 
onsideraropções para resolver problemas de grande porte, en-tre elas es
olher modelos mais simples, reduzindo onúmero de variáveis, e espe
ializar o algoritmo.
PSfrag repla
ements ai

liFigura 2: A i-ésima barra 
om volume ti = aili.Assumimos que só há deformação em li e que abarra é 
omposta de material linearmente elásti
o.



3 FormulaçãoNos problemas des
ritos a seguir 
onsideramos es-truturas base 
om n nós, N graus de liberdade e mbarras. Podemos ter dois ou três graus de liberdadepossíveis por nó se 
onsiderarmos estruturas planasou espa
iais respe
tivamente. É ne
essário aindarestringir o movimento de alguns nós para proverapoios para a estrutura. Para uma treliça bidimen-sional temos N < 2n e tipi
amente m = O(n2).São dados do problema a 
arga de forças f ∈ R
N , ovolume total de material disponível V ∈ R, V > 0 ea estrutura base. Usamos 
omo variáveis de estado(des
revem a situação transitória da estrutura sobação da 
arga) os deslo
amentos nodais u ∈ R

Ne 
omo variáveis de projeto os volumes da barrasrepresentados por t ∈ R
m de�nidos à partir dasgrandezas representadas na �gura 2. Finalmente, à
ada barra 
orresponde ainda uma matriz de rigi-dez Ki que apare
e nas restrições de equilíbrio dosproblemas seguintes.O trabalho é uma grandeza diretamente propor-
ional ao deslo
amento que uma força 
ausa em um
orpo, assim podemos 
on
luir que quanto mais rí-gida for uma estrutura menor o trabalho que uma
arga é 
apaz de realizar sobre ela. O número fTumede o trabalho total realizado por uma força ex-terna f sobre uma treliça. Formulamos então o pro-blema de determinar a treliça mais rígida para su-portar uma 
arga f , 
om um volume de material Ve 
om barras restritas a um sub
onjunto das barrasque 
ompõe a estrutura base 
omo

min
u∈RN , t∈Rm

fTusujeito à (

m
∑

i=1

tiKi

)

u = f

m
∑

i=1

ti = V

ti ≥ 0, i = 1 . . .m

(1)
Demonstra-se em [2℄ que o problema 1 é equiva-lente à formulação na energia poten
ial
max
t∈Rm

min
u∈RN

{

1

2
uT

(

m
∑

i=1

tiKi

)

u− fTu

}

m
∑

i=1

ti = V

ti ≥ 0, i = 1 . . .m

(2)Seguindo o 
aminho proposto em [1℄, tro
amosa posição dos operadores min e max no problema2 e introduzimos uma nova variável para 
hegar àuma formulação somente nos deslo
amentos nodais,

suave e 
onvexa
min

u∈RN , α∈R

α− fTusujeito à V

2

[

uTKiu
]

≤ α

i = 1, . . . ,m

(3)
om N + 1 variáveis e m restrições.Para o 
aso de um úni
o 
arregamento, os proble-mas a
ima podem ser reformulados 
omo problemasde programação linear 
omo des
rito em [1℄. Nossoobjetivo é, entretanto, abordar o 
aso de múltiplos
arregamentos, para o qual tais reformulações nãopermane
em válidas.Podemos es
rever esta formulação mais geral se-parando os vetores de deslo
amento para 
ada umadas 
argas e 
ompondo, através de uma média pon-derada, uma medida do trabalho total realizadospelas forças externas. Dados M 
arregamentos
fk, k = 1, . . . ,M e pesos wk, k = 1, . . . ,M a for-mulação 3 pode ser rees
rita 
omo

min
up∈RN α∈R

α−
M
∑

p=1

wpf
T
p upsujeito à V

2

M
∑

p=1

[

wpu
T
pKiup

]

≤ α

i = 1, . . . ,m

M
∑

p=1

wp = 1

(4)
4 Restauração InexataNo modelo des
rito pelo problema 1 as restrições fo-ram obtidas 
onsiderando as leis físi
as que devemser satisfeitas, salvo simpli�
ações, para que umatreliça obtida 
omo solução seja 
apaz de manter-se estável sob ação de uma 
arga forne
ida. Nafunção objetivo asso
iamos um 
usto, representadoaqui pelo trabalho realizado pelas forças externas,à 
ada estado da estrutura. Sendo assim, �
a evi-dente que o problema bene�
ia-se de métodos queprivilegiem satisfazer as restrições em detrimento daobtenção do melhor valor do objetivo, pois uma es-trutura que satisfaça as restrições de equilíbrio masnão seja a mais rígida ainda pode ser 
onstruída edesempenhar a função de transferir a 
arga para osapoios.O método de Restauração Inexata des
rito em[3℄ e referido de agora em diante 
omo algoritmoIR, propõe uma alternativa para os métodos fa
tí-veis usuais ao enfatizar a fa
tibilidade progressiva-mente 
om a proximidade da solução (mais espe
i�-
amente, 
om a melhoria da aproximação da regiãofa
tível no passo de minimização e 
om o ajustedo parâmetro de penalidade). Portanto, restrições



muito 
urvas não provo
am en
urtamento prema-turo dos passos. Outra vantagem deste método épermitir o tratamento de restrições de desigualdadesem a introdução de variáveis de folga. No problema3, que é o problema que desejamos resolver, a in-
lusão das folgas aumentaria o número de variáveisde N + 1 para m+N + 1.Para des
rever o método 
onsideramos o pro-blema de programação não linear genéri
o
min
x∈Rn

g(x)sujeito à C(x) ≤ 0
(5)O algoritmo IR, à semelhança dos pro
edimentosde programação quadráti
a seqüen
ial, divide 
adaiteração em duas fases: a primeira, de restauração,bus
a melhorar a fa
tibilidade; a segunda, de mini-mização, melhora a otimalidade em relação à funçãoobjetivo.4.1 RestauraçãoA fase de restauração é exe
utada somente uma vezpor iteração e obtém, à partir do iterando atual

xk, o ponto intermediário yk que deve satisfazer às
ondições
∥

∥C+(yk)
∥

∥ ≤ r
∥

∥C+(xk)
∥

∥ (6)
∥

∥yk − xk
∥

∥ ≤ β
∥

∥C+(xk)
∥

∥ (7)para r ∈ [0, 1), β > 0 e C+(x) = max{Cj(x), 0}.4.2 MinimizaçãoA fase de minimização é exe
utada após a fase derestauração e repetida até que o novo ponto zk,i sa-tisfaça os 
ritérios de a
eitação baseados na funçãode mérito. Nesta etapa bus
amos reduzir o valordo fun
ional f exigindo a manutenção da fa
tibili-dade até primeira ordem para algumas restrições erespeitando limites da região de 
on�ança. O 
on-junto πk é uma aproximação linear de uma seleçãode restrições de C(yk) baseada em um parâmetrode tolerân
ia p. Usar um sub
onjunto de restriçõestem o intuito de diminuir o trabalho 
omputa
ionalpor iteração
πk =

{

x ∈ R
n|Cj(y

k) + C ′

j(x− yk) ≤ C+
j (yk)quando Cj(y

k) ≥ −p
} (8)O 
onjunto Bk,i de�ne a região de 
on�ança 
en-trada no ponto intermediário yk

Bk,i =
{

x ∈ R
n|
∥

∥x− yk
∥

∥ ≤ δk,i

} (9)Assim, o subproblema da fase de minimizaçãopode ser es
rito 
omo

min
x∈Rn

g(x)sujeito à x ∈ πk ∩Bk,i

(10)
uja solução denominamos zk,i.4.3 Função de méritoMétodos que trabalham 
om pontos infa
tíveis en-frentam o problema de julgar a qualidade dos ite-randos levando em 
onta os objetivos 
on�itantes dereduzir a infa
tibilidade e o valor da função obje-tivo simultaneamente. Quando um ponto 
andidatomelhora ou piora ambos temos uma noção intuitivasobre a sua qualidade em relação ao ponto atual.Entretanto quando, por exemplo, o 
andidato aopróximo iterando melhora a fa
tibilidade e piora afunção objetivo, essa es
olha não é 
lara. Uma ma-neira de realizar esse julgamento é usar as 
hamadasfunções de mérito que são fun
ionais que 
ombinam
g(x) e C(x) para ordenar os pontos levando em 
on-siderção ambos os objetivos.Usaremos a seguinte função de mérito

ψ(x, θ) = θg(x) + (1 − θ)
∥

∥C+(x)
∥

∥ (11)Para de
idir a a
eitação do ponto de�nimos a re-dução real, que é a diferença entre o valor da funçãode mérito no ponto �nal zk,i e no ponto atual xk,e a redução prevista, que usa a mesma diferençamas des
onsidera possíveis perdas na fa
tibilidade
ausadas pela fase de minimização. Se a reduçãoreal Ared for maior ou igual a uma fração prede-terminada η da redução prevista Pred, a
eitamos oponto
Ared ≥ ηPred (12)Entretanto se esta 
ondição não é satisfeita, oponto 
andidato é re
usado, a região de 
on�ançareduzida e a fase de minimização é exe
utada nova-mente.5 Espe
ializaçãoPara o 
aso das treliças as matrizes de rigidez Kipodem ser es
ritas 
omo produtos diádi
os na forma
Ki = bib

T
i (13)onde bi são vetores diretamente propor
ionais às li-nhas da matriz de projeção entre o sistema de 
oor-denadas das forças externas e os diversos sistemasde 
oordenadas alinhados 
om as barras 1. Se 
on-siderarmos ainda o volume normalizado V = 1, oproblema 3 pode ser rees
rito 
omo1Essa matriz de projeção é 
hamada de matriz de 
om-patibilidade. As 
onstantes de propor
ionalidade envolvemo 
omprimento da barra li e o módulo de Young Ei



min
u∈RN , α∈R

α− fTusujeito à 1

2
(btiu)

2 ≤ α

i = 1, . . . ,m

(14)O problema 14 é um 
aso espe
ial do modelo geralmostrado no problema 5, 
om x = [u, α]T e
g(x) = g(u, α) = α− fTu

Ci(x) = Ci(u, α) =
1

2
(bTi u)

2 − α
(15)De�nimos ini
ialmente a fase de restauração. Ob-servando as equações 15 notamos que a variável ar-ti�
ial α é livre e apare
e em todas as m restri-ções. Fazendo uso dessa propriedade propomos umponto intermediário ỹk = [ỹk

u, ỹ
k
α]T , sempre fa
tível,obtido 
om um passo de restauração somente em α

ỹk
u = uk

ỹk
α = max

i

1

2
(bTi u

k)2
(16)Entretanto o algoritmo IR pede que o ponto res-taurado satisfaça as 
ondições 6 e 7. Claramente éne
essária uma es
olha 
riteriosa de α e β ou umaalteração na atualização proposta para que o pontoseja a
eito. É possível en
ontrar um ponto inter-mediário que satisfaça essas 
ondições e que use umpasso na variável α (sem mudar u) somente se es-
olhermos os parâmetros β e r satisfazendo

β + r ≥ 1 (17)O passo proposto nas equações 16 satisfaz a 
on-dição 6 para qualquer valor de r ∈ [0, 1) se β ≥ 1.Entretanto se β < 1 o ponto ỹk não vai satisfazer a
ondição 7. Neste 
aso, se r < 1 − β, não existirápasso que satisfaça as 
ondições 6 e 7. Entretantose r ≥ 1 − β, de�nindo yk = [yk
u, y

k
α]T 
onseguimosobter o passo reduzido

yk
u = ỹk

u

yk
α = α+ β(ỹk

α − α)
(18)Ini
iamos a análise da fase de minimização deter-minando a forma da região fa
tível linearizada des-
rita na equação 8. Seja z ∈ πk, 
om z = [zu, zα]T .Considerando as equações 8 e 15 
on
luímos que zdeve satisfazer, para i = 1, . . . , m, a equação

(bTi y
k
u)(bTi zu) − zα ≤ max

{

ξ − yk
α,

1

2
ξ

} (19)onde ξ = (bTi y
k
u)2.

Assumimos ainda p > max |C(xk)|, i.e. todasas restrições são 
onsideradas para formar a região
πk. O subproblema do passo de minimização �
aportanto

min
z∈RN+1

zα − fT zusujeito à 
ondição (19)
∥

∥z − yk
∥

∥ ≤ ∆k

(20)6 Alguns resultados numéri
osPara obter os resultados des
ritos nesta seção im-plementamos o modelo mostrado no problema 3.Essa formulação foi es
olhida por permitir uma sé-rie de extensões interessantes 
omo múltiplos 
ar-regamentos, peso próprio da estrutura e reforço. Aimplementação da base do algoritmo bem 
omo deum gerador automáti
o de problemas foi feita emMatlab, es
olhido pela fa
ilidade de manipulaçãode dados. Entretanto enfrentamos um problema
om a performan
e do 
ódigo interpretado, 
ontor-nado par
ialmente pela transferên
ia do nú
leo depro
essamento do algoritmo, a fase de minimiza-ção, para uma bibliote
a de ligação dinâmi
a 
om-pilada2. Esse artifí
io nos permitiu resolver o sub-problema 20 usando o pa
ote MINOS 
ompilado emFortran.As �guras subseqüentes mostram alguns dos pro-blemas resolvidos. Na legenda de 
ada �gura sãoindi
ados o número de variáveis e o número de res-trições. O número de variáveis é igual ao dobrodo número de restrições (estruturas planas) maisum (variável arti�
ial α) e o número de restriçõesé igual ao número de barras. Cada pequeno pontorepresenta uma rótula em poten
ial. Linhas pre-tas representam barras sofrendo 
ompressão e li-nhas 
inza representam barras sofrendo distensão.Os apoios são representados por quadrados quandoo nó tem todos os graus de liberdade �xados e portriângulos apontando para a direita quando apenasa 
omponente horizontal está �xa. As setas repre-sentam a 
arga de forças externas apli
ada sobre aestrutura. Em todas os 
asos a estrutura base temnível de 
onexão máximo, ou seja, todos os nós po-dem ser 
one
tados por uma barra ou uma seqüên-
ia de barras 
olineares.A �gura 3 ilustra um modelo da vista lateral deuma ponte simples em dois níveis, 
om quatro pon-tos de apoio. Uma 
arga de forças é apli
ada aolongo da linha 5 representando o peso da estrada.No exemplo mostrado na �gura 4 temos uma
arga de forças similar que é apli
ada na mesmalinha dos apoios, entretanto neste 
aso restringimoso domínio de modo a permitir somente barras a
ima2O Matlab 
hama essas bibliote
as de arquivos MEX eforne
e uma API 
ompleta para transferên
ia de dados 
omC ou Fortran



do nível da 
arga, resultando em uma estrutura fa-miliar em forma de ar
o.Na �gura 5 ilustramos a possibilidade de reduzira dimensão de problemas 
om simetria espe
ular,
omo o mostrado na �gura 4 (simétri
o em rela-ção ao eixo verti
al que passa pela oitava 
oluna).In
luindo uma linha de apoios livres no sentido ver-ti
al obtemos uma boa aproximação para a metadeesquerda da estrutura mostrada na �gura 4.As �guras 6 e 7 mostram uma extensão do arti-fí
io usado na obtenção da �gura 5. Em ambos os
asos apenas um apoio �xo é forne
ido para supor-tar uma 
arga de forças que se extende pela largurada malha. Na primeira �gura apoios deslizantes fo-ram permitidos apenas na altura da linha 5. Nasegunda �gura desta
amos que embora toda a ex-tensão das laterais do domínio tenha sido ofere
ida
omo opção de apoio o projeto �nal faz uso de ape-nas dois.As �guras 8 e 9 mostram duas 
on�gurações 
lás-si
as de solução 
onhe
ida, in
luídas aqui 
om o in-tuito de validar a 
orreção da implementação.Finalmente, a �gura 10 ilustra o fato de que a so-lução para o problema 3 pode ser um me
anismo3em equilíbrio 
om as 
argas de forças. A estruturaapresentada aqui 
laramente sofrerá uma rotação(que é um me
anismo) 
aso haja qualquer pertur-bação perpendi
ular à força f representada. Comona estrutura �nal temos várias 
omponentes ti nulasé natural que a matriz de rigidez global K de�nidapor
K =

m
∑

i=1

tiKi =

m
∑

i=1

ti(bib
T
i ) (21)tenha posto in
ompleto. Notamos entretanto queesse me
anismo pode ser eliminado 
om a intro-dução de novas barras (e no 
aso espe
í�
o desteexemplo de um apoio adi
ional). Ao introduzir no-vas barras, ou seja, tornar positivas algumas 
om-ponentes ti, estamos apenas aumentando de ma-neira seletiva o posto da matriz de rigidez. Assim,da mesma forma que podemos aumentar o postode uma matriz adi
ionando à ela uma 
omponentein�nitesimal podemos eliminar um me
anismo adi-
ionando à estrutura barras in�nitesimais.7 Con
lusãoNeste trabalho des
revemos em linhas gerais o pro-blema de treliças, a abordagem da estrutura baseusada na modelagem e o algoritmo de RestauraçãoInexata proposto em [3℄. Para resolver a reformu-lação mostrada na equação 3 propusemos espe
iali-zações visando prin
ipalmente reduzir o 
usto 
om-puta
ional de 
ada iteração.Para 
omprovar os resultados obtidos neste tra-balho foi implementada também uma versão em3Deslo
amentos nodais que o
orrem sem a deformação daestrutura

Matlab do algoritmo de pontos interiores des
ritoem [2℄. Diversos problemas foram resolvidos usandoambos os métodos e seus resultados 
omparadosquanto à disposição das barras e rigidez da estru-tura. Estes resultados foram sempre muito próxi-mos, raramente dis
ordando na es
olha dos elemen-tos. Nos 
asos em que de fato foram diferentes, ob-servamos que estas diferenças �
avam restritas à re-dução do volume de algumas barras (normalmente
ompensada 
om a introdução de outras mais �nas)
om pequena in�uên
ia sobre a rigidez da estrutura�nal.Como trabalho futuro pretendemos implementaro algoritmo des
rito aqui em Fortran, pois opta-mos por não realizar 
omparações de desempenhousando as versões em Matlab e sim a implementa-ção original4 em Fortran do algoritmo proposto em[2℄. Entre outros objetivos, pretendemos ainda exa-minar métodos de identi�
ação de restrições ativaspara ajudar na es
olha do parâmetro p mostradona equação 8 e implementar o modelo da equação 4que leva em 
onta múltiplos 
arregamentos.Referên
ias[1℄ M. P. Bendsøe & O. Sigmund, Topology Opti-mization, Theory, Methods and Appli
ations,Springer, 4 (2003)[2℄ F. Jarre; M. Ko£vara; J. Zowe, Optimal trussdesign by interior point methods, S IAM Jour-nal of Optimization Vol. 8, No. 4, pp. 1084-1107, 1998[3℄ J. M. Matinez; E. A. Pilota, Inexa
t - Restora-tion Algorithm for Constrained Optimization,1999

4Gentilmente disponibilizada pelos autores de [2℄
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Figura 3: 249 variáveis 
om 3960 restrições
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Figura 4: 237 variáveis 
om 3627 restrições
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Figura 5: 119 variáveis 
om 1282 restrições
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Figura 6: 147 variáveis 
om 1090 restrições
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Figura 7: 59 variáveis 
om 386 restrições
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Figura 8: 179 variáveis 
om 2134 restrições
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Figura 9: 207 variáveis 
om 3380 restrições
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Figura 10: 97 variáveis 
om 748 restrições


