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1 Introducao

Neste trabalho procuramos determinar o projeto
otimo de uma trelica sujeita a cargas de forgas, obe-
decendo restricoes de material e de dominio para
obter a estrutura mais rigida. Como descrito em [1],
diferentes aspectos podem ser considerados ao pro-
jetar uma estrutura. KEsses aspectos em conjunto
com caracteristicas fisicas desejadas na estrutura
final (e.g. a minimizagdo de uma grandeza fisica
e quantidades limitadas de material) dao origem a
problemas de otimizacao, dentre os quais citamos
os de dimensionamento, forma e topologia.

Na sua forma mais bésica, o problema de projeto
estrutural pede que determinemos se cada ponto do
espaco contem ou nao material. Uma maneira de
responder essa pergunta é discretizar o dominio em
questao e analisar cada elemento da malha. Pode-
mos entao enxergar as trelicas como uma discreti-
zacao de elementos finitos do problema de projeto
estrutural geral.

As secOes subseqiientes estao divididas da se-
guinte forma: na secao 2 descrevemos a abordagem
escolhida para modelar o problema que nos leva a
formulagao escolhida, descrita sucintamente na se-
¢ao 3; resolvemos entao esse problema adaptando
um algoritmo do tipo restauragao inexata, descrito
em linhas gerais na se¢ao 4; especializacgoes e alguns
resultados numeéricos sao mostrados nas segoes 5 e
6 respectivamente; a secao 7 descreve a continuacao
do trabalho e objetivos futuros.

2 Estrutura Base

Para modelar o problema, usamos a abordagem co-
nhecida como estrutura base (veja exemplo na fi-
gura 1), na qual enxergamos um determinado sub-
conjunto de conexdes entre um conjunto fixo de nés
como elementos em potencial da estrutura final, o
que nos fornece um problema de otimizagao dis-
creta. Neste cendrio, trelicas sdo convenientes pois
permitem contornar as dificuldades do problema
de programacao inteira inerente a essa abordagem
considerando como varidveis de projeto as secoes
transversais das barras (variaveis continuas) e per-
mitindo, para representar a auséncia de uma barra,
secoes nulas. Resolvemos assim, simultaneamente,
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Figura 1: Exemplo de estrutura base para uma ma-
Iha de 20 por 15 nés na qual todos estao conectados
entre si por uma barra (nivel de conexido maximo).
Para manter a clareza da figura somente as barras
que partem do no6 inferior esquerdo foram represen-
tadas.

os problemas de dimensionamento e topologia.
Neste trabalho consideramos dominios retangu-
lares e definimos o universo de barras da estrutura
base escolhendo um nivel de conexao desejado para
a estrutura. Nao hé restrigoes para a posicao inicial
dos nés, entretanto a forma do dominio nao entra
no problema de otimizagao. Deste modo, é conveni-
ente utilizar um grande ntimero de nés para reduzir
o efeito negativo de desconsiderar essa flexibilidade
adicional. Essa escolha nos leva entao a considerar
opcoes para resolver problemas de grande porte, en-
tre elas escolher modelos mais simples, reduzindo o
nimero de variaveis, e especializar o algoritmo.

i

Figura 2: A i-ésima barra com volume t; = a;l;.
Assumimos que s6 ha deformacdo em [; e que a
barra é composta de material linearmente elastico.



3 Formulacao

Nos problemas descritos a seguir consideramos es-
truturas base com n nés, N graus de liberdade e m
barras. Podemos ter dois ou trés graus de liberdade
possiveis por n6 se considerarmos estruturas planas
ou espaciais respectivamente. E necessario ainda
restringir o movimento de alguns nés para prover
apoios para a estrutura. Para uma trelica bidimen-
sional temos N < 2n e tipicamente m = O(n?).
Sdo dados do problema a carga de forcas f € RV, o
volume total de material disponivel V€ R,V > 0e
a estrutura base. Usamos como variaveis de estado
(descrevem a situacédo transitéria da estrutura sob
acdo da carga) os deslocamentos nodais u € RY
e como variaveis de projeto os volumes da barras
representados por ¢ € R™ definidos & partir das
grandezas representadas na figura 2. Finalmente, a
cada barra corresponde ainda uma matriz de rigi-
dez K; que aparece nas restri¢oes de equilibrio dos
problemas seguintes.

O trabalho é uma grandeza diretamente propor-
cional ao deslocamento que uma forga causa em um
corpo, assim podemos concluir que quanto mais ri-
gida for uma estrutura menor o trabalho que uma
carga é capaz de realizar sobre ela. O ntamero fTu
mede o trabalho total realizado por uma forga ex-
terna f sobre uma trelica. Formulamos entdo o pro-
blema de determinar a trelica mais rigida para su-
portar uma carga f, com um volume de material V'
e com barras restritas a um subconjunto das barras
que compoe a estrutura base como

min fTu
u€RN | teR™

sujeito & (Z LK fu=f
= 1)

i=1
tzZOa

Demonstra-se em [2] que o problema 1 é equiva-
lente & formulacao na energia potencial

max min

1 m

— 4T E LK | u— fTu
teER™ yeRN 2 —
im

i=1

>0, i=1...m

(2)

Seguindo o caminho proposto em [1], trocamos
a posicao dos operadores min e max no problema
2 e introduzimos uma nova variavel para chegar a
uma formulagao somente nos deslocamentos nodais,

Suave € convexa

min a— Ty
u€RN | aeR
v
sujeito a Bl [uTKiu] <a (3)
t=1,....,m

com N + 1 varidveis e m restri¢oes.

Para o caso de um tnico carregamento, os proble-
mas acima podem ser reformulados como problemas
de programagao linear como descrito em [1]. Nosso
objetivo é, entretanto, abordar o caso de multiplos
carregamentos, para o qual tais reformulacées nao
permanecem validas.

Podemos escrever esta formulagdo mais geral se-
parando os vetores de deslocamento para cada uma
das cargas e compondo, através de uma média pon-
derada, uma medida do trabalho total realizados
pelas forcas externas. Dados M carregamentos
f* k=1,...,M epesos wy, k=1,...,M a for-
mulacao 3 pode ser reescrita como

M
T
a—prfp Up

min
up RN a€R 1
M
ooV T
sujeito a — E [wpup Kiup] <«
2 (4)
p=1
1=1,...,m
M
> wp=

S
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-

4 Restauracao Inexata

No modelo descrito pelo problema 1 as restri¢oes fo-
ram obtidas considerando as leis fisicas que devem
ser satisfeitas, salvo simplificacbes, para que uma
trelica obtida como solucdo seja capaz de manter-
se estavel sob acdo de uma carga fornecida. Na
funcao objetivo associamos um custo, representado
aqui pelo trabalho realizado pelas forcas externas,
a cada estado da estrutura. Sendo assim, fica evi-
dente que o problema beneficia-se de métodos que
privilegiem satisfazer as restrigoes em detrimento da
obtencao do melhor valor do objetivo, pois uma es-
trutura que satisfaca as restricoes de equilibrio mas
nao seja a mais rigida ainda pode ser construida e
desempenhar a fun¢do de transferir a carga para os
apoios.

O método de Restauracdo Inexata descrito em
[3] e referido de agora em diante como algoritmo
IR, propoe uma alternativa para os métodos facti-
veis usuais ao enfatizar a factibilidade progressiva-
mente com a proximidade da solugdo (mais especifi-
camente, com a melhoria da aproximacao da regiao
factivel no passo de minimizacdo e com o ajuste
do parametro de penalidade). Portanto, restrigdes



muito curvas nao provocam encurtamento prema-
turo dos passos. Outra vantagem deste método é
permitir o tratamento de restri¢oes de desigualdade
sem a introducao de variaveis de folga. No problema
3, que é o problema que desejamos resolver, a in-
clusao das folgas aumentaria o nimero de varidveis
de N+ 1param+ N + 1.

Para descrever o método consideramos o pro-
blema de programagao nao linear genérico

min  g(x)
TER™ (5)
sujeito a  C(z) <0

O algoritmo IR, a semelhanca dos procedimentos
de programacao quadratica seqiiencial, divide cada
iteracao em duas fases: a primeira, de restauracao,
busca melhorar a factibilidade; a segunda, de mini-
mizacao, melhora a otimalidade em relacao a funcao
objetivo.

4.1 Restauracgao

A fase de restauracao é executada somente uma vez
por iteracao e obtém, & partir do iterando atual
z¥, o ponto intermediario y* que deve satisfazer as

condigoes

[CH )| < vt @) (6)
ly* —a*[| < g|C* (")) (7)

parar € [0,1), 8> 0e C*(z) = max{C;(z),0}.

4.2 Minimizacgao

A fase de minimizacao é executada apoés a fase de
restauracao e repetida até que o novo ponto 2k ga-
tisfaca os critérios de aceitacao baseados na fungao
de mérito. Nesta etapa buscamos reduzir o valor
do funcional f exigindo a manutencao da factibili-
dade até primeira ordem para algumas restrigoes e
respeitando limites da regido de confianga. O con-
junto 7, € uma aproximagao linear de uma selecao
de restrigdes de C(y*) baseada em um parametro
de tolerancia p. Usar um subconjunto de restri¢oes
tem o intuito de diminuir o trabalho computacional
por iteracao

= {z € R"|C(5F) + Cl(z — y*) < CF (4F)
quando Cj(y*) > —p} (8)

O conjunto By, ; define a regido de confianga cen-
trada no ponto intermediario y*

Bk,i: {xERn|||x—ka Sakx,i} (9)

Assim, o subproblema da fase de minimizacao
pode ser escrito como

min  g(x)
zER™ (10)
sujeito & x € M N By,

cuja solucdo denominamos 2%

4.3 Funcgao de mérito

Métodos que trabalham com pontos infactiveis en-
frentam o problema de julgar a qualidade dos ite-
randos levando em conta os objetivos conflitantes de
reduzir a infactibilidade e o valor da funcdo obje-
tivo simultaneamente. QQuando um ponto candidato
melhora ou piora ambos temos uma nocao intuitiva
sobre a sua qualidade em relacdo ao ponto atual.
Entretanto quando, por exemplo, o candidato ao
proximo iterando melhora a factibilidade e piora a
funcao objetivo, essa escolha nao é clara. Uma ma-
neira de realizar esse julgamento é usar as chamadas
fungoes de mérito que sdo funcionais que combinam
g(x) e C(x) para ordenar os pontos levando em con-
sidercao ambos os objetivos.
Usaremos a seguinte funcao de mérito

¥(z,0) =0g(x) + 1= 0) [CH ()| (1)

Para decidir a aceitacao do ponto definimos a re-
ducao real, que é a diferenca entre o valor da fungao
de mérito no ponto final z** e no ponto atual z*,
e a reducdo prevista, que usa a mesma diferenca
mas desconsidera possiveis perdas na factibilidade
causadas pela fase de minimizacdo. Se a reducao
real A, 4 for maior ou igual a uma fracao prede-
terminada n da redugdo prevista P, ,, aceitamos o
ponto

Ared 2 nPred (12)

Entretanto se esta condicdo nao é satisfeita, o
ponto candidato é recusado, a regiao de confianca
reduzida e a fase de minimizacao é executada nova-
mente.

5 Especializacao
Para o caso das trelicas as matrizes de rigidez K;
podem ser escritas como produtos diddicos na forma

K; = bib! (13)

onde b; sao vetores diretamente proporcionais as li-
nhas da matriz de projecao entre o sistema de coor-
denadas das forgas externas e os diversos sistemas
de coordenadas alinhados com as barras !. Se con-
siderarmos ainda o volume normalizado V =1, o
problema 3 pode ser reescrito como

TEssa matriz de projecio é chamada de matriz de com-
patibilidade. As constantes de proporcionalidade envolvem
o comprimento da barra [; e o mdédulo de Young E;



min a— Ty

u€eRN, a€R

1
sujeito a §(b§u)2 <a (14)

1=1,...,m

O problema 14 é um caso especial do modelo geral
mostrado no problema 5, com z = [u,a]T e

9(z) = g(u,0) = a — flu

15

Cio) = Citwa) = Srup—a

Definimos inicialmente a fase de restauragao. Ob-
servando as equacoes 15 notamos que a variavel ar-
tificial o é livre e aparece em todas as m restri-
¢oes. Fazendo uso dessa propriedade propomos um
ponto intermedidrio §* = [g¥, 7%]7, sempre factivel,
obtido com um passo de restauracao somente em «

~k uk

<
e
Il

g = max 2 (7 u)? 1o
i 2
Entretanto o algoritmo IR pede que o ponto res-
taurado satisfaca as condicoes 6 e 7. Claramente é
necessaria uma escolha criteriosa de a e § ou uma
alteracao na atualizacao proposta para que o ponto
seja aceito. E possivel encontrar um ponto inter-
mediario que satisfaca essas condigoes e que use um
passo na varidvel « (sem mudar u) somente se es-
colhermos os parametros g3 e r satisfazendo

B+r>1 (17)

O passo proposto nas equagoes 16 satisfaz a con-
digdo 6 para qualquer valor de r € [0,1) se 3 > 1.
Entretanto se 3 < 1 o ponto §* nio vai satisfazer a
condicao 7. Neste caso, se r < 1 — 3, ndo existira
passo que satisfaca as condig¢oes 6 e 7. Entretanto
se 7 > 1 — 3, definindo y* = [y¥, y*]T conseguimos
obter o passo reduzido

yk =gk

o~ at 8 — ) (19

Iniciamos a anéalise da fase de minimizacgao deter-
minando a forma da regiao factivel linearizada des-
crita na equagao 8. Seja z € my,, com z = [z, 24]T
Considerando as equacoes 8 e 15 concluimos que z
deve satisfazer, parai = 1, ..., m, a equacao

W02 — 20 < max {e o gef 9

onde & = (b y;))*.

Assumimos ainda p > max |C(z*)|, i.e. todas
as restri¢oes sdo consideradas para formar a regiao
7. O subproblema do passo de minimizacao fica
portanto

min 2o — [ 2y
z€ERN+1
sujeito &  condigao (19) (20)

I = o1l < A

6 Alguns resultados numéricos

Para obter os resultados descritos nesta secao im-
plementamos o modelo mostrado no problema 3.
Essa formulacao foi escolhida por permitir uma sé-
rie de extensbes interessantes como multiplos car-
regamentos, peso proprio da estrutura e refor¢o. A
implementacao da base do algoritmo bem como de
um gerador automéatico de problemas foi feita em
Matlab, escolhido pela facilidade de manipulagao
de dados. Entretanto enfrentamos um problema
com a performance do cédigo interpretado, contor-
nado parcialmente pela transferéncia do nucleo de
processamento do algoritmo, a fase de minimiza-
¢ao, para uma biblioteca de ligacdo dinamica com-
pilada?. Esse artificio nos permitiu resolver o sub-
problema 20 usando o pacote MINOS compilado em
Fortran.

As figuras subseqiientes mostram alguns dos pro-
blemas resolvidos. Na legenda de cada figura sao
indicados o niimero de varidveis e o nimero de res-
trigoes. O niimero de variaveis é igual ao dobro
do ntimero de restrigbes (estruturas planas) mais
um (variavel artificial o) e o namero de restrigdes
é igual ao nimero de barras. Cada pequeno ponto
representa uma rétula em potencial. Linhas pre-
tas representam barras sofrendo compressao e li-
nhas cinza representam barras sofrendo distensao.
Os apoios sao representados por quadrados quando
o n6 tem todos os graus de liberdade fixados e por
triangulos apontando para a direita quando apenas
a componente horizontal esta fixa. As setas repre-
sentam a carga de forgas externas aplicada sobre a
estrutura. Em todas os casos a estrutura base tem
nivel de conexao maximo, ou seja, todos os nés po-
dem ser conectados por uma barra ou uma seqiién-
cia de barras colineares.

A figura 3 ilustra um modelo da vista lateral de
uma ponte simples em dois niveis, com quatro pon-
tos de apoio. Uma carga de forcas é aplicada ao
longo da linha 5 representando o peso da estrada.

No exemplo mostrado na figura 4 temos uma
carga de forcas similar que é aplicada na mesma
linha dos apoios, entretanto neste caso restringimos
o dominio de modo a permitir somente barras acima

20 Matlab chama essas bibliotecas de arquivos MEX e
fornece uma API completa para transferéncia de dados com
C ou Fortran



do nivel da carga, resultando em uma estrutura fa-
miliar em forma de arco.

Na figura 5 ilustramos a possibilidade de reduzir
a dimensao de problemas com simetria especular,
como o mostrado na figura 4 (simétrico em rela-
¢do ao eixo vertical que passa pela oitava coluna).
Incluindo uma linha de apoios livres no sentido ver-
tical obtemos uma boa aproximacao para a metade
esquerda da estrutura mostrada na figura 4.

As figuras 6 e 7 mostram uma extensdo do arti-
ficio usado na obtencao da figura 5. Em ambos os
casos apenas um apoio fixo é fornecido para supor-
tar uma carga de forgas que se extende pela largura
da malha. Na primeira figura apoios deslizantes fo-
ram permitidos apenas na altura da linha 5. Na
segunda figura destacamos que embora toda a ex-
tensao das laterais do dominio tenha sido oferecida
como op¢ao de apoio o projeto final faz uso de ape-
nas dois.

As figuras 8 e 9 mostram duas configuragoes clas-
sicas de solucao conhecida, incluidas aqui com o in-
tuito de validar a correcao da implementacao.

Finalmente, a figura 10 ilustra o fato de que a so-
lucdo para o problema 3 pode ser um mecanismo?®
em equilibrio com as cargas de forcas. A estrutura
apresentada aqui claramente sofrerd uma rotacao
(que é um mecanismo) caso haja qualquer pertur-
bacao perpendicular & forca f representada. Como
na estrutura final temos varias componentes ¢; nulas
é natural que a matriz de rigidez global K definida

por
m m

K=Y tK;=Y tibib))
i=1 i=1

tenha posto incompleto. Notamos entretanto que
esse mecanismo pode ser eliminado com a intro-
ducdo de novas barras (e no caso especifico deste
exemplo de um apoio adicional). Ao introduzir no-
vas barras, ou seja, tornar positivas algumas com-
ponentes t;, estamos apenas aumentando de ma-
neira seletiva o posto da matriz de rigidez. Assim,
da mesma forma que podemos aumentar o posto
de uma matriz adicionando & ela uma componente
infinitesimal podemos eliminar um mecanismo adi-
cionando & estrutura barras infinitesimais.

(21)

7 Conclusao

Neste trabalho descrevemos em linhas gerais o pro-
blema de trelicas, a abordagem da estrutura base
usada na modelagem e o algoritmo de Restauragao
Inexata proposto em [3]. Para resolver a reformu-
lacdo mostrada na equagao 3 propusemos especiali-
zagoes visando principalmente reduzir o custo com-
putacional de cada iteracao.

Para comprovar os resultados obtidos neste tra-
balho foi implementada também uma versdo em

3Deslocamentos nodais que ocorrem sem a deformacao da
estrutura

Matlab do algoritmo de pontos interiores descrito
em [2]. Diversos problemas foram resolvidos usando
ambos os métodos e seus resultados comparados
quanto & disposicao das barras e rigidez da estru-
tura. Estes resultados foram sempre muito proxi-
mos, raramente discordando na escolha dos elemen-
tos. Nos casos em que de fato foram diferentes, ob-
servamos que estas diferencas ficavam restritas a re-
ducdo do volume de algumas barras (normalmente
compensada com a introdugéo de outras mais finas)
com pequena influéncia sobre a rigidez da estrutura
final.

Como trabalho futuro pretendemos implementar
o algoritmo descrito aqui em Fortran, pois opta-
mos por nao realizar comparacoes de desempenho
usando as versoes em Matlab e sim a implementa-
¢ao original* em Fortran do algoritmo proposto em
[2]. Entre outros objetivos, pretendemos ainda exa-
minar métodos de identificacdo de restri¢cbes ativas
para ajudar na escolha do parametro p mostrado
na equacao 8 e implementar o modelo da equacgao 4
que leva em conta multiplos carregamentos.
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Figura 3: 249 varidveis com 3960 restri¢oes Figura 7: 59 varidveis com 386 restrices

[ R R S S S -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 9: 207 varidveis com 3380 restri¢oes

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1 2 3 4 5 6 7

Figura 6: 147 variaveis com 1090 restrigoes Figura 10: 97 variaveis com 748 restri¢oes



