Constelacoes de sinais via os anéis de inteiros
de Gauss e de Eisenstein-Jacobi

Antonio Aparecido de Andrade,

*

Tatiane da Silva Evangelista;

Depto de Matematica, IBILCE, UNESP,
15054-000, Sao José do Rio Preto, SP

E-mail: andrade@ibilce.unesp.br,

1 Introducao

O problema de construgao de sinais que possuam
boas propriedades geométricas e boas estruturas
algébricas é fundamental e relevante tanto no as-
pecto da sistematicidade de geragdo como na im-
plementagao préatica dos moduladores e demodu-
ladores. Este trabalho, estd organizado da seguinte
maneira. Na Secao 2, faremos uma breve revisao
de corpos quadraticos, decomposicao de ideais em
uma extensao quadratica. Na Secao 3, veremos as
constelacoes de sinais casadas a GF'(p) e definimos
a distancia de Mannheim via corpos quadraticos.
Na Segao 4, fornecemos o algortimo para rotular os
elementos dos corpos quadraticos. Na Secgao 5, vere-
mos a regiao de Voronoi e a distancia maxima entre
os elementos de A,[p], onde p = w = 1+\§j3, isto é,
no caso em que d = —3 (para A,[i] é d4nalogo). Fi-
nalmente, na Se¢ao 6, as conclusoes deste trabalho
sao apresentadas.

2 Conceitos preliminares

Nesta secao, veremos os conceitos de elemento in-
teiro, norma de um elemento, corpos quadraticos e
a decomposicao de ideais extendidos.

Definigao 1 Sejam A C B anéis. Dizemos que um
elemento o € B € inteiro sobre A, se a € uma raiz
de um polindémio ménico com coeficientes em A.

O conjunto dos elementos de B que sao inteiros
sobre A é um anel que denotamos por Op.

Definicao 2 Sejam K C L uma extensdo finita de
corpos de grau n e « € L. Definimos a norma de «

sobre K como N(a) = Hai(a), onde 0; : L — C,
i=1

para i =1,...,n, sio os K-homomorfismos.

Definicao 3 Um corpo quadrdtico é uma extensao
de grau 2 de Q .
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Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de
fragoes, L uma extensao finita de K de grau n e
OL o anel do inteiros de A em L. Se P C A ¢é
um ideal primo, entao PO C O, é um ideal e
pode ser expresso de modo unico na forma POy, =

g
H Q7" onde os Q; sao ideais primos de O, e os e;
i=1

sao elementos de Z, parai=1,...,g.

Proposicao 1 Os ideais primos Q; da fatoragao
g

POL = H Q7" sdo os tUnicos ideais primos de O,
i=1

tais que Q;NA =P, parai=1,...,g.

Definicao 4 Se P C A e Q C Oy, sao ideais pri-
mos tal que P = AN Q, dizemos que Q estd acima
de P.

Lema 1 Com as notagées anteriores temos que

1 A oL . A J ”
. — e —— 8do corpos e que — pode ser iden-
D 0, 4 q ) p

tificado como um subcorpo de
1,2,...

OL |

2, € um espaco vetorial de dimensao finita
i

sobre —, parai=1,...,9.
P p g

L .
—, para v =
i

) g-

2.

Teorema 1 (Teorema da Igualdade Fundamental)

g
_ (O A4 _ G A4
Z;GZfl - [PO]L . P] =n, Onde fZ - [Qz . 7)]

chamado grau residual.

Sejam d € 7Z livre de quadrados, K = Q/d), Ox
o anel dos inteiros de K e p um ntimero primo. Seja

g

pOk = H Q7" a decomposicao do ideal pOx como
i=1

um produto de ideais primos de Ok. Pelo Teorema

g
1, segue que Zeifi = 2. Assim, g < 2 e temos os
i=1
seguintes casos:
1. Seg=2,e1=e=1, fi = fo =1, entao p se
decompoe em Ok, ou seja, pOg = Q1 Qs, onde
91, Qs sao ideais primos distintos de Ok acima
de pZ.



2.8¢e g =1 e =1, fj = 2, entao p é inerte
em Ok, ou seja, pOg = Q, onde Q é um ideal
primo de Ok acima de pZ.

3.Seg=1,e =2, fi =1, entdo p ramifica em
Ok, ou seja, pOx = Q?, onde Q é um ideal
primo de Ok acima de pZ.

Proposigao 2

1. Sejam K =Q(v/—1) ep=1 (mod 4) onde p é

um primo impar, entdo p se decompoe em Ok.

2. Sejam K =Q(v/—3) ep=1 (mod 6) onde p é
wm primo impar, entdo p se decompoe em Ok.

3 Constelacoes de sinais

Nesta secao, apresentamos o conceito de
constelagoes de sianis e a distancia de Mannheim
via corpos quadraticos.

Definicao 5 Uma constelacao de sinais é um sub-
conjunto finito discreto de pontos no R? em que seja
possivel realizar uma identificacdo destes pontos por
Sinais.

Definicao 6 Uma constelagao de sinais S € dita
casada com um grupo G, mediante a uma distancia
d, se existe uma aplicacao p de G sobre S tal que
d(p(91), p(g2)) = d(ple), gy " * ga)), para todo gy
e go pertecentes a G, onde e € o elemento neutro
de G e d(.,.) é uma distdncia em S. Neste caso, a
aplicagdo p € chamada de aplicag¢io casada. Além
disso, se u for injetora chamamos p~' de rotula-
mento casado.

Sejam Q/d) um extensio quadrética, com d livre
de quadrados e Z[p] o anel dos inteiros de Q§/d).
Assim, se d = —1, entdo Z[p] = Z}/—1] = Z]i], é o
anel dos inteiros de Gauss, e se d = —3, entao Z[p| =
Z[@] = Z[w], é o anel dos inteiros de Eisenstein-
Jacobi. Além disso, temos que Z[p], onde p =i ou
p = w, é um dominio de ideais principais. Assim,
todo ideal primo Z de Z[p] é escrito na forma

I=(m)=mZp] ={ra:acZp},

onde m = a+bp € Z[p|] é um elemento primo. Temos
que % é uma raiz quarta primitiva da unidade e w é
uma raiz sexta primitiva da unidade.

Observagao 1 Se 7 =
norma de w € dada por:

a+bp € Zlp], entio a

N(m) = N(a+bp) = (a+bp)(a+bp) =
sed = 2,3 (mod 4)

a? — db?
2 l—d, _
a +ab+Tb sed =1 (mod 4),

onde a + bp denota a conjugagao complexa de a+bp.
Assim, temos que se d = —1, entdo N(m) = a® + b?
e se d = —3, entdo N(m) = a® + ab + b>.

Se p é um numero fmpar tal que p = 1(mod 4)
se d = —1 ou p = 1(mod 6) se d = —3, entdo p se
decompde em Z[p]. Nosso objetivo é determinar um
rotulamento casado entre o grupo aditivo de GF(p)
e um subconjunto conveniente do R?2. Em ambos
0s casos temos que p fatora-se como p = 7w, onde
N(mw) = p, e que o ideal primo pZ de Z fatora-se
completamente em Z[p], isto é, pZ[p| = IZ, onde
T = (1) e T = (7) sdo dois ideais primos distintos
de Z[p]. Como Z[p] é um dominio principal segue
que seus ideais primos Z nao nulos sao maximais.

Z
Portanto, o quociente 7p é um corpo de ordem p,

que denotamos por A4,[p].

Teorema 2 Se p € Z é um numero primo impar,
que fatora-se num produto de dois primos conjuga-
dos m = a4+ bp e ™ no anel dos inteiros algébricos
Zlp], isto €, p = 7T, entao em cada classe lateral
l+7Z, ondeZT={(n)el=0,1,...,p—1, existe um
unico elemento oy = |+ pum com norma euclidiana
minima.

Pelo Teorema 2, podemos considerar A,[p] =
{ag,a1,...,ap—1} C C um conjunto de represen-
tantes de Z em Zl[p], satisfazendo «; = l(mod T) e
N (o) minima, munido das seguintes operagoes de
adigao e multiplicacao, definidas por: o; +a; = i
e aa; = oy, onde k = i+ j (mod p) e k = ij
(mod p) tal que 4,5 = 0,1,...,p — 1. Assim, A,[p]
com essas operagoes é um corpo com p elementos,
isomorfo a GF(p).

Definicao 7 Sejam «, 5 € A,lp] tal que oo — =1
(mod I), com v € A,[p]. Definimos a distincia de
Mannheim, entre o e B como dp (e, B) = wm(y) =
la| + |b|, onde v = a+bp € A,p].

Assim, temos que daq(.,.) é uma métrica em
Aplp], e portanto temos definido, de modo nat-
ural um rotulamento casado do conjunto de sinais
Aplp] = {0, 04,...,p_1} C Z[p] com o grupo
aditivo de GF(p). A aplicagdo casada p de
GF(p) sobre A,[p] é definida por u(F) = «,, para
r = 0,1,...,p — 1. Para determinar o rétulo
de cada elemento do conjunto de sinais Ap[p] =
{ag,...,ap_1} C Z[p] por um elemento do corpo
GF(p), usamos o procedimento dado na Secao 4.

4 Algoritmo para rotular os
elementos de A,[p]

Nesta secao, apresentamos os passos do algoritmo
para rotular os elementos de A,[p] por elementos
de GF(p) e damos exemplos via os anéis de inteiros
de Eisenstein-Jacobi e Gauss. O algoritmo para ro-
tular os elementos de A,[p] consiste dos seguintes
passos:



1. Tome um nimero primo p que se decompoe-se
completamente em Z[p|, e seja m = a+bp € Z[p]
tal que N(7w) = p.

2. Tome s € Z a unica solugao na variavel r da
equagao a+br =0 (mod p), onde 0 < r < p—1.

3. O elemento I € GF(p) é o r6tulo do ponto oy =
x+yp € Zlp] se x+ys =1 (mod p) e se N(ay)
for minima.

Garantimos a unicidadade do ponto «; pelo Teo-
rema 2. Para melhorar o processo de rotulamento
devemos ordenar os valores de [ em ordem crescente,
e em seguida, para cada ponto a; =z + yp € Ap[p]
atribuimos o rétulo I, onde | = = + ys (mod p),
sendo N(qy) minima.

Exemplo 1 Sejam d = -3 ep =13 =1 (mod 6).
Aplicando o algoritmo temos:

1. Uma solugdo da equagdo N(m) = a?+ab+b* =
~1,4).

p = 13 € dada por (a,b) = ( Assim,
podemos tomar m = —1 + 4w € Z[w).
2. A dnica solugao da equagdo a+br = —1+4r =

0 (mod 13), onde 0 < r <12, ér = 10.

3. Assim, | € GF(13) serd o rétulo do ponto oy =
x4+ yw de Ais[w], se x + 10y =1 (mod 13) e
se N(«y) for minimo.

Os elementos de Aiz|w] sdo dados pela Tabela 1, as-

sim como sua representacao geométrica pela Figura
1.

[ (z,y) [ N(a) [ z+10y =1 (mod 13) |
0,0 0 0
(1,0) 1 1
(—2,-1) 3 2
(-1,-1) 1 3
T, —1) 1 1
@, -1 3 5

0,2 3 6
0, —2) 3 7
(—2,1) 3 3
(—1,1) i 9

EW)) 1 10

2,10 3 11
(—1,0) 1 2

Tabela 1: Constelacao com 13 sinais rotulados por
GF(13)ed = -3

ke

Figura 1

Exemplo 2 Sejam d = -1 ep=17=1 (mod 4).
Aplicando o algoritmo, temos:

1. Uma solugdo da equacio N(m) = a®+b*> =p =
17 € dada por (a,b) = (4,1). Assim, podemos
tomar m =4 +1i € Z[i].

2. A unica solugdo da equacdo a+br=44+r=0
(mod 17), onde 0 < r < 16, é r = 13.

3. Assim, l € GF(17) serd o rétulo do ponto ay =
x+yi de Ay7[i], sex+13y =1 (mod 17) e N (o)
€ minima.

Os elementos de Ai7[i] sdo dados na Tabela 2 e sua
representacao geométrica na Figura 2.

[ (@,y) [ N(o) [ z+13y =1 (mod 17) |
©,0) 0 0
(1,0) 1 1
2,0) 1 2
(—1,-1) 2 3
©,-1) 1 1
(I, —1) 2 5
(2,-1) 5 6
(—1,-2) 5 7
©,—2) 1 3

(0, 2) 4 9

(1,2) 5 0
(-2, 1) 5 11
(—1,1) 2 12

©,1) 1 13

1) 2 11
(—2,0) 1 15
(—1,0) 1 6

Tabela 2: Constelagao com 17 sinais rotulados por
GF(17)ed=-1

Figura 2

Observagao 2 As constelagoes sao simétricas em
relagcao ao primo p considerado.

5 Regiao de Voronoi

Nesta secao, determinamos a distancia méxima de
Mannheim entre os elementos de A,[p], onde p =
£7 isto é no caso em que d = —3 (para
Apli] é dnalogo).

w =

Definicao 8 Dizemos que um subconjunto discreto
A de pontos do R? é um reticulado de dimensdo n se
este for um Z-mddulo, gerado através de uma base

{61,...,€n}.



Sejam Z[w], onde w = /=2 V273, o anel de inteiros

algébricos de Qf/—3) e um elemento m = a + bw €
Z[w] tal que N(m) = a® + ab+ b*> = p, onde p = 1
(mod 6). Assim, o ideal pZ decompoe-se comple-
tamente em Z[w|. Podemos assumir sempre que
a,b > 0, se 1 = a + bw, uma vez que o anel dos
inteiros algébricos Z[w] é um dominio em que vale
a fatorag@o tnica a menos das unidades.

Definigao 9 Sejam S um subconjunto discreto do
R™ e Xg € §. A regigo de Voronoi de Xg em S
consiste dos pontos do R™ que estao mais préoximos
de Xy do que qualquer outro ponto de S, ou seja,
V(Xo) = {X € R" : d(X, Xp) < dX,Y),VY €
S,Y # Xo}. Dizemos que um ponto Y de S, Y #
X, € um vizinho de X se d(X,Y) < d(X,Z), para
todo Z de S.

Estamos interessados nos casos em que o sub-
conjunto discreto S do R? tenha estrutura de Z-
médulo, ou seja, quando S é um reticulado. Assim,
quando X é um ponto do reticulado S, temos que
V(X) = X +V(0) e Y é um vizinho de X se, e
somente se, Y — X é um vizinho de zero.

A imagem via o homomorfismo de Minkowsk do
anel de inteiros Z[p] de uma extensdo quadratica
QW) de Q pode ser visto como um reticuldado no
R2, gerado por {1,p},onde p =v/—1 =ised = —1le
p=w= 1T+\/j3 se d = —3. Seja S um subreticulado
de Z[w] gerado por {m, wn}, com 7 = a+bw, a,b €
Z tal que N(w) = p, com p = 1 (mod 6). Em
Z]w), os vizinhos da origem sdo as raizes sextas da
unidade, isto é, w’ para j =0,1,...,5.

Nosso objetivo agora é determinar a distancia
méxima de Mannheim entre os pontos de Apw].
Para isso identificamos Z[w] com um subconjunto
de R2. Se m € Z[w] com 7 # 0, entdo ™ = a + bw,
para a,b € Z. Consideramos os segmentos de reta
com extremidades na origem e nos pontos w’m,
para j = 0,1,...,5. Tomemos a reta perpen-
dicular passando pelo ponto médio de cada um
desses segmentos de reta. As interseccoes das retas
tracadas, formam os vértices de um hexdgono H,
que chamamos de Cj, paral = 1,2,...,6. Temos

que T = a + bw, com w = = V;‘}, tem coorde-

nadas (a,b) na base {1,w} e (%‘*ﬂ%) na base
candnica {1,i}, na qual é associado com as co-
—b/3 2a+b)

52 v 92 )

ordenadas ;. Consideramos 7 = (
na base {1,i}, um vetor ortogonal a m. Quere-
mos agora, determinar as coordenadas dos pontos
Cy, para Il = 1,2,...,6, na base {l,w}, que sdo
os vértices do hexagono H. Temos que 0C, =
17 |v3

5t apeT = §oher = 3(35 00 +
V3(=b3 2akb)  Agsim, 200 = 2[L(2%, B3 4
W ] = (B0 4 (R, 2,
Agora, 40C; = 2(20C,) = 2[(2‘12'“’,%) +
(A, 250y = (20 + b, W/3) + (b, BEE) =

(2a, 2(a'gb)‘/§). Logo,
o 2b
00, = (i M\/g)
2 6
Também, podemos escrever oc, = % +
(a+ 2b) a a+2b 14+/-3. a
R A A
(a+2b)4/3  a a+26( 73) N a+2b
2 o2 3 2 6
(a+2) _ a2 1+V=3  3a—a-2 _
6 3 2 6 B
a—b (a+2b)
St
Portanto, na base {1, w}, as coordenadas de C}
—-b 2b
sdo C = (a—, ot ). As coordenadas dos pon-

tos C, para [ = 2,3,...,6, podem ser obtidos das
coordenadas C; como C; = w'~'C;. Assim, obte-
mos as seguintes coordenadas do hexdgono H.

—(a+2b) 2a+0

o (23+b)7 3b ’
—(24 a —
Gy = (ZBED 22h)
—(a—=0b) —(a+2b
o= (Cle=h) ~ex ),
a+20 —(2a+b
05:( y ( )> e
2 %Fb ( 3b)
a —(a—
06_( 3 ) 3 )
Teorema 3 Se 71 = a + bw € Z[w] € tal que

N(n) = a® + ab+ b> = p, onde p é um primo tal
que p = 1 (mod 6), entdo a distincia mdzima de
Mannheim entre os elementos de Ap[w] é dado por
dm,maz(Ap[w]) = maz{lal, [b],|a + b} — 1.

Teorema 4 Se m = a+ bi € Z[i] € tal que N(7) =
a®? +b? = p, onde p ¢ primo tal que p =1 (mod 4),
entao a distancia mdxima de Mannheim entre os
elementos de Ay[i] € dada por dmmas(Ap[i]) =
max{|al,|b|} — 1.

Sejam as regices semi-abertas Ri, Ro e R3 li-
mitadas, respectivamentes, pelos pares de retas de-
terminadas por C1Cg e C3Cy, C1Cy e C4Cs, CoC3
e C5Cs, isto é, Ry = {(x,y) € R? : —N(m) <
(@ +2b)y + (20 + b)x < N(n)}, Ry = {(z,y) €

R? : —N(7) < (2a + b)y + (a — b)xr < N(m)} e
Ry ={(z,y) € R?: —N(7) < (a—b)y— (a+2b)x <
N(m)}. Seja R a interseccao dessas regioes, ou seja,
R = ﬂ?zl R;. O conjunto R tem como fron-

teira o hexdgono H. Agora, queremos determinar
as coordenadas inteiras, na base {1,w}, dos pon-
tos de R mais préximos dos vértices de H e as-
sim, mais distantes da origem. Deste modo, dado
a + bw € Z[w], precisamos analisar trés ca-
sos da diferenga a — b. Podemos considerar o caso
a,b > 0 e sem perda de generalidade, podemos su-
por que a > b, pois os resultados para o caso b > a
sao obtidos somente trocando a por b.

mw =



1. Sea—b=0 (mod 3), entdo a —b =0 (mod 3)
e p=a’+ab+b>=3a® (mod 3). Isto implica,
que p nao é primo. Logo, este caso é excluido.

2. Se a—b =1 (mod 3), entdo tomando C’jl7
para j = 1,2,...,6, os pontos de coordenadas
inteiras na base {1,w} mais préximos de Cj,
temos que

a—b—1 a+2b—-1
011:( 3 ) 3 )7
Cl_(fa726+1 2a+b72)
2 — ) )
3
—2a—b+2 a—%—l
C?}:( 3 ’ )’
1 —a+b+1 —a—2b+1
04:( ) )a
1 a+21§—1 —2a—%+2
05:( 3 ’ 3 ) €
Cl_(2a+b—2 —a—l—b—i—l)
6 3 3 '

3.8e a—b = 2 (mod 3), entdo tomando C?,
para j = 1,2,...,6, os pontos de coordenadas
inteiras da base {1,w} mais préximos de Cj,
temos que

a—b—2 a+2b—2
cp= (L2 B
02_(—a—2b+2 2a+b—1)
2 — 9 9
3 3
o —2a—b+1 a—-0—-2
03:( ’ 3 )a
02_(—a+3b+2 —a—2b+2,
4 — 9 )
3
5 a—l—Q% 2 —2a—-b+1
2= ("3 ) e
o 2a+b—1 fa+%+2
CG ( 3 ’ 3 )

Nosso objetivo, agora, é encontrar as relacoes en-
tre os conjuntos Z[p], R, S e H. Assim consideremos
os seguintes resultados:

Lema 2 Se V = Vs(0) = {z € R? : d(z,0) <
d(z,y),Y y € S,y # 0} € a regido de Voronoi da
origem S, entdo V = R.

Lema 3 Os pontos de coordenadas inteiras de R
formam wum conjunto completo de representantes
das classes laterais modulo o ideal gerado por T,
onde T € Z[w].

Lema 4 O conjunto S € obtido a partir de Z[w)
através de uma rotacdo sequida de wma homotetia.
Além disso, a regiGo de Voronoi da origem de S
é obtida da regiago de Voronoi da origem de Z[w)
pela mesma acdo. A rotacdo € determinada por
0 = arg(m) e a homotetia sendo a multiplicag¢ao

pory/N(m), onde ™ = a + bw € Z]w], com a,b € Z.

O proximo teorema estabelece as relacoes entre

Zlp], R, S e H.

Teorema 5

1. Os pontos de coordenadas inteiras na base
{1,w} localizados no interior de H formam
um conjunto completo de representantes das
classes laterais modulo o ideal gerado por w,
onde T € Z[w].

2. O conjunto R pode ser visto como uma regido
de Voronoi da origem do subreticulado S.

3. A regiao R pode ser vista como wuma rota¢do
segquida de wma homotetia da regiao de Voronoi
da origem do reticulado Z[w].

Observagao 3
1. Se D ¢ um quadrado de vértices:
a—b a+2b
Gy = (T? T);
—(a + 2b) 2a+1b

C2 ( 3 2 );
Cs = ( (a2— b)’ —(a;— 2b))
Cy— (a+2b —(2a+b))’

2 7 2

entao as coordenadas de R mais proximos do
vértices de D e mais distantes da origem sdo:

e Sea—b=1 (mod 2), entao

a—b—1 a+2b—1
Ol =(—5— —5 )
Cl—(_a_2b+1 2a+b—2).
2 — ) )

2
1 —a+b+1 —a—2g+1
op= (Tl R
1 a+2b—1 —2a—-b+2
04:( 2 ) 2 )

e Sea—b=2 (mod 2), entdo

a—b—2 a+2b— 2)

2 2
—a—2b+2 2a+bfl

ct

C3

(
( );
9 —a+%—|—2 —a—2b+2
3 = ( )
a+2%—2 —2a—b+1
( i)

C3

2. Para os corpos quadrdticos Q/d), com d =
2,3 (mod 4), temos que as regides R sao
retangulos.

Exemplo 3 Pelo Exemplo 1, podemos tomar m =
-1+ 4w = (—1,4), onde a = —1 e b = 4. Con-
stderamos os segmentos de reta com extre-midades
na origem e nos pontos +m = +(—1,4), twr =
+(—-4,3), tw?r = £(-3,-1). Como a — b =
1 (mod 3), seque que a regiGdo Voronoi R é um
hexdgono de vértices: C} = (—2,2), C3 = (-2,0),
CB{ = (0,-2), C} = (2,-2), 051 =(2,0) e Cé =
(0,2), e que os vetores ™, wr e wW>T possuem o
mesmo comprimento, uma vez que N(w) = 1 e



0 = arg(w) = 60°, sendo H o hexdgono de coor-
denadas: A = (75 %)7 B= (;77%): C= ( 32ﬂ _35);
D= (%, _77), E = (%,‘72) e I = (% %) A Figura
3, mostra o conjunto de sinais Aiz[w] representado

na regiao R.

Figura 3

Exemplo 4 Pelo Fxemplo 2, podemos tomar m =
44i=(4,1), onde a =4 e b= 1. Consideramos
os segmentos de reta com extremidades na origem e
nos pontos tm = +(4,1) e £mi = £(—1,4). Como
a—b =1 (mod 2), seque que a regiao de Voronoi R é
um quadrado regular de vértices C{ = (1,3), C3 =
(% 2 >2> CB = (_1’_75) € C4 = (2, 27) € que 0s
vetores T e Wi possuem o mesmo comprimento 6 =
arg(i) = 90°, sendo o quadmda Q de coordenadas
A:(%72)}B:( )Ci( 73)€D:
(3, _79) A Figura 4, mostm 0 con]unto de sinais
A17[i] representado na regido R.

Figura 4

6 Conclusao

Neste trabalho, vimos os procedimentos de
construcao e rotulagem de constelacoes de sinais
casadas a grupos aditivos de corpos de Galois
GF(p) a partir dos anéis de inteiros Z[w] e
Z[i]. Notemos que, para rotular os elementos via
classes laterais dos anéis de inteiros de Eisenstein-
Jacobi ou de Gauss por elementos de GF(p),
tomando o cuidado de sempre procurar ter a norma
minima. Vimos também, que a regiao Voronoi,
tem um formato de hexdgono ou retangulo, no caso
via anéis de inteiros Eisenstein-Jacobi ou Gauss,
respectivamente.
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