Esfera de Bloch: algumas propriedades
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1 Introducao

Alguns livros da area de computagao quantica dao
um tratamento pouco aprofundado a construgao da
esfera de Bloch [4] e ao estudo de suas propriedades
(por exemplo, (|9], p. 15) e ([11], p. 54)). Outros
nem mesmo o fazem ([5], [6]). Apresentamos uma
descricao matematica detalhada da esfera de Bloch
na secao 3. Na se¢ao 2, introduzimos definigoes pre-
liminares (maiores detalhes em [10]). Esse trabalho
é um desenvolvimento de artigos de dois dos auto-
res [2, 3|, principalmente através do detalhamento
de algumas passagens. Para uma visao mais abran-
gente sobre computagao quéntica, sugerimos o livro
de Nielsen e Chuang [9].

2 Modelos para um g-bit

Em computacao classica, a menor por¢ao de infor-
macao disponivel é o bit, que pode assumir apenas
dois valores, por exemplo, 0 e 1. Em computacao
quantica, utilizam-se estados quanticos no lugar de
estados classicos. O bit é substituido pelo bit quéan-
tico, o ¢-bit, e os valores 0 e 1 de um bit sao subs-

tituidos pelos vetores |0) e |1), representados por

0=

Essa notagao, utilizada em mecanica quantica, é co-
nhecida por notagao de Dirac.

A principal diferenca entre um bit e um g-bit é
que um g-bit genérico [¢)) é uma combinacao linear
dos vetores |0) e |1), ou seja,

) =alop+ a1 = 3]

onde «a e [ sao nimeros complexos. Note que os
vetores |0) e |1) pertencem ao espago vetorial com-
plexo C%(C) e formam uma base ortonormal para
esse espago vetorial. Em computagao quéntica, essa
base é chamada de base computacional e o vetor |¢)
¢ denominado de superposi¢ao dos vetores |0) e |1),
com amplitudes « e 3. Em mecénica quantica, ve-
tor é também chamado de estado.

A interpretagao fisica de um g-bit é que ele esta
simultaneamente nos estados |0) e |1). Isso faz com
que a quantidade de informacao armazenada no es-
tado |¢) possa ser infinita. Entretanto, essa quanti-
dade infinita de informacao esta no nivel quéantico.
Para torna-la acessivel, no nivel cldssico, precisamos



fazer uma medida. A mecanica quantica diz que o
processo de medida altera o estado de um g-bit,
fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade
|a|?, ou o estado |1), com probabilidade |3]|?. Com
apenas duas possibilidades, |0) ou |1), temos entéo
que

al? + |8 = 1.

Calculando a norma de |1)), obtemos:

IO = Vlal* + 18> = 1.

Como conseqiiéncia imediata, podemos estabelecer
o primeiro modelo para um g-bit.

PROPOSICAO 2.1
Um vetor unitario de C?(C) ¢ um modelo matemé-
tico para um g-bit.

Um outro modelo é dado na proposicao abaixo.

PROPOSIGAO 2.2
Um vetor unitario de C?(R) ¢ um modelo matema-
tico para um g-bit.

Prova. Seja |[¢) um g-bit, pela proposigao 2.1, te-
mos que existem «, 8 € C, tais que:
) = al0) + B]1), com Jaf? + [3[2 — 1.
Vamos considerar o = a + ' be 8 = ¢ + 2 d,
onde a,b,c,d € R, entao:
0
']

podemos escrever |¢) da seguinte forma:

[0 ] 0 0
o[ 2]V
Observe que |¢) é combinagao linear dos vetores

{1 [P

base de C2(IR), pois tomamos os escalares a,b,c e d
no conjunto dos numeros reais. Assim verificamos
que [1)) € C?(R). Pela proposicio 2.1, sabemos
que:

a2 + |82 = 1

substituindo os valores de a e (§ na igualdade
acima:

a2 + b2+ c?rd2=1

Logo, podemos concluir que um vetor unitario de
C%(R) ¢ um modelo mateméatico para um g-bit.

]

=+ § | +(c+zd)[

W=y

[+

PrOPOSIGAO 2.3

Um vetor unitario de R*(R) ¢ um modelo matemé-
tico para um g-bit e a esfera unitaria S® é o lugar
geométrico dos g-bits.

Londe 7 é a unidade imaginaria.

Prova. Considere a seguinte transformagao linear
entre C2(R) e R*(R), dada por:

1 0

1 0 . 1
rlol=lol rla]= o
_0_ _0_

. .

0 0 0 0
AR A RN
_0_ _1_

E facil ver que T dada dessa forma é um isomorfismo
entre C?(R) e R*(R). Da Proposicio 2.2, segue que
um ¢-bit [¢)) pode ser representado por:

1 1 0 0
w=ol g ool [ee[ 1] e[ V] oom
a? +b? +c2+d?=1
Aplicando T a igualdade acima, temos:
1 0 0 0
0 1 0 0
T(Y)) =a 0 +b 0 +c 1 +d 0
0 0 0 1

Vamos usar indistintamente 7' (|¢)) ou |¢), visto
que T é um isomorfismo. Entao:

) =a +b +c +d

oo o+
SO = O
o~ OO
o o o

Ainda pela proposicao 2.2, podemos concluir que
l|¥)[|=1. Assim, concluimos que um q-bit pode ser
representado por um vetor unitario de R*(R) e S3
é o lugar geométrico de todos os g-bits. m

Poderiamos, também, modelar um ¢-bit por um
quatérnio (veja [1], p. 211 e [8]) ou por um elemento
do grupo SU(2) (veja [7], p. 263). Neste artigo, res-
tringiremos nossa atencao aos modelos de vetores
unitarios de C2(C) e R*(R); essas duas representa-
¢oes e ainda outras estao sendo desenvolvidas em
outros trabalhos.

Para introduzirmos a esfera de Bloch, precisamos
do seguinte resultado.

PROPOSIGAO 2.4
Um q@-bit pode ser escrito na forma polar

) = e7[cos(£)[0) + e sen(E)[1)], (1)

onde 0 <y <21, 0<p<2re <& <7/2

Prova. ver [2]. m



3 A esfera de Bloch

Em computagio quintica, o escalar €7, em (1), é
denominado fator de fase global (veja [9], p. 93).
Note que dois g-bits quaisquer [¢p) = «|0) + 3[1) e
e'¢ |¢) tém as mesmas probabilidades de, ao serem
medidos, produzirem os estados |0) e |1), pois

e’ ) = e'c al0) + e Bl1) e

[e¢al = e |a] = |a].

Sabemos, também, que a evolugao de um g-bit
é descrita, matematicamente, pela aplicagao suces-
siva de operadores unitarios (veja [9], p. 81). Ao
aplicarmos uma matriz unitaria U em um g-bit
[1) = e [cos(€) |0) + e'? sen(&) |1)], obtemos

Ulp) = e Ulcos(€) |0) + " sen(§) [1)].

Note que o fator de fase global nao se modifica pela
aplicacao de um operador unitario. Usando essas
propriedades, podemos desprezar o fator e'7 e, a
partir dai, tentar encontrar uma representacao ge-
ométrica para um g-bit em R3.

ProroSIGAO 3.1

Os vetores da forma [¢)) g = cos(£)|0)+e"? sen(€)|1),
com 0 < ¢ <7m/2e0 < ¢ < 2w pertencem a um
subespaco vetorial de C?(R) de dimensdo trés.

Prova. Reescrevendo o vetor [1)) g, temos

[¥)r = cos(§)]0) + e sen(&)[1)
= cos(£)[0) + cos(p) sen(&)[1)
+ 2sen(yp) sen(&)|1).

Ou seja, o vetor |1) g pode ser visto como

Wn= [, L]

com a,b,c € R.
O espaco vetorial real C2(R) tem dimensdo qua-
tro e uma de suas bases ortonormais é o conjunto

oL

Entretanto, podemos representar o vetor [1))r uti-
lizando apenas trés vetores dessa base, ou seja,

|

+sentppsents) | |

= O

|+ costepsents) |

O =

)= cos(©) |

Isso conclui a demonstragao. m
O subespago V de C?(R), gerado pelos elementos

Figura 1: Semi-esfera que é o local geométrico de
todos os g-bits [¢) g.

LT

tem dimensao trés. Como esse subespago esté de-
finido sobre o corpo dos reais, ele é isomorfo a R3.
Considere, entdo, um isomorfismo 7 entre V e R3,
tal que

Usando esse isomorfismo, podemos escrever

1
T(|¢)r) = cos(p) sen(§) 8

0

0
+ sen(p)sen(&) | 1 | +cos(§) | O
0 1

Podemos entao imaginar que, quando despreza-
mos o fator de fase global de um g-bit, ele é “proje-
tado” em um subconjunto de R3. Observamos que
o lugar geométrico determinado por |¢)r (a par-
tir do isomorfismo, podemos usar indistintamente
T(|Y)R) e |¥)r) ¢ uma semi-esfera de R3, deno-
minada SE?, com centro na origem e raio unitario
(ou seja, 22 + y? + 22 = 1lez > 0). Note que
0<¢<7/2e0< <2, como representamos na
Figura 1.

Para chegarmos a esfera de Bloch, vamos enun-
ciar dois lemas.

LEMA 1 Sejam SE- = SE? — {(0,0,1), (z,y,0)2}
(a semi-esfera na Figura 1 sem o equador e o pdlo
norte) e Q = (0,7/2) x [0,27). A fungdio

f:Q — SE°

(& p) = (cos(p)sen(§), sen(p) sen(§), cos(£))

€ uma bijegao.

2Com z2 +y2 = 1.



Figura 2: Esfera de Bloch com representagao de um
g-bit genérico 1) e dos g-bits |0) e |1).

Prova. ver [2]. m

LEMA 2 Sejam 5= 52— {(0,0,1),(0,0,-1)} (a
esfera na Figura 2 sem os polos norte e sul) e Q =
(0,7/2) x [0,27). A fungao

=2
9:Q — S
(& ¢) = (cos(p)sen(26), sen(ip) sen(2€), cos(2€))
é uma bijecao.
Prova. ver [2]. m
PROPOSIGAO 3.2

Sejam f e g as fungoes definidas nos Lemas 1 e 2,
respectivamente. A funcao

V:SE? — §?

(@,9,2) — g(f ",9,2)  ((x,y,2) € SE*)
(0,0,1) — (0,0,1)

(x,y,0) ~— (0,0,—1)

é uma funcgao sobrejetora e, para z # 0, também é
injetora.

Prova. Usando os Lemas 1 e 2 e observando que
o dominio da funcéo g é igual ao contra-dominio
da funcdao f~!, obtemos uma bijecdo entre SE e
52, dada por g o f~!, jA que a composiciao de bi-
jecoes, nessas condicoes, ¢ uma bijegao. A fungao
V, definida entre SE? e S2, &, entdo, uma funcao
sobrejetora e, para z # 0, também ¢ injetora, pela
sua propria construcao. |

COROLARIO 3
A fungdo V tem uma formulagdo analitica explicita
dada por

52

(222,2yz,22% — 1)

V: SE?
(z,y,2)
Prova. ver [2|. m

Cada elemento da imagem de V serd chamado de
vetor de Bloch.

DEFINIGAO 3.1 (ESFERA DE BLOCH)
A esfera de Bloch é o lugar geométrico de todos os
vetores de Bloch.

Observagoes:

1. Os elementos da base computacional {|0), |1)}
sao representados na esfera de Bloch pelos po-
los norte (0,0,1) e sul (0,0,-1), respectivamente.

2. V leva todos os pontos do equador de SE? no
polo sul (0,0, —1) de S2.

3. Fazendo a mudanca de variavel ¢ — g, na
equagao (1), chegamos a forma para a repre-
sentagao polar de um ¢-bit mais comum na li-
teratura da area:

0 0
[¥) = e"[cos(;)[0) + € sen(3)[1)].
E, para o vetor de Bloch, teremos:
cos ¢ sen 6

sensenf | |
cosf

V) =

com
0<p<2m, 0<0<m.

4. Cada ponto da esfera de Bloch representa to-
dos os @-bits de formato €7 [¢)), para |[¢) =
[cos(0/2) |0) + e*¥sen(0/2) |1)] fixado e 0 <
v < 2.

Na Figura 2, apresentamos uma representacao da
esfera de Bloch.
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