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1. Introducao

Uma das maiores limitagdes do método dos
elementos de Contorno (MEC) encontra-se na
modelagem de problemas cujo meio continuo ¢ nao-
homogéneo. Para minimizar a onerosa tarefa de fazer
modelagens através do uso de sub-regides, foi
adaptada a esses casos a formulacdo com Quase-
Dupla Reciprocidade. Tal formulagdo é capaz de tratar
a heterogeneidade de modo especial e conduzir o
equacionamento integral do modelo matematico e sua
conseqliente discretizagdo exclusivamente em termos
de valores de contorno, sem necessidade de sub-
regides. Uma das mais promissoras aplicagdes dos
modelos ndo homogéneos na atualidade ¢ a analise
sismica para prospecgdo de petroleo. Nestes casos se
faz necessario modelar também o fendémeno da
propagacdo de ondas. Assim, esse trabalho tem o
objetivo de analisar a desempenho da formulagdo
citada em problemas n3o homogéneos, nos quais
admitem-se processos dindmicos. A técnica da Dupla
Reciprocidade tradicional também ¢é aqui empregada,
com a finalidade de modelar a agdo dinamica.

2. Equacao de Governo

Considere um meio continuo nao-homogéneo,
estacionario, no qual dQ representa uma superficie
infinitesimal em que as variaveis bidimensionais
expressas por X=X(x;,X;) descrevem sua posi¢do com
relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas. A
equagdo de governo neste caso, considerando o
equilibrio e a compatibilidade de uma funcdo escalar
u, que genericamente pode representar deslocamento,
temperatura ou qualquer propriedade fisica similar, ¢
dada em notagao indicial por [1,2]:

[Ku() ., J=ci 1)

Na dltima equagdo, K(X) ¢ uma fungdo que
representa a propriedade constitutiva do meio

continuo, dependente da posi¢do ao longo do dominio
bidimensional. As condi¢bes de contorno essenciais e
naturais sao definidas a seguir. Para X € I'u (condicao
essencial):

u(X) =i )

Para X € aI'q (condi¢do natural):

u(X),.n(X), = ‘_1 Q)

Nas equagdes (2) e (3), ['u(X) e I'q(X) representam
as fronteiras do meio continuo e n(X); expressa o vetor
normal unitario em um ponto qualquer destas. Nos
problemas de Mecanica dos Solidos, q adquire o
significado de tensdo normal aplicada no contorno,
enquanto nos casos de transferéncia de calor pode
interpretado como um fluxo imposto de energia
difusiva.

O ponto de partida para a abordagem pelo MEC
consiste do estabelecimento da equagdo de governo
(1) numa forma integral, usando a solugdo
fundamental u*(&;X) como fungéo auxiliar, resultando
na seguinte expressdo, onde foram omitidos os
argumentos por simplicidade:

[ Ku,, ,iu*szsziiu*d.Q @)
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A aplicacdo do esquema de integragdo por partes no
lado esquerdo da equagdo anterior permite reescreveé-
la como:

[ (Ku,,),u*d2 = [ (Ku,u*),,dQ +
Q Q
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A aplicagdo do Teorema da Divergéncia transforma
a primeira integral de dominio numa integral de
contorno, na forma:



[(Ku,, ),u*dQ = [Ku, n,u*dl +
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Usando a defini¢do expressa na equagdo (3), pode-
se escrever:

J.(Ku,l. ,iu*dQ=J.Kqu*dF—J.Ku,iu*,idQ (7
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Aplicando mais uma vez o esquema de integracdo
por partes junto a integral de dominio existente, tem-
se:

J(Ku,i ,utd Q = quu*d I+
Q r
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Empregando o Teorema da Divergéncia uma vez
mais, agora na primeira integral de dominio da
equagao anterior, chega-se a:

[Ku, ), u%d @ = [ Kqutd T +
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Desenvolvendo a derivada do nucleo da ultima
integral de dominio, a equacéo (9) obtém-se:

I(Ku,i ,[u*dQ=IKqu*dF+
Q r (10)
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Considera-se uma solugdo fundamental tradicional,
associada a um problema governado pela Equagdo de
Poisson, onde uma carga concentrada unitiria ¢
aplicada em um ponto fonte & de um dominio espacial
infinito, ou seja:

u* (&:X) =—-A(&:X) 1)

Cuja solugdo ¢ dada por:

w¥(E)= - nfr& X)) (12)
21
Também ¢ estratégico se definir:
g*(E)=u*,(EX )n,  a3)

Nas equagdes precedentes, r ¢ a distdncia entre o
ponto fonte & e um ponto genérico X do dominio,
chamado ponto campo.

Substituindo a equagdo (11) na tultima parcela do
lado esquerdo da equagdo (10), e utilizando a
defini¢ao (13), tem-se:

I(Ku,i ) u*szIKqu*dF+
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A constante ¢(§) refere-se as possibilidades do
ponto fonte situar-se no interior ou fora do dominio Q,
assim como no proprio contorno I', o que resulta em
valores distintos, conforme pode ser obtido na
literatura especializada [3].

A Unica integral de dominio restante sera
transformada numa integral de contorno através do
procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade.

3. Aplicagao da Quase-Dupla Reciprocidade

O procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade ¢
uma estratégia similar aquela criada por Nardini e
Brebbia [4]. A Quase-Dupla reciprocidade aproxima o
nucleo da integral de dominio da equacdo (14) através
do seguinte sentenga:

b =uK,=alyl, =0, (15)

A forma diadica das funcdes auxiliares Yy e M
utilizadas deve-se a aspectos operacionais, cujos
detalhes podem ser colhidos na referéncia [5].
Substituindo-se a equagdo (15) na integral de dominio
da equacdo (14), tem-se:

[uk ju,*dQ=a)[y) u*,dQ e
Q

Q

Uma vez mais, usando integracao por partes:



& [y dQ=0d [ (W), d2=ax) [wi* 2 (1)
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Aplicando o Teorema da Divergéncia e usando a
mesma solugdo fundamental ¢ possivel reescrever a
equacdo anterior na forma:

o [ Q= ) [yju, ndl+ e p)() (18)
Q r

A expressdo completa referente ao lado esquerdo da
equacdo (4) fica:

j(Kui,)a *dQ= quu*dr jKuq*dn
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Para operacionalizar o emprego do Método dos
Elementos de Contorno na parcela dindmica existente
do lado direito da equagdo (4), usa-se a técnica da
Dupla Reciprocidade tradicional [5]. Aproxima-se,
entdo, o nucleo da integral de dominio através da
seguinte sentenga:

u= IBJFJ = ﬂJ¢J ii 20

Na equagdo anterior F ¢ um conjunto de fungdes
auxiliares e @ representa as primitivas de F. Assim
sendo, pode-se escrever:

Iq)’,ﬁ u*dQ @
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A aplicacdo, também, do esquema de integracio por
partes no lado direito da equacdo (21) permite
reescrevé-la como:

izju u*dQ =
¢ Q
(22)
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A aplicagdo do Teorema da Divergéncia transforma
a primeira integral de dominio numa integral de
contorno, na forma:
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Aplicando, novamente, a integragdo por partes na
equagdo (23) e fazendo z” = ¢J,l. n,, tem-se:
I¢. +
—2ju u*dQ=
Ca
! (24)
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Empregando o Teorema da Divergéncia uma vez
mais, na primeira integral de dominio da equagdo
anterior, chega-se a:

izju u*dQ=
c Q
(25)
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Substituindo a equagdo (11) na tultima parcela do
lado direito da equacdo (25) e utilizando a definig¢o
(13), tem-se:

izju u*dQ=
C
(26)
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4. Discretizacao

A proxima etapa é a discretizagdo espacial e
temporal com a aproximagdo das varidveis fisicas,
através de procedimentos tipicos e bem conhecidos do
MEC, que resultam no seguinte sistema matricial:

GKq— HKu +|[H¥|a = [Gz-Holp @7

E possivel eliminar os vetores o e [ na equagio

anterior através das seguintes substituigdes:



a=n" K, u 28)

B=Fi 29)

Sendo Ky uma matriz composta pelos valores das
derivadas da matriz diagonal de rigidez K. Desta
forma, pode-se escrever:

[Gg— HulK + H¥n™'K ,u =[Gz— Hp|F i (30)

E, ainda, pode-se fazer:

B=Hyn'K, @31
M =[Gz - Hp]F™ 32)
G, =GK e H =HK (32a)

Obtendo, desta forma, com a substituicdo de (31),
(32) e (32a) em (30) a equagao:

[H, - Blu-G,qg=-Mi (33)

5. Avanco no Tempo

Para realizar o avango no tempo langa-se mao do
Esquema Houbolt [6], sendo este incondicionalmente
estavel, tanto para o Método de Elementos Finitos
como para o Método de Elementos de Contorno. A
aproximagdo do esquema para a aceleragdo num
instante n+1 é dada por:

ii =Ait2[2un+1 —Su, +du, | —u,,] (34

n+l
Substituindo a equag¢do (34) na equacdo (33),
fazendo MA = [H | —B] e realizando algumas

manipulagdes algébricas, chega-se finalmente a:

M +armalu, —A Gy, =
=5Mu, —-4Mu, , +Mu,_,
A equagdo anterior ¢ resolvida passo a passo, de

acordo com procedimento incremental usualmente
utilizado nos problemas de dinamica estrutural.

6. Conclusoes:

A formulagdo com Quase-Dupla Reciprocidade
trata da ndo-homogeneidade fisica como se fosse uma
acdo de dominio e a influéncia da sua variagdo ¢
computada em cada elemento de contorno. Nesta
formulagdo encontra-se um grande potencial para
resolver problemas dindmicos em meios nao-
homogénios associados & propagacdo de ondas.

Tendo em vista a sua simplicidade, baixo custo
computacional e possibilidade de acoplamento
imediato com outras técnicas do Método dos
Elementos de Contorno, o interesse em desenvolver
pesquisas com esta formulagdo ¢é bastante justificavel.

Trabalhos anteriores considerando casos
homogéneos dindmicos e ndo-homogéneos estaticos ja
foram simulados, mostrando bons resultados,
sugerindo que o modelo proposto deve produzir
resultados numéricos de boa preciséo.

Os primeiros testes com a formulagdo apresentada
ja estdo sendo desenvolvidos, abordando problemas
unidimensionais.

De qualquer modo, o modelo proposto mostrou-se
compativel ao acoplar adequadamente duas
formulagdes distintas do método dos elementos de
contorno — a Dupla Reciprocidade ¢ a Quase-dupla
Reciprocidade — para a solugdo de um problema de
indiscutivel importancia pratica.
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