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Seja B ⊂ R2um conjunto aberto, limitado,
convexo, contendo a origem do plano, com fron-
teira ∂B de classe C∞. Seja U ⊂ R2 um aberto,
limitado, simplesmente conexo, cuja fronteira
∂U é C∞ por partes e sem cúspides, com vetor
normal exterior denotado por ν. Assumimos
B ⊂ U , onde B denota o fecho de B. Seja
Ω = U − B. Para cada δ > 0, denotamos Uδ

uma vizinhança aberta de U com raio δ e de-
finimos Ωδ = Uδ − B. Os espaços H1, H1

loc, e
H0 = L2 são os espacos de Sobolev usuais. O
resultado principal desta nota é o seguinte:

Teorema: Seja Ω ⊂ R2 um conjunto satisfa-
zendo as condições acima. Então existe T > 0
tal que, para toda uo ∈ H1(Ω) com uo =
0 em ∂B, e u1 ∈ L2(Ω), existe uma função
g ∈ L2(∂U × [0, T ]) de modo que a solução
u ∈ H1(Ω× [0, T ]) do problema

utt −∆u = 0 em Ω× [0, T ]
u(0) = uo em Ω
ut(0) = u1 em Ω
∂u
∂ν = 0 em ∂B × [0, T ]
∂u
∂ν = g em ∂U × [0, T ]

satisfaz a condição final
u(T ) = ut(T ) = 0 em Ω. ¤

O sistema acima descreve as vibraçãoes de
uma membrana que na posição de equiĺıbrio é
representada pelo domı́nio Ω. O deslocamento
é dado pela função u, o estado inicial é dado
pelo par (uo, u1), e uma força controladora g
age somente na parte ∂U de sua fronteira. A
parte ∂B da fronteira fica livre. O problema
colocado consiste em determinar um instante
T e um controle g, que atuando em ∂U , fará
cessar a vibração no instante T .

A demonstração do teorema acima, pelo
método ”Controlabilidade via Estabilização”
introduzido por D. L. Russell em [1] se baseia
em dois pontos cruciais:

(1) Decaimento local de energia da solução
do problema de valor inicial e fronteira

wtt −∆w = 0 em (R2 −B)× R
w(0) = wo em R2 −B
wt(0) = w1 em R2 −B
∂w
∂ν = 0 em ∂B × R

onde wo ∈ H1(R2 − B), wo = 0 em ∂B, w1 ∈
L2(R2−B) são funções que se anulam no com-
plementar de Ωδ.

(2) Existência do traço ∂w
∂ν em L2(∂U ×

[0, T ].

O decaimento de energia é dado pela esti-
mativa

∫
Ωδ

(
|w(t)|2 + |wt(t)|2 + |∇w(t)|2

)
dx ≤

≤ C
(1 + t)2

(
‖wo‖2H1 + ‖w1‖2L2

)

onde C é uma constante dependendo apenas
de Ωδ e da geometria de B. Veja [2], lemma
2.1.

A existência do traço ∂w
∂ν é uma conseqüência

de um teorema devido a D. Tataru. Veja [3],
theorem 2.
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