Modelo SIS com dinamica vital e populacao total ndo
constante baseado em regras fuzzy
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Resumo: Neste trabalho utilizamos regras
fuzzy para descrever as transi¢des entre 0s
compartimentos no modelo SIS
(suscetiveis — infectados — suscetiveis)
com dinamica vital e populagéo total ndo
constante. Consideramos aqui 0 caso em
que a taxa de natalidade supera a de
mortalidade. A partir da solucdo obtida
via controladores fuzzy [2], observamos
que a populacdo de suscetiveis atinge um
valor méaximo, dependente da condigdo
inicial, além da auséncia de equilibrio nédo
trivial. Essas caracteristicas estdo de
acordo com o comportamento qualitativo
do modelo SIS classico com as mesmas
hipbteses [6].

1. Introducéo

O estudo de modelos epidemiol6gicos é de
fundamental importancia para a adocdo de
medidas e estratégias de controle de
epidemias. Em [3] um modelo do tipo SIS,
com dindmica vital e populagéo total constante
é estudado utilizando a logica fuzzy como
ferramenta. Um sistema baseado em regras
fuzzy para as taxas de crescimento especificas
de ambas as classes € obtido sem o auxilio de
equacOes deterministicas e analisado a partir
da Teoria de Controladores Fuzzy ([4].[7]),
aliada @ métodos de Andlise Numérica. A
andlise via base de regras, pode ser
fundamental na estimativa de parametros e
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permite  um tratamento matemaético de
variaveis com um certo grau de subjetividade.
Neste trabalho, temos por objetivo dar
sequéncia ao trabalho desenvolvido em [3], ou
seja, 0 estudo do modelo SIS com dindmica
vital, considerando agora populacdo néao
constante, utilizando a Teoria de
Controladores Fuzzy.

2. O modelo cléssico

As equagbes que descrevem um modelo
deterministico classico do tipo SIS com
dindmica vital e populacdo total ndo constante

sdo ([5], [6]):

E=—ﬁ5f+yf+yhf—é‘5 »
I
di -
E—,ﬁ“ﬂ—}r!—af
onde

S é a populacdo de individuos suscetiveis;

| é a populacéo de individuos infectados;
N=S+I é a populacéo total;

5 é ataxa de contato

1t é a taxa de natalidade

& é a taxa de mortalidade

¥ € a taxa de recuperagdo (¥~ é o periodo
infeccioso).

Considerando o caso no qual i = & (a taxa de
natalidade é maior que a taxa de mortalidade),
verificamos que ndo ha pontos de equilibrio
para o modelo proposto (I). No plano de fase
abaixo (Figura 1), estdo representadas as
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YT ds dl - s
isoclinas —. =5 =0 e uma trajetdria com
uma condicdo inicial (5g,15).

Figura 1: Plano de fase para o0 modelo (1)

E importante observar que, no modelo (1)
acima, dependendo da quantidade inicial de
infectados I; = 0, o nimero de suscetiveis
cresce até atingir um valor maximo 5,,, quando
C . T S({p—&)
a trajetdria intercepta a isoclina I = ———
BE—(y+u)
(obtida de E: 0). Para a condicdo inicial
ilustrada na Figura 1, o nimero de individuos
suscetiveis tende a 5 = % quando ¢ = 4=
e, apesar do nimero de individuos infectados
decrescer temporariamente, a doenca se
estabelece na populacdo.
Para 0 modelo SIS classico com dindmica vital
e populagdo total constante, a condicdo
necessaria para a propagacao da doenca é que
0 Valor de Reprodutibilidade Basal, R, (que
indica 0 nimero de casos novos a partir de um
Unico infectado), seja maior que 1 ([3]). Este
valor resulta de dI/dt>0 no inicio do processo
infeccioso. Porém, de acordo com a discussao
acima, esta condicdo (dI/dt>0), ndo é
necessaria para a propagacdo da doenca na
populagdo supondo populagdo total ndo
constante.

3. O modelo fuzzy

As regras que definem a dindmica do modelo
sao baseadas nas taxas intrinsecas de
crescimento de ambas as classes: 1/S dS/dt e
1/1 dl/dt.

Para os infectados admitimos que:

a) para cada S fixo, o crescimento (1/1) dl/dt é
constante;

b) o crescimento especifico (1/1) dl/dt aumenta
com S, sendo negativo para S baixo.

Ja para os suscetiveis, admitimos que:

a) esta classe nunca se extingue e também néo
cresce ilimitadamente: (1/S)dS/dt é positiva
para pequenas quantidades de S e é negativa
para grandes quantidades de S .

b) (1/S)dS/dt é crescente com | quando S é
pequeno;

¢) (1/S)dS/dt depende de S el .

Consideramos S, |, (1/S)dS/dt e (1/1) dl/dt
como variaveis linglisticas. Os termos
considerados para S foram baixo (B), médio
baixo (M1), médio alto (M2) e alto (A). Para |
os termos foram baixo (B), médio (M) e alto
(A). Para (1/S)dS/dt os termos linglisticos
sdo baixo (B), médio (M), alto (A), baixo
negativo (BN), médio negativo (MN) e alto
negativo (AN) e para (1/1) dl/dt sdo baixo
negativo (BN), baixo (B) e alto(A).

Propomos 12 regras, como apresentadas na
Tabela 1 e ilustradas na Figura 2.

Tabela 1: Base de Regras Fuzzy

1.SeSéBeléBentdo (1/S)dS/dt é B e
(1/1)dl/dt é BN.

2.S5e SéBeléMentdo (1/S)dS/dt é M e
(1/1)dl/dt é BN.

3.SeSéBelé Aentdo (1/S)dS/dt é A e
(1/1)dl/dt é BN.

4.Se Sé MleléBentdo (1/S)dS/dt é B e
(1/ndl/dt é B.

5.SeSéMlelé Mentdo (1/S)dS/dt é M e
(1/ndl/dt é B.

6.Se SéMlelé Aentdo (1/S)dS/dt € M e
(1/ndl/dt é B.

7.Se Sé M2 el é B entdo (1/S)dS/dt é M e
(1/ndl/dt é B.

8.SeSéM2elé M entdo (1/S)dS/dt é B e
(1/ndl/dt é B.

9.SeSéM2el é A entdo (1/S)dS/dt é BN e
(1/ndl/dt é B.

10. Se Sé A el é B entdo (1/S)dS/dt € MN e
(1/ndi/dt é A.

11.SeSé Ael é M entdo (1/S)dS/dt é MN e
(1/ndi/dt é A,

12. Se Sé Ae |l é A entdo (1/S)dS/dt é AN e
(1/ndi/dt é A.
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Figura 2 — Representacdo esquematica das
regras.

Na Figura 3 apresentamos as funcdes de
pertinéncia para 0s conjuntos  fuzzy
considerados.
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Figura 3a. Fungdes de pertinéncia para S.
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Figura 3b. FuncGes de pertinéncia para .
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Figura 3c. Funces de pertinéncia para %%—f :
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Figura 3d. FungBes de pertinéncia para %‘fj—{ :

A Figura 4 representa o campo de direcdes
obtido pelo controlador fuzzy a partir do
Método de Inferéncia de Mamdani gerado
com o auxilio do software Matlab.
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Figura 4. Campo de dire¢bes gerado pelo
sistema fuzzy.

4. Resultados das Simulagdes

da
com

As simulacGes sdo obtidas a partir
combinagdo dos controladores fuzzy
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métodos numéricos para equacdes diferenciais
ordinarias, como Runge-Kutta. A Figura 5
indica nossa metodologia.

Sniln

Sl
» | fuzzy I Runge-
kutta
T—— Sn+1y In+1

Figura 5. Esquema iterativo combinando
controlador fuzzy e o método numérico de
Runge-Kutta.

Os graficos mostrados nas Figuras 5 e 6
apresentam o plano de fase e a trajetéria para
diferentes condigdes iniciais ([5]).
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Figura 5(a): Plano de fase SxI
com S(0)=0,1 ¢ 1(0)=0,1.

— Susc,
— Infec.

Figura 5(b): Trajetdrias S(t) e I(t)
com S(0)=0,1 e 1(0)=0,1.
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Figura 6(a): Plano de fase SxI
com S(0)=0,1¢e 1(0)=0,4
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Figura 6(b): Trajetdrias S(t) e I(t)
com S(0)=0,1e 1(0)=0,4.

5. Consideragdes Finais

Observamos que o modelo baseado em regras
fuzzy tem o0 mesmo comportamento
qualitativo do modelo classico, onde a
populagcdo de suscetiveis assume um valor
maximo que aumenta, se lo diminui. Isto pode
ser constatado comparando-se qualitativamen-
te os planos de fase classico e fuzzy: nas
Figuras 1 e 5a 0 nimero inicial de infectados é
“pequeno” (valores abaixo da isoclina
dl/dt=0) enguanto que na 6a o0 ndmero inicial
de infectados é “grande” (valores acima da
isoclina dI/dt=0).

As regras usadas descrevem um modelo geral
do tipo SIS. Para levar em conta
caracteristicas de uma doenca especifica, as
regras devem ser ajustadas. Para formular as
regras da Tabela 1 foram considerados
aspectos genéricos de um modelo SIS com
populacdo total ndo constante de acordo com
Figura 1. N&o foram levadas em conta
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quaisquer caracteristicas de uma doenca
especifica, e, portanto, as bases de cada funcao
de pertinéncia representadas na Figura 3 foram
tomadas  arbitrariamente,  respeitando-se
apenas a ordenacdo dos termos linguisticos
utilizados.

A partir dos graficos anteriores é possivel
estimar alguns dos parametros relacionados a
doenca considerados no modelo classico (1),
como as taxas de contato 5 e de recuperagdo
¥.

Para o conjunto de dados das Figuras 5(a) e
5(b), temos, aproximadamente que quando

t — oo, 5+%=ﬂ,5 . Além disso, I"'=10

guando %a = 0,3. Resolvendo este sistema,
obtemos y =u —25 e f = % . Supondo

que o0s pardmetros x e & independem da
doenca (ndo ha taxa de mortalidade adicional
devido a doenca e a doenga néo afeta a taxa de
natalidade), a estimativa dos valores para
pardmetros ¥ e [ fica em fungdo dos
pardmetros demograficos u e &.

O estudo de parametros para indicar o
estabelecimento de doencas em populagdes
ndo constantes requer a investigacdo ndo
apenas do Ry, sendo necessaria também a
analise de outras taxas, como R; (taxa de
reprodutibilidade basal populacional), que
representa a taxa liquida de reproducdo em
uma populacdo livre da doenga ([1]).
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