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Resumo. Este trabalho propoe uma versao intervalar dos principios basicos de pro-
cessamento digital de sinais intervalares e aborda analiticamente sistemas lineares
intervalares com uma perspectiva de aplicacao em processamento digital de sinais.
Para isso, estendem-se as propriedades bésicas de sistemas lineares reais para a sua
versao intervalar. Estas propriedades sdo causalidade, estabilidade, aditividade e
homogeneidade. Finalmente, uma versao intervalar da convolugao é apresentada e
algumas de suas propriedades algébricas sao discutidas.

Palavras-chave. Processamento de Sinais, matematica intervalar, seqiiéncias in-
tervalares, sistemas lineares.

1. Introducao

Um dos principais problemas dos usudrios de processamento de sinais é a repre-
sentacao de sistemas reais em hardware e/ou software dedicados a processamento
de sinais. Além disso, tem-se o problema de tratamento das incertezas (ruidos) do
sistema. As incertezas podem ser inerentes ao sinal, das limitacoes dos sensores,
do modelo matemaético escolhido para representar o sistema, limitacoes fisicas de
implementacgoes, ou devido a imprecisao de algumas operacoes implementadas em
dispositivos de DSP.

Moore [10] propde um controle intervalar para erros causados por operagoes com
representacao numérica finita. Intervalos fechados de extremos reais, que chamare-
mos simplesmente de intervalos, admitem diversas interpretacoes semanticas. Neste
trabalho, usaremos a mesma interpretagdo dada por Santiago et al. [12], onde in-
tervalos e fungoes intervalares sao vistos como representagoes de nimeros e fungoes
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reais, respectivamente. assim, uma alternativa para solugao do problema da pre-
senca de incertezas em processamento de sinais é o uso da matemadtica intervalar.
No entanto, em funcao da grande complexidade da area de processamento de sinais,
este trabalho limita-se apenas a sistemas lineares - SISO (do inglés “single input
single output”).

Os métodos intervalares em processamento de sinais sao adequados para lidar
com a imprecisao advinda da quantizacao dos sinais analégicos, pois algoritmos in-
tervalares corretos garantem que os resultados ideais estao dentro dos resultados
intervalares e portanto tem-se um controle automaético e rigoroso dos erros compu-
tacionais que sao tipicos de computagoes numéricas.

Devido a importancia dos sistemas lineares em processamentos digitais de sinais
e a ocorréncia de erros de quantizacao em sinais, foi proposto por alguns autores
([2, 4, 5, 6, 7, 8]) o uso de sistemas lineares que usem sinais intervalares, porém ne-
nhum deles propos uma fundamentagao tedrica que garanta que os sistemas lineares
intervalares possuam as propriedades basicas necessarias para serem aplicadas no
processamento digital de sinais intervalares (PDSI). De fato esses trabalhos em PDSI
nao passam de aplicagoes especificas. Neste trabalho é mostrado que os sistemas li-
neares intervalares preservam, em algum sentido, algumas das propriedades bésicas
de sistemas lineares tais como causalidade, linearidade, invariancia no tempo, esta-
bilidade, etc. as quais sdo fundamentais para aplicacées em processamento digitais
de sinais intervalares.

Este trabalho é organizado como segue. Na secao 2 sao apresentados conceitos
e notagoes basicas da aritmética intervalar. Na secao 3, sao introduzidos conceitos
bésicos e alguns resultados essenciais para este trabalho sobre seqiiéncias intervala-
res. Na se¢ao 4, é mostrado que algumas propriedades bésicas de sistemas discretos
sao preservadas em sistemas intervalares e finalmente na secao 5 apresentamos uma
breve conclusao sobre este trabalho.

2. Aritmética Intervalar

A fundamentacao da aritmética intervalar usada neste trabalho pode ser encontrada
no trabalho de Moore [10]. Essa aritmética pode ser resumida da seguinte maneira:
Um intervalo fechado em R (o conjunto do ndmeros reais) é um conjunto [a,b] =
{r e R|a <r < b} para algum a,b € R com a < b. Seja IR o conjunto de todos
os intervalos fechados em R, ou seja, IR = {[a,b] | a,b e Re a <b}. Se X, Y € IR
entdo para cada O € {+, —, :, X}, defines-se XOY ={adbeR|ae X AbeY}
com 0 ¢ Y no caso da divisdo. Uma propriedade importante da aritmética de
Moore é a monotonicidade da inclusdo, resumida na seguinte expressao: Se X C Y
e Z CWentao XOZ CYOW (0¢ Z e 0¢ W no caso da divisdo).

A cada intervalo tem-se associado duas projecoes, 7y e 7o definidas por 1 ([a, b]) =
a e m2([a, b]) = b. Para simplifica¢do de notagao usaremos X para representar 7 (X)
e X para representar mo(X).

Definigao 2.1 (Relagdo de ordem). Sejam X = [r,s] e Y = [t,u], entao X € menor
ou igual a 'Y, denotado por X 2 Y, ser <t es<u.

Um intervalo X é dito positivo se X > 0 e negativo se X < 0.
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A aritmética intervalar nao tem a propriedade distributiva porém tem a proprie-
dade de sub-distributividade. Formalmente: Seja A, B e C' € IR entao: A(B+C) C
AB + AC.

Proposigao 2.1. Um intervalo A € o infimo de um conjunto de intervalos M, em

relagdo a ordem <, se A= [inf{X : X € M},inf{X : X € M}].

Demonstrag¢do. Verifica-se diretamente das defini¢oes cldssicas e das propriedades
de limites superiores e inferiores de conjuntos reais. O

Note que, assim como no caso dos reais, todo conjunto limitado de intervalos
tem infimo.

3. Seqiiéncias Intervalares

Sinais de tempo discreto sdo representados matematicamente como uma seqiiéncia
de nimeros [11], portanto para desenvolver uma fundamentagdo matemadtica para
o PDSI precisa-se de uma versao intervalar de seqiiéncia de niimeros reais.

Definicao 3.1 (Seqiiéncia intervalar). Uma segiiéncia intervalar discreta é uma
aplicagao X : Z — IR, representada por {X[n|}, onde o n-ésimo termo é denotado
por X[n]*.

Por simplicidade de notacao, neste trabalho, a seqiiéncia {X[n]} serd referida
como X[n]. Seja X : Z — IR, uma seqiiéncia intervalar, o limite inferior de X|[n]
é a sequéncia real X : Z — R, onde X[n] = X[n] e o limite superior de X[n] é a
seqiiéncia real X : Z — R, onde X[n] = X|[n].

Uma seqiiéncia intervalar discreta pode ser originada de uma amostragem pe-
riédica de um sinal analégico (continuo). Neste caso, o valor numérico do n-ésimo
termo da seqiiéncia é igual ao valor do sinal anal6gico intervalar X,[t] no tempo
nT}; isto é, X[n] = X,(nT), onde —oo < n < oo0. T' é o periodo de amostragem; e
sua inversa é a freqiiéncia de amostragem.

3.1. Operacoes com Seqiiéncias Intervalares Discretas

No tratamento de sinais discretos de tempo discreto, seqiiéncias podem ser ma-
nipuladas de véarias maneiras. Para estender processamento digital de sinais para
sua versao intervalar é necessario fazer o mesmo com as operacoes basicas sobre
seqiiéncias discretas, estendendo-as para suas versoes intervalares. Em muitos ca-
sos, pode-se fazer isso simplesmente substituindo as operagoes reais por sua versao
intervalar. A multiplicacdo e a soma de duas seqiiéncias intervalares, X[n] e Y[n],
sao definidas pelo produto ou pela soma, respectivamente, de amostra por amostra
das duas seqiiéncias. A multiplicagdo de uma seqiiéncia X[n] intervalar por uma
constante C' é definida pela multiplicacao de cada termo da seqiiéncia pela cons-
tante. No caso de multiplicagdo por um nimero real ¢, tem-se um caso particular
da multiplicagdo pela constante intervalar quando C' = [¢, ¢].

4[] sera usado para denotar fungdes de varidveis inteiras e ( ) para denotar fungdes de varidveis
continuas
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Uma seqiiéncia intervalar Y[n] é uma versdo com retardo ou atraso (delay) de
uma seqiiéncia X[n] se Y[n] tem valores Y[n] = X[n — ng], para ng inteiro.

Definigao 3.2. Seja X1[i] e Xo[k] duas seqiiéncias intervalares discretas. Xq[n] =
XQ[TL] se Xl[l] j Xg[k], Vi=k.

3.2. Seqiiéncias Basicas Intervalares

Em processamento de sinais algumas seqiiéncias basicas recebem uma atengao es-
pecial. Nesta subsegao, serao apresentadas duas de tais seqiiéncias.

O pulso unitério, denotado por d[n], é definido como d[n] = 0sen # 0e d[n] =1
se n = 0.

Definicao 3.3 (Pulso unitério intervalar). Pulso unitdrio intervalar, denotado por
0i[n], € definido em fungio de & como §;[n] = [0[n], §[n]].

Assim como em processamento de sinais em tempo discreto, as seqiiéncias inter-
valares também podem ser representadas em fungao do impulso, i.e,

X[ = Y X[k|oi[n— k]

k=—o0

A funcdo Degrau Unitario denotada por u[n] é definida como 0 se n < 0 e 1 se
n > 0.

Definigao 3.4 (Degrau unitério intervalar). A fun¢do degrau unitdrio intervalar,
denotada por u;[n], € definida como u;[n] = [u[n], u[n]].

A funcgéo degrau unitario intervalar pode ser representada pelo impulso unitario
intervalar, formalmente, u;[n] = Y 7o, &;[n — kJ.

Definicao 3.5. Uma seqiiéncia exponencial intervalar tem a sequinte forma X[n] =
Aa™, onde A e a sao intervalos.

Diz-se que uma seqiiéncia exponencial intervalar é positiva e crescente quando
A>0ea>1,0u, A<0e0 < a< 1 A seqiiéncia é chamada de decrescente
quando A é um intervalo positivo e @ C (0,1), ou, A é um intervalo negativo
e a C (1,400). Quando a C (—1,0), a seqiiéncia é alternada em sinal, mas é
decrescente em magnitude que decresce com o crescimento de n. Se |a] > 1, a
magnitude da seqiiéncia decresce com n. O escopo deste trabalho nao é suficiente
para uma analise detalhada de convergéncia de seqiiéncias intervalares. Isso serd
abordado em trabalho futuro.

Na figura 1 é apresentada uma ilustracao grafica de uma seqiiéncia exponencial
intervalar, onde A é um intervalo positivo e aw C (0, 1).

Definigao 3.6. Uma seqiiéncia intervalar senoidal pode ser definida da segquinte
maneira

X[n] = A cos(won + ¢) para todo n, ou (3.1)
X|[n] = A sen(won + @) para todo n. (3.2)
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Figura 1: Tlustracdo gréafica de uma seqiiéncia exponencial intervalar

Seja X : Z — IR uma seqiiéncia intervalar e a, b € Z tal que a < b. O somatério
intervalar de todos X[n] com a < n < b é definido por

Z_z_b;X[ lZX Zb: ] (3.3)

Uma extensao genérica da equacao (3.3) pode ser escrita da seguinte maneira:
+oo
ZXM:[ZX ZX] (3.4)

Teorema 3.1. Seja C uma constante intervalar. Entao, tem-se que

CZX[i] C Zcxm

Demonstra¢ao. Uma generalizacao da propriedade distributiva O

Devido a sub-distributividade, os sistemas lineares intervalares sao aplicados
somente em sistemas estritamente positivos ou estritamente negativos, pois para
sistemas lineares nos conjuntos IR* ou IR~ pode-se substituir C do Teorema 3.1
por =.

Teorema 3.2. Seja Xi[n] e Xa2[n] seqiéncias intervalares. Entao,

b

Z(Xﬂ + Xo[i] ZXl +ZX2

i=a
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Demonstracio. Uma vez que X +Y = [X +Y, X + Y] e pela definicio de limite
inferior e superior de uma seqiiéncia intervalar, tem-se que:

M=
&
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4. Propriedades Basicas de Sistemas Intervalares
Discretos

Nesta secao as propriedades basicas de processamento de sinais discretos sao esten-
didas para sua versao intervalar.

Definicao 4.1 (Sistema sem memdria). Um sistema intervalar discreto L € dito
um sistema sem memdria se Y[n] depende somente de suas entradas X|[n].

Definigao 4.2 ( Sistema intervalar invariante no tempo). Um sistema intervalar é
dito invariante no tempo quando uma variacdo no tempo da seqiiéncia de entrada
causa a mesma variagdo no tempo da seqiiéncia de saida, isto é, se X1(n) = X(n—
ng) = Yi(n) =Y (n —ngp).

Definigao 4.3 (Sistema intervalar aditivo). Um sistema intervalar L € aditivo se
a resposta de um somatorio de entradas é um somatorio de saidas correspondentes
as respectivas entradas, isto é, L(X1 + Xo) = L(X1) + L(X2).

Definigao 4.4 (Sistema intervalar homogéneo). Um sistema intervalar é dito ho-
mogéneo se a saida do sistema para uwma entrada multiplicada por uma constante

for a saida do sistema para a sua respectiva entrada multiplicada pela constante,
isto €, L(CX) = CL(X).

Esta propriedade nao é genérica em sistemas lineares intervalares, ela ocorre
somente em casos especificos.

Definigao 4.5 (Sistema linear intervalar). Um sistema intervalar L € linear se
para toda segiiéncia intervalar X[n], X1(n) e Xa(n) e uma constante intervalar
A, L{X[n]}, L{X1(n)} e L{X2(n)} sdo seqiiéncias intervalares e sao vdlidas as
sequintes equagoes:

L{X1(n) + X2(n)} = L{X1(n)} + L{X2(n)} (4.1)

L{AX[n]} = AL{X[n]}. (4.2)
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Observa-se que as equagoes (4.1) e (4.2) sao as propriedades da aditividade e
da homogeneidade, respectivamente, e com a sua combinagao obtém-se o principio
da superposicao dos sistemas lineares, i.e, L{AX;(n) + BXs(n)} = AL{X1(n)} +
BL{X>(n)}.

Uma andlise da condigao de existéncia de sistemas lineares intervalares nao sera
tratada neste trabalho, os trabalhos [9, 2, 13] abordam esse tema.

Proposigao 4.1. Seja L um sistema intervalar. Se L é homogéneo, entao existe
K € 1R tal que para cada X € IR, L[X] = KX.

Demonstragao. Seja K = L([1;1]) entdo, pela homogeneidade de L, L(X) =
L(X[1;1]) = XL([1;1]) = KX. O

Definicao 4.6 (Resposta ao impulso). A resposta ao impulso de um sistema linear
intervalar discreto L denotada por H é:

Hin] = L6;[n]]. (4.3)

Teorema 4.1. Se L : R — IR um sistema linear intervalar discreto. Entao,

b b
ZL[i]:L[Zi].

Demonstragdo. Se L é um sistema linear intervalar discreto, entao existe uma cons-
tante intervalar K, de modo que para todo z, tem-se L[z] = Kx. Portanto,

b b b b
ZL[x] :ZK@C:KZx:L le] .

O

Teorema 4.2. Seja L um sistema linear intervalar invariante no tempo, X[n| um
sinal intervalar discreto representado por uma seqiiéncia intervalar, Hn| a resposta
ao impulso de L e Y[n| a saida do sistema L. Entao,

oo

Yinl= Y X[i|H[n—i].

1=—00
Demonstragdo. Os sistemas intervalares Y[n] = L[ X [n]], X[n] podem ser re-escritos
como soma infinita de resposta ao impulso, portanto, tem-se

Yin] =L(Xr_ . X[&in—1]) =32 LIX[i]6[n — 1]

1=—00

= it X[ Loin —i]] =302 X[ilH[n —]. O

A causalidade é uma nocdo bésica para processamento de sinais em R. Sua
extensao para a versao intervalar é trivial.

Defini¢ao 4.7 (Causalidade). Um sistema intervalar é causal se para todos os
valores ng a seqiiéncia de saida até o indice n = ng depende somente dos valores de
entradas n < ng.
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Definicao 4.8 (Estabilidade). Um sistema intervalar é estdvel (bounded-input boun-
ded-output BIBO), se cada entrada limitada produz wma saida limitada. Uma en-
trada X[n] € limitada se existe um valor real fizo positivo bx, tal que ¥ n, | X[n]| <
bx < 0o. Uma saida Yn] é limitada se para cada entrada limitada existe um valor
real positivo, by, tal que Vn, |Y[n]| < by < 0.

4.1. Convolugao Intervalar

A convolugao sobre sistemas lineares é uma das mais importantes operagoes em pro-
cessamento digital de sinais. Qualquer sistema linear pode ser completamente repre-
sentado por uma convolug¢do da sua fungdo de transferéncia (resposta ao impulso)
com a funcdo impulso. A convolugao também pode ser usada para implementar
filtros de médias méveis.

Em estatistica, a funcao densidade de probabilidade da soma de duas varidveis
independentes X e Y é dada pela convolucao de suas respectivas funcoes densidade
de probabilidade. Na multiplicagdo de polinémios, os coeficientes do produto sao a
convolugao dos coeficientes dos polinémios de entrada.

Definigao 4.9 (Convolucao intervalar). Seja L um sistema linear intervalar dis-
creto e invariante no tempo e H|[n| sua resposta ao impulso. A convolugdo intervalar
de um sistema € definida com a soma infinita de suas respostas ao impulso H|[n]
pela seqiiéncia de suas respectivas entradas X|[n], isto €,

+oo
X[n]* H[n] = _Z X[i|H[n — i]. (4.4)

1=—0Q

As proposigoes 4.2 e 4.3 apresentam propriedades bédsicas da convolugao inter-
valar discreta.

Proposicao 4.2 (Comutatividade). A convolugdo intervalar discreta é comutativa.
Logo,
Hin] x X[n] = X[n] x H[n].

Demonstracao. Tomando H e X sistemas intervalares discretos no tempo. Devido
a propriedade comutativa da multiplicagao intervalar tem-se

+oo too
X[n]xH[n] = izzooX[i]H[n -4 = i:zoo Hln — i) X[i]
:AJFZO:O H[v]X[n—v] = Hn]* X|n].
1=—00 D

O fato de que a ordem dos sinais nao é importante nessa propriedade possibilita
a implementacao de sistemas em cascata.

Proposicao 4.3 (Associatividade). A convolugdo semi-intervalar € associativa, isto

¢,
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Demonstragao. Seja Wn] = X|[n| * H[n|] e Z[n] = H[n] * G[n]. Entao,

(Xfn)+ H{r) «Gn] = Wln]» Gl
= > WIiG[n—1] pelaequagao (4.4)

Wi = :i:o X[v]H[i —v] pela equagao (4.4)
+o00 +o00o +oo
Logo, 2:2_:00 Wi|Gn—1] = i:z_:oo v:z;oo X[v]H[i —v]| Gln — 1]
+oo +oo

= 2. > X[H[i—v]G[n—1]

1=—00 V=—00
Trocando a varidvel u por 7 — v, temos que pelo Teorema 3.1 e equacio (4.4)

+oo 4o +oo 400

> 2 XpH[i—vGn—d = 3 > X[|H[uG]n—v] -]

1=—00 V=—00 uigooo vigooo
2 2 X[oH[u]G[[n = o] =]
v;;ooo U=—00 oo

>, X[l X2 H[u]G[[n —v] =,

V=—00 U=—0o0

+oo
Zn—v] = uzX_:OOH[u]G[[n —v] — uj
Logo,
+o0 +o0 +oo +oo
X0 S HGl - - = & X0l| 5 #RGl— -

:U:zio X[]Z]t — ]

= X|[n] x Z[t]

= X[n] x [H[t] * G[t]] 0

Gragas as propriedades associativa e distributiva, sistemas de processamentos
de sinal podem ser implementados em paralelo.

5. Conclusao

Na andlise de estabilidade de sistemas robustos tem-se muitos problemas de repre-
sentacado do sistema, um deles é a codificagdo em um ntumero finito de bits, para
contornar este problema Buslowicz and Kaczorek [2] usa sistemas lineares lineares
intervalares e para contornar o problema da sub-distributividade da aritmética in-
tervalar limita-se a sistemas estritamente positivos. Isso restringe muito, tanto na
quantidade de fendmenos que o sistema pode modelar, quanto na quantidade de mo-
delos que podem representar o sistema. Os sistemas lineares intervalares também
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sao usados como uma alternativa em controle robusto [4], mas o trabalho nao lida
com as limitacoes dos sistemas lineares intervalares. Focado nestas limitagoes, este
artigo mostrou que o modelo intervalar é adequado para o processamento digital
de sinais, uma vez que todo sistema discreto que representa varidveis reais pode
conter erros de quantizacao. Esses erros nao sao somente oriundos dos dados de
entrada, mas também da aritmética de ponto flutuante e da varianca do préprio
sistema. Neste trabalho, varias propriedades de processamento de sinais na sua
versao intervalar foram apresentadas. Entretanto, sé sistemas lineares invariantes
no tempo foram abordados. Com a convolucao intervalar e propriedades aqui apre-
sentadas, muitos sistemas que contém incertezas podem, agora, ser modelados com
a seguranca que essas incertezas estao sendo controladas. Por exemplo, a convolu-
¢ao intervalar pode ser usada no projeto de filtros intervalares, ou para andlise de
estabilidades de sistemas. Este trabalho podera despertar nos usuarios de proces-
samento de sinais uma nova maneira de tratar as incertezas dos sistemas digitais.
Como trabalho futuro, pretende-se estender esta abordagem para lidar com sistemas
lineares intervalares complexos.
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