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Resumo. Neste estudo é proposta uma metodologia de alocacdo de zeros para
solucionar o problema do rastreamento do sinal de referéncia em sistemas discretos
considerando-se uma entrada de perturbagao na planta. Em um primeiro momento
é projetado um controlador discreto para minimizar a norma H entre a entrada
exégena e o sinal de saida com o objetivo de reduzir o efeito da perturbagéo na saida
do sistema. Posteriormente, minimiza-se a norma Ho, entre o sinal de referéncia e
o erro através da alocagao de zeros do sistema discreto, constituindo desta maneira
o rastreador de sinal de referéncia. A formulagao do projeto é descrita na forma de
Inequacbes Matriciais Lineares, pois estas permitem a descrigao de problemas de
otimizacdo convexa. Por fim, é apresentado um exemplo numérico que demonstra
a viabilidade da metodologia proposta. Na™

Palavras-chave. Modificacdo dos Zeros, Sistemas de Controle Discretos, Rastre-
amento, LMIs.

1. Introducgao

Pode-se encontrar apenas uma pequena quantidade de textos que abordam o as-
sunto alocagdo de zeros em sistemas de controle discreto. Em [5] a alocagao de
polos de malha fechada em sistemas discretos é alcangada a partir de uma técnica
de projeto de controle que faz uso das taxas de amostragem para componentes
de estado, entrada e saida. Ainda, em [15] a alocagdo de pdlos discretos em sis-
temas de controle é realizada em uma regiao do plano Z especificada em projeto
preservando a otimalidade do controlador Hs de realimentagao. Dentre os poucos
textos que abordam alocac¢ao de zeros em sistemas discretos tem-se [16], onde os
zeros arbitrarios sao alocados para o projeto de controladores adaptativos discre-
tos. Também, em [12] s@o alocados zeros na dindmica de um compensador para se
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Figura 1: Sistema de controle 6timo discreto no tempo com posicionamento de pdlos
€ Zeros.

manter uma classe de dinamicas nao modeladas mediante o cancelamento de todas
as harmonicas de um disturbio periddico acima da frequéncia de Nyquist formando
o projeto de controladores repetitivos discretos.

Em [3] é proposto um método analitico para a solugdo do problema do rastrea-
mento e rejeicao de distirbios em sistemas discretos.

Em [1] é proposta uma metodologia de modificagdo de zeros para resolver o
problema do rastreamento de sinal de controle em sistemas continuos considerando-
se ainda a existéncia de um sinal de entrada exégena de perturbagao ou ruido na
planta. A mesma metodologia é proposta em [2], porém faz uso de alocagao de
polos e de uma formulagao matematica mais simples.

Neste trabalho, descreve-se a formulagao da otimizacao do problema de rastre-
amento e rejei¢do de ruido na forma de Inequagoes Matriciais Lineares - LMIs (do
Inglés, Linear Matrix Inequalities), representando uma formulagao convexa do pro-
blema. Em [13] é possivel verificar o uso desta ferramenta em sistemas discretos
para o estudo de estabilidade, filtros e controladores. O equacionamento do método
proposto é simples em comparacao a outras técnicas de rastreamento tendo como
principal resultado a solugao 6tima do problema com baixo custo computacional
devido ao uso de algoritmos de programacao linear de convergéncia polinomial para
a solucao das LMIs com o uso do software MATLAB.

2. Formulacao da estrutura do rastreador de sinais

Considera-se o seguinte sistema discreto linear, invariante no tempo, estabilizdvel e
observavel descrito na forma de varidveis de estado

z(k+1) = Ax(k)+ Byu(k) + Byw(k) (2.1)
yk) = Cx(k),  #(0)=0
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sendo A € R"*", B, € R"*L, B, € R"*L, C € RY*", x(k) é o vetor de estados,
y(k) é asaida , u(k) é a entrada de controle e w(k) uma entrada exégena (distirbio).

Considera-se a estrutura ilustrada na Figura 1 para o problema de controle 6timo
visando a rejeicao do sinal de perturbacao e rastreamento do sinal de controle em
sistemas discretos. A varidvel T representa o periodo de amostragem adotado.

Primeiramente projeta-se um compensador Ho, através de um controlador dis-
creto K, segundo a lei de controle u(k) = —Kx (k). Tal controlador é formulado em
termos de LMIs e minimiza a norma H, de w(k) para y(k) conforme é mostrado
na Figura 2.

w(k)

# Planta
u(k) z(k+1) = Az(k) y(k)
= Byw(k) + Bau(k) T Y(K) = Calk)

Figura 2: Sistema com realimentacao de estados: K é um compensador H ..

Na etapa seguinte, projeta-se um estimador discreto de Kalman [7, 17] com o uso
do software MATLAB [8] para reconstruir os estados e depois obtém-se o ganho N
e o vetor M, indicados na Figura 1, através de um processo de otimizagao descrito
na forma de LMIs. N e M modificam as posi¢oes dos zeros de r(k) para u(k) de
forma a otimizar a norma H, entre a saida e(k) e a entrada de controle (k).

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito através das varidveis de
estado z(k + 1) e &(k + 1), da seguinte maneira

)= s e (0] [ % o

(]

e(k) = r(k)—yk)=r(k)-[C 0] { ﬁg:”

O sistema (2.2) pode ser representado na forma compacta,

T(k+1) = A,Z(k)+ Bnr(k) + Bhw(k)
e(k) = —Cp@(k)+ Dnr(k) (2.3)
y(k) = Cnz(k)
sendo,
_ (k) A —B,K
x(k)z{j(k)},Amz[LC A-B.k_1c |'Pmn=1 (2.4)
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B,N By,
Bm[ ] },Bn{o]eCm[C 0. (2.5)

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (2.3), para Z(0)=0, e realizando-se
algumas manipulagoes algébricas, pode-se determinar a relagao entre a saida Y (z)
e as entradas W(z) e R(z), conforme descrito em (2.6):

Y (2) = Cp(2I — Ap) " B R(2) + Cr (2] — Ap) ' B, W (2). (2.6)

Considerando-se na equagao (2.6) o sinal R(z) nulo, verifica-se que a norma
Hoo pode ser minimizada devido ao projeto inicial do controlador K de w(k) para
y(k), implicando na minimizac¢do do efeito da perturbagao presente na planta ao
desempenho da saida do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adigao do termo Mr(k) na estrutura do estimador, serd
mostrado na Secao 4 que o vetor M assim como o ganho N tem somente a fungao
de alterar os zeros da funcao de transferéncia de r(k) para u(k) e ndo modificar os
polos estabelecidos no projeto inicial do estimador, pois a funcao de transferéncia
de W (z) para Y (z) nao ¢ modificada por N ou M, vide equagoes (2.5) e (2.6). Os
pélos do sistema nao sdo modificados, pois A,, em (2.4) e (2.6) ndo dependem de
M ou N. Com isso a convergéncia do estimador nao é comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, considera-se a relagao entre o sinal de erro
e o sinal de referéncia descrito em (2.7), com o sinal de perturbagao W (z) nulo

) = R)

= —C (2] — Ap) " By + Dy (2.7)

A partir desta relagdo, pode-se projetar um rastreador de sinais através da
modificacdo de zeros minimizando a norma H, entre o sinal de referéncia e o sinal
de erro do sistema. O processo de modificagdo de zeros nao interfere no projeto
de rejeigdo de perturbagdo, pois segundo (2.6) a fungdo de transferéncia de W (z)
para Y (z) nao depende de B,,. Em (2.7) utiliza-se a posicao dos zeros, implicitos
na especificacao de N e M em B,,, para o processo de minimizagao do erro do
rastreamento.

3. Projeto de um compensador H,, discreto

O problema de otimizagdo da norma Hs, de (4, By, By, C) ilustrado na Figura 2
consiste em tornar a influéncia da perturbagdo w(k) na saida y(k) do sistema a
menor possivel através do projeto de um controlador discreto K. Portanto, deseja-
se minimizar a norma H, entre a entrada w(k) (perturbagao) e a saida y(k). Se

as LMIs dadas em (3.1) forem factiveis o controlador K pode ser obtido a partir do
seguinte problema de otimizagao descrito na forma de LMIs [14]:

|H|2% = min I3
Q 0 B AQ — B,W
0 I D C
s.a B D! ul OQ >0
“W'B,+QA"  QC' 0 Q
Q>0 (3.1)

n>0,
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sendo Q = @’ e o controlador K é obtido pela expressao: K = WQ™!, sendo @ e
W solugoes 6timas de (3.1).

Para maior aplicabilidade do método deve-se restringir a regiao de alocagao dos
polos de malha fechada do sistema através do seguinte problema de otimizacao
descrito na forma de LMIs [4]

—rQ AQ +4qQ — B,W

_W'B! + Qq+ QA’ —rQ < 0. (3.2)

Sendo r e —q o raio e o centro do circulo de restrigao de alocacao de pdlos respec-
tivamente, como é mostrado na Figura 3: No caso do projeto do compensador H

0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 3: Regiao de restri¢ao de pdlos

de w(k) para y(k) é suposta a realimentagdo de todos os estados. A norma H
é otimizada, depois, na otimizacdo da norma H., de e(k) para r(k) projeta-se um
estimador (L) para permitir apenas a realimentagao da saida.

4. Alocacao de zeros em sistemas discretos

Considerando-se o sistema (4, B,,, C), é possivel projetar um sistema que modifique
os zeros de r(k) para u(k) conforme mostrado na Figura 4. Neste projeto seleciona-se
M e N de modo que os zeros de malha fechada sejam alocados em locais arbitrarios
escolhidos pelo projetista, sendo M € Rt e N € R*! [7]. O sinal u; (k) ¢é a saida
de controle do regulador.

O estimador de estados discreto utilizado no sistema de modificagdo de zeros
é um estimador discreto de Kalman obtido a partir da funcao kalmd do software
MATLAB [7, 10].

Considerando a Figura 4, se existir um zero de transmissao de r(k) para u(k),
entao necessariamente existe um zero de transmissdo de r(k) para y(k), a menos
que ocorra cancelamento de pdlos e zeros. Com isso, a equagao caracteristica dos
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r(k)
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Figura 4: Sistema de alocagao de zeros.

zeros de r(k) para u(k) pode ser descrita por (4.1)

&(k+1) = (A-BK—LC)&(k)+ Ly(k) + Mr(k)
u(k) = —Ki(k)+ Nr(k)
det| zI—A+B,K+LC—-XK | =0, (4.1)

sendo que as solugoes, z = z;, sdo os zeros modificados de r(k) para u(k) [7].

Os parametros M e N permitem a modificacdo dos zeros de r(k) para u(k) e
neste trabalho é tratado o caso SISO. Ainda, neste trabalho os zeros sdo modificados
para otimizar a norma H., do erro de rastreamento.

5. Otimizacao da norma H,, utilizando modificagao
de zeros discretos e filtros discretizados

A norma H,, de um sistema dindmico, linear, invariante no tempo e SISO é uma
norma que quantifica o maximo valor da magnitude da resposta em freqiiéncia
deste sistema. A norma H, do sistema discreto, dindmico préprio H(z), estével,
representado na forma de espago de estados (A,,B.,C.,D,):

z(k+1) = A,z(k)+ B.u(k)

sendo A, € R"*", B, € R"*™, C, € RP*"™ ¢ D, € RP*™ supostamente conhecidas,
pode ser obtida através do seguinte problema de otimizacao, descrito na forma de
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LMIs [14]:
2 .
[H||S% = min I
Q 0 B, A.Q
sa 0 I D, -C.,Q -0
- / /
B D ul 0
’ ’
Q>0 (5.2)
>0,
IHZ = minoa
Q11 Q12 Q13 0--
Q;u» @22 Qa3 0--
Qi3 Qa3 Q33 0--
. 0 0 0 I--
s-a N'B!, M’ B! I--.
—Q1245 + Q1A Q1244 + Q11 A} Qi3A!, — Q11C’'B], —Q13C, - -+
—Q22A5 + Q) A] Qa22A4 + Q1A Q23A, — Q1,C'B, —Q23C,, - -
_AIZQ/23 + Q/13A/1 Q/23A£1 + QllsAé QBSA//U - Qllsc/B; —Q33C; U
-+« ByN A1Q11 — A2Q, A1Q12 — A2Q22 A1Q13 — A2Q23
M A3Qi11 + A4Q7, A3Q12 + A4Q22 A3Q13 + A4Q23
-+ By, —B,CQ11 + A,Ql5 —B,CQi2 + AyQhy —B,CQi13 + A,Q33
- I —CuQi5 —CuQhy —CyQ33 >0
ol 0 0 0
-0 Q11 Q12 Q13
-0 Q:lz Q/22 Q23
-0 Q13 Q23 QSS
>0,
Qll Q12 Q13
Qlz Qa2 Qa | >0. (5.3)

Qll?) Q/23 Q33

A matriz de transferéncia do sistema é dada por H(z)=C,(2I — A,)"'B, + D,.

O problema de otimizagdo de H,, = (A, Bm,—Cm,Dn) descrito em (2.7)
consiste em minimizar a norma Ho, de r(k) para e(k) do sistema H,, a partir da
determinacao dos valores de M e N (presentes em B,,, que modificam os zeros),
isto é, alocar os zeros de forma que a norma H, de r(k) para e(k) seja minimizada,
formando um rastreador de sinais.

Para a aplicagao do projeto do rastreador discreto é necesséria a inclusao de um
filtro discreto, o qual possibilita também especificar a faixa de freqiiéncia na qual
ocorrerd o rastreamento do sinal de referéncia.

Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a solugao global que otimize o
problema descrito a seguir:

min  [[Hpn(2)V(2)|lso (5.4)

sendo V(z) = (4,, By, Cy, D,) um sistema dindmico projetado para especificar o
peso na freqiiéncia de saida e considerarse H,, = (A, Bm,—Cm, Dyn) uma re-
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alizacdo do sistema linear invariante no tempo e estdvel indicado em (2.7). Na
Figura 5 é ilustrada a estrutura de inclusao de peso na freqiiéncia:

R(z Y (z Yy (2)
(2) Hon(2) (2) Vo) e

Figura 5: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqiiéncia.

,

Com isso, uma possivel realizagio em espaco de estado de Hy = H,,(2)V (2) é

5 - Ap, 0 B,
Cr i Dy 0 G| 0

Para o projeto do rastreador com peso na freqiiéncia, substitui-se flf, Bf, Cf e
Dy de (5.5) na equagdo (5.2). Isto resulta no problema de otimizacio descrito em
(5.3), que é equacionado na forma de LMIs. Deste processo determina-se o ganho
N e o vetor M, e estes pardmetros minimizam a norma H, de r(k) para e(k)
(rastreador de sinais).

A matriz () é particionada da seguinte forma Q;; = ;j, 1,j=1,2,3.

O vetor N e o ganho M séo as solugdes Gtimas de (5.3) que minimizam a norma
Ho entre o erro e a referéncia considerando o peso na frequéncia.

Os filtros utilizados no projeto do rastreador sao usados para viabilizar o projeto
e ajustar os parametros M e N para uma determinada faixa de freqiiéncia. A
obtencao dos valores de M e N a partir da solugao do problema descrito na forma
de LMIs leva agora em consideragao a dinamica do filtro para restringir o problema
a uma determinada faixa de freqiiéncia. Porém na simulagao ou implementagao do
sistema de rastreamento esses filtros sao descartados.

6. Exemplo
Neste exemplo considera-se um sistema discreto linear invariante no tempo de ter-
ceira ordem na sua forma discretizada [6] e projeta-se um rastreador com rejei¢ao

a perturbacao que estd presente em sua estrutura. Utiliza-se um periodo de amos-
tragem de 0,01 segundos. Seja o sistema descrito na forma de varidveis de estado

dado por
|: l’1(l€—|— 1) ]
1’2(k+ 1)

]Jg(k —+ 1)

I
—
S =

|
= O =
(=}
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(=}
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sendo z(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de disttirbio
acrescentado ao sistema.

Como especificagao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa
freqliéncia (até 0,1 rad/s), entdo é proposto o filtro J(z)

num(z)
J =
(2) den(z) ’
sendo
num(z) = 0,4499z + 0.4498
den(z) = 2%—1,9994z + 0,9994.

O controlador K discreto que minimiza a norma H., de w(k) para y(k) do
sistema descrito em (6.1) baseado na estrutura da Figura 2 com o uso da equagao
(3.1) e (3.2) com centro em 0,2 e raio de 0,6 no plano Z como regiao de restri¢ao
de podlos, tal como o estimador L discreto de Kalman projetados para este sistema
discreto sao

K = [0,0018 0,1779 81997 | x 10°
0,5290

L = | 00075 |. (6.2)
0,0001

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para baixas freqliéncias de até 0,1 rad/s)
minimizando-se a norma He, de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento
com modificagdo de zeros com peso na freqiiéncia, conforme descrito em (5.3)

A norma H., de w(k) para y(k) obtida no projeto foi 0,0510, o que implica em
uma grande atenuagao do sinal de perturbagao. A Figura 6 ilustra a resposta em
freqiéncia da funcao transferéncia Y (z)/W(z).

R
T

g
T

8

Magnitude [dB]

2
T

o Freqiiénciawn[rad /] i

Figura 6: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W (z).

Na modificagdo de zeros discretos minimiza-se a norma H, de r(k) para e(k)
para sinais de baixa freqiiéncia (até 0,1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a saida e
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a entrada, afim de constituir um seguidor de referéncia. O valor da norma H,, do
sistema é 3,26; enquanto que o maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia
de operacdo especificada em projeto foi 2,1103 x 10~°. Isto implica que para a faixa
de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 7 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.7) e
pode-se verificar que a norma Hs, do projeto na faixa de freqiiéncia de operagao
especificada atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal. A Figura
7 nao ilustra o valor da norma H., devido ao teorema de amostragem de Shannon
[9]. O teorema de amostragem de Shannon afirma existirem erros no sinal amostrado
para sinais de frequéncia com valor maior do que a metade do valor da frequéncia de
amostragem. Neste exemplo a frequéncia de amostragem é de 100 rad/s, portanto sé
sao amostrados sinais de frequéncia de até 50 rad/s e os pardmetros de modifica¢ao
de zeros obtidos sao:

0,8268
M = | —0,0008 e N =T72,5157. (6.3)
0

Na simulagao considera-se um sinal de entrada r(k) = sen(0,1kT) e um sinal de

S ° ° °
= & > 3
T
L

S

Magnitude

o Freqiiénciawfrad /s]. o

Figura 7: Resposta em freqiiéncia da funcdo de transferéncia E(z)/R(z) descrita
em (2.7).

perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias e para a simulagao considera-
se que a maxima amplitude deste sinal é 0,5. Usando os valores de K, L, M e N
obtidos em 6.2 e 6.3, tem-se o resultado de simulagao ilustrado na Figura 8.

No exemplo citado acima foi abordado um rastreador para sinais de baixa
freqiiéncia, mas a metodologia proposta neste trabalho permite executar proje-
tos para sistemas rastreadores em qualquer outra faixa de freqiiéncia, utilizando-se
um filtro passa-faixa no projeto, ou rastreadores para sinais de alta freqiiéncia,
utilizando-se um filtro passa-alta no projeto.
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Amplitude

Tm  w w oo o w  w wo
Tempd [kT]

Figura 8: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.

Abstract. The tracking system problem in discrete time systems, with the presence

of a disturbance signal in the plant, is solved using a zero variation methodology
proposed in this work. A discrete state feedback controller is designed in order
to minimize the Hoo-norm between the exogen input and the output signal, such
that the effect of the disturbance is attenuated. After, a discrete state estimator is
designed and the modification of the zeros is used to minimize the Hoo-norm from
the reference input signal to the error signal. The error is taking as the difference
between the reference and the output signal, and so it is a tracking problem. The
design is formulated in Linear Matrix Inequalities (LMI) framework, such that the

optimal solution of stated control problem is obtained. A numerical example is
illustrated to show the proposed methodology viability.
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