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Resumo. Em muitas areas das ciéncias aplicadas nos deparamos com o problema
de estimar um conjunto de parametros a partir de dados obtidos experimentalmente,
onde assume-se que os dados provém de modelos exponenciais. Esses dados sao
armazenados em matrizes, as quais servem como ponto de partida para uma série
de algoritmos que extraem os parametros de interesse, via solugdo de um problema
de autovalor. Apresentamos uma analise de sensibilidade do problema de autovalor
associado a uma classe de algoritmos e concluimos que, sob certas circunstancias que
sado freqiientes em muitas aplicagOes, esses autovalores sdo insensiveis a pequenas
perturbagoes nos dados de entrada. Apresentamos estimativas tedricas para o erro
maximo nos autovalores, bem como experiéncias numéricas que ilustram a teoria.

1. Introdugao

A estimativa de parametros embutidos em modelos exponenciais a partir de dados
inexatos é um problema que tem sido motivo de muita pesquisa na ultima década.
Sao encontradas aplicagdes em dreas como ressonancia magnética nuclear (NMR),
andlise modal de estruturas mecéanicas, andlise de dados em geofisica, entre outras
[15, 1, 6, 7, 9, 8, 13]. Uma abordagem usual para estimar os pardmetros desejados
é através da computacao de um subespaco associado a uma matriz A=A+ E,
de ordem m X n, contendo os dados disponiveis, onde assume-se que A contém
os dados livres de incertezas (ruidos), posto(A) = r < min{m,n}, isto é, A é de
posto incompleto, e E simula incertezas nos dados, as quais podem ser de natureza
diversa (imprecisao de aparelhos que coletam os dados, por exemplo). A hipStese
comum nesses modelos é que o subespago coluna da matriz que contém os dados
livres de incertezas, denotado por S,,, é gerado pelas colunas de uma matriz de
Vandermonde W,,, de ordem m X r, m > r, cujos elementos na posigao (i,j) sao
numeros complexos da forma 2;71, zj # 2, |zj] < 1, e os parametros de interesse
estdo embutidos nesses z;.

Sejam Vj,, uma matriz com colunas ortonormais que geram S,,, A' a submatriz
de V,,, formada por suas m — 1 primeiras linhas, e A a submatriz de V}, formada
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por suas m — 1 iltimas linhas. Entao, prova-se que existe uma matriz T, de ordem
r X r, tal que

AT = A, (1.1)
com o espectro de T satisfazendo A\(T') = {z1, ..., 2z} [1]. Este resultado mostra que,
se a matriz de dados for livre de ruidos, basta calcular uma matriz ortonormal que
gera Sy, 0 que pode ser feito via uma decomposicio em valores singulares (SVD)
de A, ou outra decomposigao tal como QR, por exemplo. Os z; s@o extraidos via
computacio dos autovalores de T = (A")T A}, onde T denota pseudoinversio. Na
pratica porém, é disponivel unicamente a matriz A. Assim, o problema consiste em
construir aproximagoes z; para os z;, a partir dos autovalores de uma matriz T, a
qual é construida como acima, sendo utilizada uma base ortonormal YN/m computada
a partir de A. Nessas circunstancias, um problema de interesse ¢ analisar a variacao
méxima possivel dos autovalores z; quando extraidos a partir de 7. As contribuigoes
neste contexto sdo escassas, € as poucas existentes se restringem a andlise de um
caso especial, onde s@o assumidas algumas propriedades estatisticas da matriz F.
Duas excegoes onde a matriz E é tratada algebraicamente, ou seja, onde F é vista
apenas como uma perturbagdo, sdo o trabalho De Groen e De Moor [6], e outro
recentemente desenvolvido por Bazédn [3]. Nesses trabalhos, o que conta na anélise
de perturbagdao dos autovalores z; ¢ o tamanho da perturbacdo dado pela norma
|IE| e ndo a natureza da mesma.

Neste trabalho, analisamos o problema da sensibilidade dos autovalores da ma-
triz T devido a perturbagoes nos dados e deduzimos um limitante superior para o
menor numero de condi¢do do problema de autovalor obtendo, com isso, melhores
estimativas para o erro maximo nos autovalores z; comparando com aqueles apresen-
tados recentemente em Bazdn [3]. Apresentamos como conclusoes mais importantes
as seguintes:

e A sensibilidade do problema de autovalor & perturbacoes nos dados é gover-
nada pelo nimero de condigao ka(Wy,).

e Se z; é a estimativa para z; obtida a partir de i entao, desde que m seja
suficientemente grande, temos que

|z — 21| = O(sen ©),

onde © ¢ o angulo entre o subespaco exato S, e um subespago aproximado
S, obtido a partir de A,,.

Este trabalho é organizado como segue. Na Secao 2, discutimos varias medidas da
sensibilidade do problema e deduzimos limitantes para as mesmas. Nossas estima-
tivas para o erro maximo nos autovalores vem na Secao 3, onde nosso resultado
principal é que o erro é da ordem do seno do angulo entre os subespacos S, € Sy, .-
Na Secao 4, apresentamos uma estimativa para o seno do angulo entre subespacos,
para o caso especial em que os dados sao armazenados em matrizes de Hankel. Para
ilustrar a teoria desenvolvida, na Se¢ao 5 apresentamos resultados numéricos, onde
analisamos um sinal proveniente de uma aplicagdo em andlise modal de estruturas
mecanicas.
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2. Estimativas para a Sensibilidade do Problema

Nesta secao, demostramos que o problema de autovalor associado & matriz T,

definida em (1.1), é governada pelo condicionamento de uma matriz proveniente

de um “scaling” das colunas da matriz de Vandermonde W,,, descrita na se¢ao an-

terior. Este resultado é utilizado posteriormente para estimar o nimero de condigdo

de interesse, aproveitando um fato conhecido que relaciona a sensibilidade de auto-

valores com uma medida de quase normalidade da matriz envolvida [11].
Comecaremos com a seguinte definigao.

Definicao 1 Seja G = XAX ! uma decomposicdo autovalor autovetor de uma ma-
triz G de ordem n. O numero de condicao de Jordan ks, do problema de autovalor
associado o G, € definido por

o —1y—1
k2 = min (XD |0 X ). .)
onde || .|| denota a norma espectral de matriz X e D, o conjunto de todas as ma-

trizes diagonais inversiveis. Quando é utilizada a norma de Frobenius, o nimero
de condi¢ao de Jordan é denotado por Kp.

E conhecido que se os autovalores A; de G sao simples, entao
-1 —1
ke =[s1]7 44 [sa] T, (2.2)
onde |s;| ™!, o ntimero de condigdo associado ao autovalor \;, é definido por

*
Y;Tj

S 2.3
T ] 23)

Sj

com x; e y; autovetores associados ao autovalor A\; de G a direita e a esquerda,
respectivamente. O simbolo * denota conjugacao complexa para vetores e trans-
posicao conjugada para matrizes.

Teorema 1 Assuma que T satisfaz (1.1). Entdo, para todo m >r + 1,
T = (Vi W) Z(Ve W), (2.4)
onde Vy, é uma matriz com colunas ortonormais, as quais geram Sy,. Além disso,
1T =7+ [ Fmll® — lIpa ], (25)

onde p1 € a primeira coluna da matriz de proje¢ao sobre Sp,, P =V, V,y € fm € a
solugao de norma minima do sistema de equacdes lineares

Wi f = 2",

onde e = (1,...,1)T e Z = diag(z1, ..., 2,).
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Demonstracdo: Como as colunas de W, geram S,,, existe a matriz nao singular F,
de ordem r x r, tal que
Vi = W F. (2.6)

Considere V,,, e W, reescritas como

_ Al | b _ Win-1 _ e*
Vin = { a* } _{Al } ¢ Wm_{e*zml T Wz |-
Usando esta relagdo juntamente com (2.6), vem Al = W 1ZF, Al =W, 1F e
AT = F‘lWJl_l. Isto implica que

T=A"A = F\W_ W, ZF = FTZF,

pois Wm,lTWm,l = I. A primeira parte do teorema resulta do fato de que F~! =
ViWgeF =WV, = (VW,,) L. Paraprovar a segunda parte, considere a matriz
companheira C, de ordem m x m, definida por

€2

c=| | (2.7)

Em
f*
Jm
onde e; é o j-ésimo vetor candnico em IR™. Segue imediatamente que esta matriz

satisfaz
CWp = Wi Z, (2.8)

e, com isso, prova-se que T pode ser reescrita, como
*
T=V,CVp.

Usando esta relagdo, (2.8), e o fato que V,, VX W,,, = W,,, pois as colunas de W,,
pertencem ao subspaco S,,, segue que

T =1+ xx* — yy*, (2.9)

onde z = V,;;fm ey = VZer. A relagio (2.5), segue de aplicar o trago na relagdo
acima. n

Este teorema mostra que o ntimero de condicdo ks do problema de autovalor
associado a T depende do condicionamento de uma matriz obtida por escalamento
diagonal & direita da matriz de Vandermonde W,,,. Usando (2.5) e certos resultados
classicos que relacionam os numeros de condicao |sj|*17 Ko, KF, € uma medida de
quase normalidade de uma matriz, obtemos o seguinte teoremas:

Teorema 2 Seja T como acima e defina o nimero D, por

D =TI = > I%* (2.10)
j=1
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Defina também 6; = min;4; |z; — z;|, 1 <1i,j <r. Entao, o nimero de condi¢ao
de Jordan ko associado ao problema de autovalor da matriz T satisfaz

/{2S%[n—r+2+\/(n—r+2)2—4}, (2.11)

onde
, D2 (r-1)/2
Ny <1 + (T‘_T)(SQ> (2.12)
j=1 J

Demonstragao: Primeiro observamos que para toda matriz G de ordem r cujos
autovalores sdo simples, temos que [11]

=2+ kg + Kyt < Kp. (2.13)

Resolvendo esta desigualdade para ko, vem

1
HQSE[HF—T‘+2+\/(KF—n+2)2—4]. (2.14)

Uma outra observagao fundamental para nossa prova é que os ntiimeros s; satisfazem

(ver [11])
(r=1)/2
D2
-1 <« 1 _m .
il < ( - (r—1)5§)

Usando esta desigualdade em (2.2), obtemos

. PNk
HF_Z< " <r—1>52>
_]:1 J

A prova do teorema termina substituindo este limitante para kg em (2.13). (]

Deste teorema, conclui-se que se D2, ~ 0, entdo kr ~ r (ver (2.14)), a menos
que os J; sejam muito pequenos em comparagao com D,,. Com isso, terfamos que
Ko &~ 1. Assim, o comportamento do nimero de condicao ko depende da separacéo
dos z; e da “grandeza” de D,,. O nurhero D,, fornece uma medida de quanto
uma matriz difere de ser normal: para matrizes normais, D,, = 0 e o problema de
autovalor é perfeitamente condicionado (ou seja kg = 1).

Um aspecto interessante em conexdo com nosso problema é que utilizando (2.10)
e Teorema 1, o niimero D,,, pode ser estimado como

T
0< D < | full® = Y1l (2.15)
j=1
Esta ¢ uma relacao que pode ser monitorada facilmente, pois para m suficientemente
grande, ||f | ~ 0 sempre que |z;| <1, j=1:r, ousempre que |z;| =1, j=1:
r. Uma discussio detalhada sobre o comportamento de || f,,,||? como uma fungao de
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m, pode ser encontrada em Bazan [2] (ver Teorema 2). Consequentemente, sempre
que m é suficientemente grande e |z;| &~ 1, usando (2.15) devemos obter D2, ~ 0.

Da anilise acima concluimos que em todas as aplicagdes nas quais |z;| ~ 1, o que
é muito freqiiente em analise modal e NMR, por exemplo, a condi¢ao para obtermos
um problema de autovalor bem condicionado é que m seja suficientemente grande,
a menos que os 2; sejam extremamente préximos uns aos outros.

3. Limitante para o Erro nos Autovalores

Como os teoremas acima descrevem sob quais condigbes o problema de autovalor
associado a T é bem condicionado, passamos agora ao calculo de estimativas para
o erro dos autovalores. Para fazermos isso, vamos utilizar o resultado cldssico da
teoria de perturbagao de autovalores, que afirma que se z; é o autovalor de T' que

aproxima o autovalor z; de T', onde T=T+E& éuma aproximagao para 7', entao
12—zl < w2l €l, G=1:m. (3.1)

Na andlise a seguir, V,n denota uma matriz de ordem m X r cujas colunas formam
uma base ortonormal para um subespaco Sp,, calculado através de algum método
numérico a partir da matriz de observagoes A = A + E. A matriz T é calculada
como T = (AT)TAl onde A" e Al sdo construidas a partir de V,,, similarmente
como A! e A! foram calculados a partir de V;, (ver Secio 1).

Sejam AT = AT + Ayp, Al = AL + Ay, e assuma que posto(ZT) = r. Temos
entao que

Tor o= AA -
- F(AHAAl)f
(ATT +A4) — (3.2)
— Al (ATT AATT+AA1)
= AT( AT+ Ay

NT ~ ~
A 1iltima igualdade segue do fato que AT AT = I pois, por hipétese, posto(A') =
Tomando norma em ambos os lados de (3.2), obtemos

—~t
1EN<TTAT TN A AT+ 1A AL ], (3-3)

onde utilizamos a propriedade ||T|| = ||VXCVs|| > 1 [2].

O préximo passo na nossa andlise é calcular estimativas para ||Ar] e [|Aq:]l-
Para isto, enfatizamos que nenhuma estimativa interessante pode ser obtida a menos
que V,, seja escolhido suficientemente préxima de V,,,. Para realizarmos esta escolha,
devemos buscar uma matrix unitaria X, de ordem r, de modo que ela seja uma
solugao para o problema N

min |[VX — Vi||r,
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com V sendo qualquer matriz de ordem m X r cujas colunas formam uma base
ortonormal para o subespaco S,,. Para resolver este problema, defina G = V*V
e seja G = PYQ* sua decomposicio em valores singulares. Prova-se que a matriz
unitaria que resolve este problema é X = QP* (ver, por exemplo, Golub and Van
Loan [5], pagina 601).

Usando a matrix X acima e escolhendo V,, = VQP*, temos

Vo Vll2 = I(VQP* — V) (VQP* — V)|
= |21 = PQ*V*V,, — ViV QP
— 2|(1 - PXP.
= 2|I-X

Agora, como os cosenos dos angulos candnicos entre os subespacgos Sy e Sy sdo
os valores singulares de G (contidos em ) (ver, por exemplo, Teorema 2.4 em
Stewart [12]), a rela¢do acima implica que

~ ©
||AVm|| = va - VmH = 2sen 5, (34)

onde © é o maior angulo canénico entre S, e S,,. Agora observe que

[Aarll <flAv, | e [[Aal <Av,].

Substituindo estas desigualdades em (3.3) obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3 ; o
[ < 4 AT || T||sen 5 (3.5)

Usando esta desigualdade em (3.1), obtemos a seguinte estimativa para o erro nos
autovalores z;.

Corolario 1 ; o
|z — Zj] < 4ro||AT ||||T||sen X j=1:m (3.6)

Para concluir nossa andlise, vamos discutir o comportamento das quantidades
|AT|| e |T|| que aparecem em (3.6). Primeiro, observe que

IT] = [IVSCVsll < Y1+ [1fml?,

visto que C' é uma matriz companheira (ver (2.7)). Este resultado também pode ser
deduzido calculando os valores singulares de T a partir de (2.9), maiores detalhes
podem ser encontrados em Bazdn [2]. Isto implica que para m suficientemente
grande, ||T|| = 1, pois nessas condigoes ||f/\m||2 ~ 0. Agora, como as colunas de Al
sao quase ortonormais, pode-se provar que

1
1—[z]]*’

|ATH] =
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onde 7 ¢ a tltima linha da matrix V,,. Desse fato, segue que ||Z||?> ndo pode ser

muito préximo de 1, e com isso HATTH ndo pode ser muito maior do que 1. Desta
discussao podemos deduzir que se m ¢é suficientemente grande e os autovalores z; nao
sao extremamente proximos uns aos outros (para garantir um ndmero de condigao
k2 moderado, por causa do Corolario 1), o erro maximo nos autovalores pode ser
reescrito na forma

|zj —Zj| = Osen(©), j=1:r. (3.7

Disso concluimos que se o erro E = A — A nos dados de entrada, é suficientemente
pequeno para garantir um angulo © pequeno, os z; sao préximos do circulo unitério,
mas nao extremamente proximos uns aos outros, e m é suficientemente grande, entao
os autovalores z; sao relativamente insensiveis a pequenas perturbagoes nos dados
de entrada.

4. Estimando sen (O)

Visto que o erro maximo nos autovalores depende fortemente do angulo entre os
subespagos S, e S, (ver (3.7)), vamos analisar um limitante para sen (©) com uma
fungao dos autovalores zj, e, em particular, da dimensao da matriz de dados A A
seguir, para simplicidade, assumiremos que a matriz de dados A=A+Eéde
ordem m x m e denotada por A,,. Assumiremos também que o erro nos dados de
entrada satisfazem ||E| < o,(A), onde 0,(A) denota o menor valor singular nao
nulo da matriz A,,. Aqui, vale a pena lembrar que a matriz A,,, que contém os
dados exatos, é de posto incompleto e posto(A,,) = r. Nessas condi¢oes, pode-se
provar que uma aproximacao de primeira ordem para sen (0) é dada por [9]

sen (@) < LE]

S oA (4.1)

Esta estimativa mostra que o tamanho de 0,.(A;,) desempenha um fator fundamen-
tal para garantirmos S,, ~ S;,: quanto maior o tamanho de o,.(A,,) em relagao a
||E||, melhor serd a aproximagao. Por outro lado, visto que

or(Ami1) > 0r(Am), para m >, (4.2)

o que segue da propriedade do entrelacamento de valores singulares (ver Golub
e Van Loan [5]), segue que devemos utilizar uma matriz de dados com a maior
dimensao possivel.

A seguir deduziremos uma estimativa (4.1) para o caso especial onde a matriz
de dados é da forma

Am=1| . P (4.3)



Sensibilidade de Autovalores 297

onde
hp = b12F + bozk 4+ 4 b.2F k>0, (4.4)

com b; € €, j = 1:r. Matrizes deste tipo sdo muito freqiientes em NMR e
andlise modal de estruturas mecéanicas. Os parametros procurados nessas areas sao
freqliéncias naturais, amortecimentos, fases, etc, e vém descritos nos autovalores z;,

0s quais sao da forma
2 = e(ajJrzwj)At.

Estes z; freqiientemente satisfazem |z;| ~ 1, pois a constante At, chamada taza de

amostragem, usualmente é muito pequena.
E bem conhecido que a matriz de Hankel pode ser fatorada como [1]

Ap =W, BWEL, B =diag(b,...,d,),

e que posto(A,,) = r, para todo m > r. Usando esta equagao, segue imediatamente
que
o, (Ap) > o (W,,)?, onde = mjin{|bj|}7 j=1:r (4.5)

Seja
D! = diag(|Wnerll,. ... [[Winer|)),

e defina W,, = W,,D. E claro que todas as colunas de W,, tém norma um. Agora,
como

TRTm) ey (W) = ko (VW) (4.6)

ko(ViWy) = ka[(Vi W D)D Y] < ko (VEW,D)ka (DY),

levando em conta que todas as colunas de V,* W,,,D = V,*W,, foram escaladas para
ter norma um, e visto que essa matriz é uma matriz de autovetores da matriz T,
pelo Teorema 1, usando um resultado bem conhecido sobre condicionamento de
problemas de autovalor (ver, por exemplo, Teorema 2 em Demmel [4]), segue que

\/]- + |Zma1'|2 + - ‘Zmam|2m71
\/l + ‘zmzn|2 + - ‘Zmin|2m71 7

ko (VW) < /s

onde k9 é 0 menor nimero de condi¢ao do problema de autovalor associado a matriz
T em (1.1), k2(-) é o niimero de condi¢ao da matriz (-) na norma espectral, |2,q0| =
max; |z;|, j=1:7 e |zmin| =min; |z, j=1:7.

Agora, visto que 01(Wy,) > |[Wpej|, j=1:r, darelacao acima e (4.6), vem

_ TR
O'T([[m) IS 2\/_ 2 3 71.

O seguinte teorema resulta de subsitutir esta desigualdade em (4.5).

Teorema 4 ) 1
1 min min m=
00 (Ay) > przminl o feman (4.7)

TRy
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Deste resultado, concluimos que se |z;| = 1 e m é suficientemente grande, entao o
angulo 0 entre os subespacos S, e S,, pode ser estimado aproximadamente como

sen (O) < K@, (4.8)
m
onde K é uma constante positiva relativamente pequena. Ou seja, para m sufi-
cientemente grande, sen (0) ~ 0 e, com isso, o erro nos autovalores deve satisfazer
|zj — z;| = 0, isto é, os autovalores devem ser pouco sensiveis a pequenas per-
turbagoes nos dados de entrada.

5. Resultados Numéricos

Para ilustrar a teoria desenvolvida nas se¢des anteriores, realizamos um conjunto de
experimentos numéricos, com varios sinais sintetizados a partir de dados experimen-
tais provenientes de andlise modal e NMR. Apresentamos os resultados da anélise
de um sinal que descreve a fungdo resposta ao impulso unitario correspondente a
um ponto num prototipo de um prédio de trés andares. O sinal foi coletado no
Laboratorio de Vibragoes e Acustica da Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSC). Informagoes detalhadas podem ser encontradas em [1].

O sinal escolhido é um sinal real da forma (4.4) e, como isso, os autovalores
Zj, 0s quais sao mostrados na Tabela 1, aparecem em pares complexos conjugados.
Assim, o posto da matriz de Hankel A,,, contendo os dados sem ruidos, é r=
posto(A,,) = 10 para m > 10. A tabela também contém os “pesos” bj;, os médulos
|zj|, bem como as separagoes entre os autovalores.

| % |l | b; [ o ]
0.0699 & 0.2248 | 0.9956 | -0.1366 £ 0.2490z | 0.0042
0.9532 + 0.29312 | 0.9972 | 0.7294 + 0.5743, | 0.0049
0.9844 + 0.1619, | 0.9976 | -0.3162 + 0.08442 | 0.0031
0.9921 + 0.1055: | 0.9977 | 1.3284 + 0.62650 | 0.0023
0.9972 + 0.0585, | 0.9989 | -0.0591 + 0.1958: | 0.0023

UL W N .

Tabela 1: Pardmetros de um signal sintetizado de uma estrutura mecanica real.

O objetivo do experimento numérico é ilustrar o comportamento do nimero
de condigao k2 (que governa a sensibilidade do problema de autovalor) e do seno
do angulo entre os subespacos §m e Sy, ambos como fungoes da dimensao m.
Para ilustrar a primeira parte, calculamos o limitante (2.14) para k2, onde kg é
computado utilizando a relagdo (2.2) (ver Smith [11]).

Os niimeros de condigao |s;|~! foram obtidos utilizando os autovetores & direita
e & esquerda da matriz T' = (V" W,,) Z(V,:, W,,) ™!, onde as matrizes V,,, sao obtidas
da SVD da matriz de dados A,,, para m > 10.

O comportamento do limitante (2.14) para k2, que pode ser apreciado na Figura 2,
mostra claramente que o problema de autovalor torna-se bem condicionado quando
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-5 L

1
Tempo (seg.)

Figura 1: 1024 amostras de um sinal contaminado por ruido Gaussiano.

7

m é suficientemente grande. Este exemplo é ideal para mostrar que se os auto-
valores z; nao forem bem separados o problema pode ser muito mal-condicionado
se a dimensdo nao for suficientemente grande (ver as separagoes J; na Tabela 1):
para m = 15 o limitante é 1.3662x 108, enquanto que para m = 56, o limitante vale
538.3146. Aumentando a dimensdo o limitante melhora mais ainda: se m = 130,
o limitante é aproximadamente 1.8502. O valor ky(W,,) neste caso é 1.6563, o que
indica que k9 pode ser ainda.

25

201

10+

Limitante do Condicionamento

Figura 2: Limitante superior (2.14) para ks como funcao de m.

Para ilustrar o papel que desempenha o seno do angulo sen (0) entre os sub-

espagos Sy, e Sy, na estimativa do erro ||| = ||T" — T'||, primeiro perturbamos o
sinal h; com ruido Gaussiano e desvio padrao o = 0.25, e a seguir calculamos a

SVD das matrizes de Hankel gm e A,,, onde Zm contém os dados “disponiveis”
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hie = hi + €ex. O sinal “perturbado” h satisfaz ||h — h||/|h| ~ 0.10 ¢ pode ser
apreciado na Figura 1. O seno do angulo desejado foi calculado usando a definigdo
(ver Golub e Van Voan [5])

sen (0) = |V Vi, = Vi Vir .

onde as matrizes V,, e Vm foram obtidas dos vetores singulares associados com
os 10 maiores valores singulares de A,, e A,,, respectivamente. Os resultados sido
apresentados na Figura 3, onde, para fins de comparacao, também sao incluidas as
quantidades 2sen (%) A conclusao do experimento é que o seno do angulo entre os
subespacos envolvidos também melhora quando m é suficientemente grande, como
previsto na teoria (ver estimativa (4.8)). Para ilustracao,

se m = 140, sen (©) = 0.0488.

O erro nos autovalores para m = 140, apresentado na Tabela 2, ilustra o re-
sultado tedrico que os autovalores sao pouco sensiveis a pequenas perturbagoes nos
dados de entrada.

| j [ 1 2 3 4 5 |
| [z — % x 103 [ 0.1212  0.2415 0.6335 0.1620 0.3749 |

Tabela 2: Erro nos autovalores z; para m = 140.

15

L L L L L L
80 90 100 110 120 130 140 150
m

Figura 3: sen (©) (linha sélida) e 2sen (2) (linha pontilhada) como funcdes de m.

6. Conclusoes

Apresentamos uma analise da sensibilidade de um problema de autovalor associado
a metodos de recuperacao de exponenciais, que mostra condigoes sob as quais as
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exponenciais tornam-se insensiveis a pequenas perturbacoes nos dados de entrada.
A conclusao foi que em todas as aplicagbes nas quais sdo analisadas sinais pouco
amortecidos, as exponenciais envolvidas tornam-se pouco sensiveis a perturbagoes
nos dados, sempre que a dimensao das matrizes utilizadas na anélise seja suficien-
temente grande. Esta conclusao decorreu de limitantes para o condicionamento do
problema de autovalor associado, bem como da teoria classica de perturbagao de
autovalores. A teoria desenvolvida foi ilustrada com um exemplo numérico onde foi
analisado um sinal sintetizado de dados experimentais na drea de andlise modal de
estruturas mecanicas.
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