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A Estabilidadedo EstadoHomod@neoem
MetapopulaoeescomEstrutura Etfiria

M.L. de CASTROY J.AL. da SILVA2 Departamerto de Matem$tica Pura e
Aplicada, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Av. Bento Gonalves, 9500,
Porto Alegre, RS, Brasil.

Resumo Neste trabalho obtemos um modelo discreto para uma metapopulasao
com estrutura etfiria. Mostramos que um mecanismo de migrasao dependerte so-
mente da idade dos indivfduos nao pode vir a estabilizar o ponto de equilfbrio ho-
mogeneo de um sistema previamente instfivel na auséncia de migrasao, mas pode
tornar instfvel um conjunto desacopladode populaseesestfiveis, o que caracteriza
a migrasao como um processodesestabilizador.

1. Intro dusao

Vérios trabalhos destacamo quanto o efeito da migrasao sobre a estabilidade do
estado homogeneo em metapopulasees pode ser importante, devendo ser conside-
rado na construeao de um modelo matemético que descrewa a ewlusao de uma
es®ciedistribufda em fragmentos onde ocorra migrasao (ou dispersao)[5, 6]. Assim
como a estrutura espacial,a estrutura et§ria de uma populasao § importante, prin-
cipalmente quando estamosinteressadosna ewlusao de uma populasao sobre um
peffodo compardvel ao tempo de vida dosindiv§duos[7]. Al&m disso, muitas vezes
0 movimento migrat®rio est§ fortemente relacionadocom a idade dos indivfiduos.

O primeiro passona construeao de modelos que incorporam estrutura et$ria e
espacialfoi dado por Hastings [2], que propds um modelo para uma populasao com
duas classeset§irias e analisou os efeitos do movimento migratfrio com taxas de
migraeao esped cas para cada classeem uma rede de 2 patches Neste trabalho
estendemoso modelo sugerido por Hastings para uma populasao estruturada em
N classeset§rias, distribufda em uma rede de n sftios. Nossoobjetivo § analisar
o efeito da migrasao dependerte da idade dos indivfduos em uma metapopulasao
com estrutura et§ria. A seguir, introduzimos o modelo local utilizado, o que nos
servir§ de basepara analisar os efeitos causadossomerie pela dispersao.
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2. Mo delo Local

O modelo local consideradois processos:reprodusao e sobrevivencia. Para o pro-
cessode reprodusao, vamosrepresetiar por f; a taxa de fertilidade dos indiv§duos
na classei e para o processode sobrevivencia, vamos denotar por p; a taxa de
sobrevivencia dos indivfduos da classei, i = 1;2;:::;N. Em populaseesnaturais
estesparametros podem depender de v@rios fatores, mas aqui vamos consideidtlos
constartes. Considerandointervalos de tempo e idade iguais e denotando por x} o
nfimero de individuos na classeet§ria i no tempo t, obtemoso sistema

Xt+1 = LX¢; (2.2)

2 3
f]_ f2 cee fNil fN

P1
L = P2 : (2.2)

Pnia

Alguns parametros importantes para o sistema(2.1) devem ser de nidos. De -
nimos |; como a probabilidade de um indivfduo nascido alcanear a classeet§ria
i 1

v 1

Note quel; = 1, poisl; represena a probabilidade de um indiv§duo nascidoalcancar
a classeet$ria 1. Assim, o nfimero reprodutivo b§sico da populasao § dado por

A partir dos parametrosli, i = 1:::;N e Rg, podemosobter a distribuixcao etfiria
da fertilidade, de nindo

Note que P iNzl m; = 1, pois m; represerta o percertual de cortribuixeao da classe
et§iria i para a estimativa Ry.

Al®m destasN classesyamos considerara existéncia de uma classeinferior w,
onde se encortram os reddm gerados. Dependendo da esgcie em questao, esta
classepode ser vista como a classedos ovos ou das larvas. Vamossupor que exista
competisao entre os individuos neste est§gio, ou seja, vamos supor que a taxa de
sobrevivencianesteperfodo § dadapor uma certa funsao g dependenie da densidade,
uma funsao decrescete, comg(0) = 1 elimy;; g(x) = 0. V&rios exemplospara a
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escolhada funsao g sao dadosem [7]. Assim, a densidadena classeet§ria 1 § dada
por

Xt = g(wo)w = g(wg)  fixi;
i=1
e o sistemadado por (2.1) torna-se

P )
Xty = ogw) L fixd
xio= pxi; =20 NG 1 (2.3)
we o= L fixd

Substituindo as expres®espara x} recursivamerte na expresse para w;, temos

X!
w; = Ro mMiWe; i 9(We; i) (2.4)
i=1
Fazendoz! = g(wi; 1)W;; 1 €2 = z;: 1. i=2::1;N | 1obtemoso sistema
3 .
— P N i1l .
Wier = Ro maweg(we) + 5, miz' &
Zty = g(Wow;
Za =z (2.5)

Pontos de Equil fbrio

f facil vericar que o sistema (2.5) possui dois pontos de equiffbrio: o ponto de
equilfbrio trivial e um ponto de equilfbrio positivo, que satisfaz
1
)= —: 2.6
9w) = & (2:6)
Comog(x) - 1temosqueter Ry, 1 paraque a equacao (2.6) possaser satisfeita.
SeRp = 1temosg(w®) = 1) w" = 0. Portanto a condieao para a existéncia de
um equilfbrio homogeneonao trivial §

Ro > 1 (27)

Equaxao Caracter §stica
A matriz jacobiana no equibrio nao trivial § dada por

2 3
fihow?)  fohqw®) ¢ee fy, 1hqw?) fyhow?)
P1
J(x%) = P2 ; (2.8)

pNil
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onde h(x) = g(x)x. Utilizando a relacao

J(X")WV =, v; (2.9)

B

obtemosa seguirte equaceo caracteffstica para os autovalores nao-nulos de J (x )

Xm 1 1

oy - ¢ Rohdw?) T 1j H’

(2.10)

— iw'g(w®)
ondeH = oWy

3. Mo delo Acoplado

Nesta seca0, vamos consideraruma rede com n ftios, tal que em cada sftio exista
uma populaeao estruturada em N classest§rias, onde osindivfduosde cada classe
et§iria migram para os dois ftios mais prximos com uma taxa de migrasao es-
ped ca para sua classe. Ap%s este processode migrasao, ocorrem 0s processosle
reprodusao e sobrevivencia. Matematicamente, o0 modelo pode ser expressopor

1 _ :
Xi+1 kT g(Wt;k )Wt;k )
1

2 _ . 1 1 1 1 )

Xterk = (L0 T1)paXx + ?pl(xt;ki 1+ Xik+1 )i
1

XN — (1 1 ) XNil+ Ni1l (XNi1+XNil).

t+l ok = i NG 1PN 21Xk > Pni 11 Xeeer )

h 1 Y11 1 !
Wek = fq (r]{l ll)xt;k + ?(Xt;kj 1t Xtk +1) .
i

1
+f2 (1 th)th;k + 72(Xt2;ki 1+ Xfan) _
1 i
+¢¢¢+fy (1 1N)X{\;lk + 7N(X{\;lki 1t X{\;‘k+1) ;

onde!; saoastaxas de migraeao esped cas para cadaclasseet§riai,i = 1;2;:::;N.
Utilizando as vari@iveis

3
1
Zhax = Ro (Li 20)h(We) + - [N(Wek; 1) + (W)

3 .
1.

i — . ijil i 1 iji1 i — D . .

Zt+1 k — (1l li)zt;lk + E[Zt;lki 1 + Zt;‘k+]_ 1= 21---1N | 11
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obtemoso sistema

Wiel k= Romlhh(li L)h(weg ) + 171(f1(Wt;|<i 1)+i h(Wek +1 ))I

+my (1 1h2)Ztl;k + 171(Zt1;ki 1t Ziar) .

+ ¢3¢¢+ my (L7 Ta)zh !t 17N(Zt“;'k‘i11 + zt'?‘ki&'l ; (3.1)
s = Ro (L L)h(w) + (W 1)+ h(wea )]
Zux = (i t)zgte %lzt‘fk?ﬁﬂ;ul Pi= 2N L

Note que, fazendo!; = 1, = ¢¢¢= 1 = 0 em (3.1), obtemos o sistema (2.5).
Portanto, o sistemaacima§ de fato uma extensao de (2.5) ao casode uma rede com
n patches O sistema(3.1) & v§ilido para cada sftio k, k = 1;2;:::;n. Utilizamos
condiesesde fronteira perifidicas, desta forma a rede pode ser vista como um anel
onde o sftio 1 e o fitio n estao interligados. Isto § feito a m de eliminar pos$veis
efeitos de fronteira na din@mica do sistema. Dada esta imposiea0 geonftrica, 0s
valoresdofindicek em (3.1) devem serinterpretados com cuidado: k = n+ 1 dewve ser
interpretado comok = 1, assimcomok = 0 signi ca k = n. Esta obsenasao § es-
pecialmene importante para a obtene&o da matriz jacobianano ponto de equilfbrio
positivo, que § determinado a seguir.

Equil §brio homog €neo positiv o

f facil vericar que o sistema(3.1) possuium finico ponto de equibrio homogeneo
g(w?) = Ry’

Assim, a condieao para a existtnciade um equifbrio homogeneopositivo 8 Rg > 1,

como no casodesacoplado.

A estabilidade do ponto de equil forio homog &neo positiv o

Para procederp anflise de estabilidade do ponto de equilfbrio homogeéneopositivo,

calculamosa matriz jacobiana no equiibrio (w®;w®;:::;w?)T,
2 3

A]_ A2 ¢ce ANi 1 AN

By 0 ¢¢¢ O 0

Jwe =g 0 B2 0 0 7. (3.2)

0 ¢¢ 0 By,; O
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Os blocosAi; i = 1;:::;N eBy; | = 1;:::;N j 1 sao matrizes circulantesn £ n
dadaspor
2 _ _ 2 . 3
(_"‘3 P i (| »
i ® i » % »
= -_. -_' -_' eB|: ._. ._. ... ; (33)
& » %
i ® ” n %
onde
®& = (Li *2am(lj H);
1 = 5m(1i H);
® = milij ), i=2::0N;
o= mig i=2:5N; 34
1= (L )i H); (34)
» = l(ll H)'
= (1| ti); i=20 NG L
» = 5, i=2::0Nj 1

elj H = Rohqw®). Dada a forma da matriz J(W?®), temosquese0< H < 2W?®
% assintoticamente est§vel, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.1. Se0< H < 2 entao o equilfbrio W* = (w";w";:::; w7 & assin-
toticamente estivel.

Demonstraceo. Pelo Teoremade Gershgorin[4 o es;ﬁctro deJ est§corntido nauniao

dasbolasS;(ci;A), ondec = J; Bocertro e A = iz1 iJij | § oraio dasbolass;.
Assim, se

@j+ A<l 1 i m

A< 1 n+1 - i- N 3.5)

a estabilidade do sistemaest§ garartida. Lembrando que, por hipfitese,0< H < 2,
temos

i@+ A = @+ 2+ h}“'zl@ A
= mgjli Hj+ i, m; < j:lmjzl; 1 -i-nm
A= P+ 2= jlj Hj< 1, n+1 - i- 2n;
A = o+ 2y =(1j 1)+ 2% =1 jn+1 - i (+n;
J =205N0 g
0 que completa o resultado. O

Com um pouco de §lgebra[1], temos que os nN autovalores ¥2da matriz jaco-
biana J(W?) sao as rafizesde

T Al kLT o = gnng L (3.6)
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onde y
,}=®+2_|COST4; j=0:n 1
sa0 os n autovaloresde A| e
2Yj .
°jk=°k+2»kcosT"l; j=0::5ni 1

saoosh autovaloresde Bi. Da equasao (3.6) obtemosque o polintmio caracteffstico
% o produto dos polindmios

X ¥
p(H=%A G A WL ok = 0N L
1=2 k=1

Obsenando a forma de py, temos que a migrasao nao pode vir a estabilizar um
sistemade populaeoeeslocais instfveis, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.2. Todo autovalor do modelo local § autovalor do sistema acoplado.
Dessemodo, 0 movimento migratfirio entre patchesnao pode vir a estabilizar um
sistema desaoplado instvel.

Demonstraea0. Tomandoj = 0 na equacao caracteffstica para o0 modelo acoplado

temos Q
@+27 X @+27 "] okt 2
—+ =1
7 3
1=2
Substituindo as expreseespara ®, |, °k, » obtemos
Xm 1 1

) 3% - RohQwe) ~ 1j H'
gue § a equacao caracteffstica para o modelolocal (2.10). Assim, temosque osauto-
valoresdo modelo local satisfazema equascao caracteffstica para o modelo acoplado,
completando a demonstracgo. O

Em certoscasos,a migrasao nao altera a estabilidadede W*®. Entre estes,temos
0 casoem que o0 processomigrathrio independe da estrutura et§iria da populaceo,
como § demonstradono teoremaa seguir.

Teorema 3.3. Sel; = ¢, i= 1;:::;N, o movimento migrat§rio nao in°uencia na
estabilidadede W=,

Demonstracao. Neste caso,a equasao caracteffstica do modelo acopladotorna-se

|
X (1i o+ ccos?4
(i H) - m TR
i=1 N

=1
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Portanto, se, satisfaza equacao caracteffstica (2.10) do modelo local, entao
M o 1
Ya=, (1j o+ ccosT
satisfaz p equacao caracteffstica para o modelo acoplado descrita acima, paraj =

(em mfdulo e em sinal) quandoj = 0. O

A Instabilidade Causada pelo Mo vimen to Migratforio

pa

0 'S 1 0 My 0 ['H 1
(a) my=035 H=21 ) m=04 H=25 (¢) m=05 H=299

0 My 0 Fy 251
(d m=06 H=34 (e) m=066 H=375 #) m= 0.666 H= 3.99

Figura 1: Testede Jury aplicado a todas as pos§veis con guraseespara as taxas
migratfrias em uma rede com 20 sftios com populaeeeslocais estruturadas em duas
classesetrias.

Por outro lado, a migrasao pode, de fato, vir a desestabilizaruma rede de popu-
lasoesdesacopladasestfveis se as taxas migratHrias forem fortemente relacionadas
com a idade dos indivfduos. Para isto, vamos considerarum casoesped co: uma
metapopulasao formada por 20 sftios, tal que em cada sftio existe uma subpopu-
lasao estruturada em duas classeset§irias e aplicar o teste de Jury[3] ao polindmio
caracteffistico do sistemaacoplado. O teste de Jury fornece condisees necesafias
e su cientes sobre os coe cientes de um polindbmio para que suas rafizes estejam
dentro do disco unitgrio, fornecendoportanto a regiao de estabilidade do sistema.
Na gura 1, escolhemogarametrosda dinamicalocal (m; e H) tais que o ponto de
equifbrio W* § assirtoticamente estfvel na aunciade migrasao e variamosastaxas
migratfrias 1 ; e 1, . Para visualizar os resultados, pintamos cada ponto (*1;15)
do quadrado unitfrio de acordo com o resultado do teste: branco represena esta-
bilidade, cinza represera instabilidade. Assim, as regieeshachuradas represertam
instabilidades causadassomerte pela dispersao. Nos testesrealizados, obsenamos
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2

[ m 1

@ 1,=0.25 0.6

: "o m, 70
@ 1,=0.75 1,=0.2 (e 1,=0.85 1,=0.1 @  w=1 p=0

[ Sistema acoplado estavel [ Sistema desacoplado instavel B Instabilidade gerada pela migragdo

Figura 2: Teste de Jury aplicado a diversascon gurasees para uma metapopu-

lasao com duas classesetfirias e 20 ftios. As curvas em preto de nem a regiao
1

de estabilidade para o modelo local, delimitada por H = 0, H = 1+ Tm; ©
H=1+ 511

que, p medidaque H cresce,a regiao de instabilidade do modelo acopladoaumerta.
Para H ¥ 4, temos a maior regiao de instabilidade causadapela migrasao, como
pode ser obsenado na Figura 1. Na Figura 2, temos a regiao de estabilidade para
pos$veis con guraseesno modelo acoplado, obtida atrav@s da aplicasao do teste
de Jury para diferentes valoresde 1, e 1,. Nesta gura, diferenciamosa regiao
onde o sistema desacoplado® instfivel, para uma ficil identi caeao da regieo de
instabilidade geradaapenaspela migrasao. As Figuras 2(a), 2(b) e 2(c) mostram
gue a regiao de estabilidade § reduzida gradualmerte a regiao limite 0 < H < 2
g medida que nos aproximamos de 1; = 1 e, = 0. O mesmo ocorre ao Nos
aproximarmos de!; = 0el, = 1, comoindicam as Figuras 2(d), 2(e) e 2(f). Na
verdade, isto ocorre independertemente do nfimero de classesconsiderado: para
umaredetal quel; = 1el; =0sei 6 1, W", temos
i 1 ¢ 2%}
pi(¥ =9 M T+ ¢eer my; 1%t my (L H)cosT; (3.7)
portanto
2%}
pi(1)=1i (1i H)cosT: (3.8)

Isto implica que, sen &par, py (1) > 0, H < 2. Comop; dewe satisfazerp; (1) > 0
paratodoj para que osautovaloresdo sistemasejam menoresque um em médulo,
temosqueseH > 2 o sistema(sob ascon guraseescitadas) apresena instabilidade.
Este casorepreserta a situasao onde apenasos jovens podem migrar. Para o caso
contrfario, onde todos os indivfiduos migram e apenas 0s mais jovens permanecem
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em seu sftio de origem, o mesmo ocorre. Neste caso,temos1; = 0el; = 1,
i=2::;N,w* e os polinbmios pj (¥) sao dadospor
|
N M 2 i 1
BEA=A T @i H) m¥ATts m#Ail cos—= ; (3.9
i=2
Assim, .
A W H Ti; 1

GDVpGiD=2i GOV@i H) meG )V P+ mi(G DN COS¥

i=2
Assumindo n par temos que (j 1)N py(i 1) = 2i H e, portanto, (j N pa(i 1) >
0, H < 2. Como, pelo teste de Jury, (i 1)Npj(i 1) > 0 & condieao necesafia
para que nao ocorram autovalores negativos com m§idulo maior que um, temos que
0 sistema sob as con guraseescitadas § est§vel se, e somerie se,H < 2. Assim,
temos que a condieao para estabilidade 0 < H < 2 dada pelo Teorema3.1 nao
pode ser melhoradasemum conhecimerno maior sobre o mecanismode migrasao e
a relacao deste com a estrutura etfiria da populasao.

Abstract In this work we obtain a discrete model for a metapopulation of a single
specieswith overlapping generations. We show that a migration mechanism which
depends only on age can not stabilize a previously unstable homogeneousequilib-
rium, but can drive a stable uncoupled system to instabilit y, which characterizes
migration as a destabilizing mechanism.
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