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Resumo Neste trabalho obtemos um modelo discreto para uma metapopula»c~ao
com estrutura et¶aria. Mostramos que um mecanismo de migra»c~ao dependente so-
mente da idade dos indiv¶³duos n~ao pode vir a estabilizar o ponto de equil¶³brio ho-
moĝeneo de um sistema previamente inst¶avel na auŝencia de migra»c~ao, mas pode
tornar inst¶avel um conjunto desacopladode popula»c~oesest¶aveis, o que caracteriza
a migra»c~ao como um processodesestabilizador.

1. In tro du»c~ao

V¶arios trabalhos destacamo quanto o efeito da migra»c~ao sobre a estabilidade do
estado homoĝeneoem metapopula»c~oespode ser importante, devendo ser conside-
rado na constru»c~ao de um modelo matem¶atico que descreva a evolu»c~ao de uma
esp¶eciedistribu¶³da em fragmentos ondeocorra migra»c~ao (ou dispers~ao)[5, 6]. Assim
comoa estrutura espacial,a estrutura et¶aria de uma popula»c~ao ¶e importante, prin-
cipalmente quando estamosinteressadosna evolu»c~ao de uma popula»c~ao sobre um
per¶³odo compar¶avel ao tempo de vida dos indiv¶³duos[7]. Al¶em disso,muitas vezes
o movimento migrat¶orio est¶a fortemente relacionadocom a idade dos indiv¶³duos.

O primeiro passona constru»c~ao de modelos que incorporam estrutura et¶aria e
espacialfoi dado por Hastings [2], que propôs um modelo para uma popula»c~ao com
duas classeset¶arias e analisou os efeitos do movimento migrat¶orio com taxas de
migra»c~ao espec¶³¯cas para cada classeem uma rede de 2 patches. Neste trabalho
estendemoso modelo sugerido por Hastings para uma popula»c~ao estruturada em
N classeset¶arias, distribu¶³da em uma rede de n s¶³tios. Nossoobjetivo ¶e analisar
o efeito da migra»c~ao dependente da idade dos indiv¶³duos em uma metapopula»c~ao
com estrutura et¶aria. A seguir, intro duzimos o modelo local utilizado, o que nos
servir¶a de basepara analisar os efeitos causadossomente pela dispers~ao.

1manuela@mat.ufrgs.br
2 jaqx@mat.ufrgs.br



74 Castro e Silva

2. Mo delo Lo cal

O modelo local consideradois processos:reprodu»c~ao e sobreviv̂encia. Para o pro-
cessode reprodu»c~ao, vamosrepresentar por f i a taxa de fertilidade dos indiv¶³duos
na classei e para o processode sobreviv̂encia, vamos denotar por pi a taxa de
sobreviv̂encia dos indiv¶³duos da classei , i = 1; 2; : : : ; N . Em popula»c~oesnaturais
estesparâmetros podem depender de v¶arios fatores, mas aqui vamosconsider¶a-los
constantes. Considerandointervalos de tempo e idade iguais e denotando por x i

t o
n¶umero de indiv¶³duosna classeet¶aria i no tempo t, obtemoso sistema

x t +1 = Lx t ; (2.1)

onde x = (x1; : : : ; xN )T e L ¶e a Matriz de Leslie [7],

L =

2

6
6
6
6
6
4

f 1 f 2 ¢¢¢ f N ¡ 1 f N

p1

p2

. . .
pN ¡ 1

3

7
7
7
7
7
5

: (2.2)

Alguns parâmetros importantes para o sistema(2.1) devem ser de¯nidos. De¯-
nimos l i como a probabilidade de um indiv¶³duo nascido alcan»car a classeet¶aria
i ,

l i =
i ¡ 1Y

j =1

pj i = 2; : : : ; N :

Note quel1 = 1, pois l1 representa a probabilidade deum indiv¶³duonascidoalcan»car
a classeet¶aria 1. Assim, o n¶umero reprodutivo b¶asico da popula»c~ao ¶e dado por

R0 =
NX

i =1

f i l i :

A partir dos parâmetros l i , i = 1: : : ; N e R0, podemosobter a distribui»c~ao et¶aria
da fertilidade, de¯nindo

mi =
l i f i

R0
; i = 1; : : : ; N :

Note que
P N

i =1 mi = 1, pois m i representa o percentual de contribui»c~ao da classe
et¶aria i para a estimativa R0.

Al¶em destasN classes,vamosconsiderara exist̂encia de uma classeinferior w,
onde se encontram os rec¶em gerados. Dependendo da esp¶ecie em quest~ao, esta
classepode ser vista como a classedos ovos ou das larvas. Vamossupor que exista
competi»c~ao entre os indiv¶³duos neste est¶agio, ou seja, vamos supor que a taxa de
sobreviv̂encianesteper¶³odo ¶edadapor uma certa fun»c~aog dependente da densidade,
uma fun»c~ao decrescente, com g(0) = 1 e lim x !1 g(x) = 0. V¶arios exemplospara a
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escolhada fun»c~ao g s~ao dadosem [7]. Assim, a densidadena classeet¶aria 1 ¶e dada
por

x1
t = g(wt )wt = g(wt )

NX

i =1

f i x i
t ;

e o sistemadado por (2.1) torna-se

x1
t +1 = g(wt )

P N
i =1 f i x i

t ;

x i +1
t +1 = pi x i

t ; i = 2; : : : ; N ¡ 1 ;

wt =
P N

i =1 f i x i
t :

(2.3)

Substituindo as express~oespara x i
t recursivamente na express~ao para wt , temos

wt = R0

NX

i =1

mi wt ¡ i g(wt ¡ i ): (2.4)

Fazendoz1
t = g(wt ¡ 1)wt ¡ 1 e zi

t = zi ¡ 1
t ¡ 1 ; i = 2; : : : ; N ¡ 1 obtemoso sistema

wt +1 = R0

³
m1wt g(wt ) +

P N
i =2 mi zi ¡ 1

t

´
;

z1
t +1 = g(wt )wt ;

z2
t +1 = z1

t ;
...

zN ¡ 1
t +1 = zN ¡ 2

t :

(2.5)

Pontos de Equil ¶³brio

¶E f¶acil veri¯car que o sistema (2.5) possui dois pontos de equil¶³brio: o ponto de
equil¶³brio trivial e um ponto de equil¶³brio positivo, que satisfaz

g(w¤) =
1

R0
: (2.6)

Como g(x) · 1 temos que ter R0 ¸ 1 para que a equa»c~ao (2.6) possaser satisfeita.
Se R0 = 1 temos g(w¤) = 1 ) w¤ = 0. Portanto a condi»c~ao para a exist̂encia de
um equil¶³brio homoĝeneon~ao trivial ¶e

R0 > 1: (2.7)

Equa»c~ao Caracter ¶³stica

A matriz jacobiana no equil¶³brio n~ao trivial ¶e dada por

J (x¤) =

2

6
6
6
6
6
4

f 1h0(w¤) f 2h0(w¤) ¢¢¢ f N ¡ 1h0(w¤) f N h0(w¤)
p1

p2

. . .
pN ¡ 1

3

7
7
7
7
7
5

; (2.8)
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onde h(x) = g(x)x. Utilizando a rela»c~ao

J (x¤)v = ¸ v ; (2.9)

onde v = (v1; v2; : : : ; vN )T ¶e o autovetor associado com o autovalor ¸ de J (x ¤),
obtemosa seguinte equa»c~ao caracter¶³stica para os autovaloresn~ao-nulos de J (x ¤)

NX

k=1

mk

¸ k =
1

R0h0(w¤)
=

1
1 ¡ H

; (2.10)

onde H = ¡ w ¤ g(w ¤ )
g0(w ¤ ) .

3. Mo delo Acoplado

Nesta se»c~ao, vamosconsideraruma rede com n s¶³tios, tal que em cada s¶³tio exista
uma popula»c~ao estruturada em N classeset¶arias, ondeos indiv¶³duosde cadaclasse
et¶aria migram para os dois s¶³tios mais pr¶oximos com uma taxa de migra»c~ao es-
pec¶³¯ca para sua classe. Ap¶os este processode migra»c~ao, ocorrem os processosde
reprodu»c~ao e sobreviv̂encia. Matematicamente, o modelo pode ser expressopor

x1
t +1 ;k = g(wt;k )wt;k ;

x2
t +1 ;k = (1 ¡ ¹ 1)p1x1

t;k +
¹ 1

2
p1(x1

t;k ¡ 1 + x1
t;k +1 );

...

xN
t +1 ;k = (1 ¡ ¹ N ¡ 1)pN ¡ 1xN ¡ 1

t;k +
¹ N ¡ 1

2
pN ¡ 1(xN ¡ 1

t;k ¡ 1 + xN ¡ 1
t;k +1 );

wt;k = f 1

h
(1 ¡ ¹ 1)x1

t;k +
¹ 1

2
(x1

t;k ¡ 1 + x1
t;k +1 )

i

+ f 2

h
(1 ¡ ¹ 2)x2

t;k +
¹ 2

2
(x2

t;k ¡ 1 + x2
t;k +1 )

i

+ ¢¢¢+ f N

h
(1 ¡ ¹ N )xN

t;k +
¹ N

2
(xN

t;k ¡ 1 + xN
t;k +1 )

i
;

onde¹ i s~aoastaxas demigra»c~aoespec¶³¯cas para cadaclasseet¶aria i , i = 1; 2; : : : ; N .
Utilizando as vari¶aveis

z1
t +1 ;k = R0

³
(1 ¡ ¹ 1)h(wt;k ) +

¹ 1

2
[h(wt;k ¡ 1) + h(wt;k +1 )]

´
;

zi
t +1 ;k =

³
(1 ¡ ¹ i )zi ¡ 1

t;k +
¹ i

2
[zi ¡ 1

t;k ¡ 1 + zi ¡ 1
t;k +1 ]

´
; i = 2; : : : ; N ¡ 1;
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obtemoso sistema

wt +1 ;k = R0m1

h
(1 ¡ ¹ 1)h(wt;k ) +

¹ 1

2
(h(wt;k ¡ 1) + h(wt;k +1 ))

i

+ m2

h
(1 ¡ ¹ 2)z1

t;k +
¹ 1

2
(z1

t;k ¡ 1 + z1
t;k +1 )

i

+ ¢¢¢+ mN

h
(1 ¡ ¹ N )zN ¡ 1

t;k +
¹ N

2
(zN ¡ 1

t;k ¡ 1 + zN ¡ 1
t;k +1 )

i
; (3.1)

z1
t +1 ;k = R0

³
(1 ¡ ¹ 1)h(wt;k ) +

¹ 1

2
[h(wt;k ¡ 1) + h(wt;k +1 )]

´
;

zi
t +1 ;k =

³
(1 ¡ ¹ i )zi ¡ 1

t;k +
¹ i

2
[zi ¡ 1

t;k ¡ 1 + zi ¡ 1
t;k +1 ]

´
; i = 2; : : : ; N ¡ 1:

Note que, fazendo ¹ 1 = ¹ 2 = ¢¢¢ = ¹ N = 0 em (3.1), obtemos o sistema (2.5).
Portanto, o sistemaacima ¶e de fato uma extens~ao de (2.5) ao casode uma redecom
n patches. O sistema (3.1) ¶e v¶alido para cada s¶³tio k, k = 1; 2; : : : ; n. Utilizamos
condi»c~oesde fronteira peri¶odicas,desta forma a rede pode ser vista como um anel
onde o s¶³tio 1 e o s¶³tio n est~ao interligados. Isto ¶e feito a¯m de eliminar poss¶³veis
efeitos de fronteira na dinâmica do sistema. Dada esta imposi»c~ao geom¶etrica, os
valoresdo¶³ndicek em(3.1) devemserinterpretados comcuidado: k = n+ 1 deveser
interpretado como k = 1, assimcomo k = 0 signi¯ca k = n. Esta observa»c~ao ¶e es-
pecialmente importante para a obten»c~ao da matriz jacobianano ponto de equil¶³brio
positivo, que ¶e determinado a seguir.

Equil ¶³brio homog êneo positiv o

¶E f¶acil veri¯car que o sistema(3.1) possuium ¶unico ponto de equil¶³brio homoĝeneo
positivo W ¤ = (w¤; : : : ; w¤), onde w¤ satisfaz

g(w¤) =
1

R0
:

Assim, a condi»c~ao para a exist̂encia de um equil¶³brio homoĝeneopositivo ¶e R0 > 1,
como no casodesacoplado.

A estabilidade do ponto de equil ¶³brio homog êneo positiv o

Para procederµa an¶alise de estabilidade do ponto de equil¶³brio homoĝeneopositivo,
calculamosa matriz jacobiana no equil¶³brio (w¤; w¤; : : : ; w¤)T ,

J (W ¤) =

2

6
6
6
6
6
4

A1 A2 ¢¢¢ AN ¡ 1 AN

B1 0 ¢¢¢ 0 0
0 B2 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 ¢¢¢ 0 BN ¡ 1 0

3

7
7
7
7
7
5

: (3.2)
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Os blocos A i ; i = 1; : : : ; N e B l ; l = 1; : : : ; N ¡ 1 s~ao matrizes circulantes n £ n
dadaspor

A i =

2

6
6
6
6
6
4

®i ¯ i ¯ i

¯ i ®i ¯ i

. . .
. . .

. . .
¯ i ®i ¯ i

¯ i ¯ i ®i

3

7
7
7
7
7
5

e B l =

2

6
6
6
6
6
4

° l »l »l

»l ° l »l

. . .
. . .

. . .
»l ° l »l

»l »l ° l

3

7
7
7
7
7
5

; (3.3)

onde
®1 = (1 ¡ ¹ 1)m1(1 ¡ H );
¯ 1 = ¹ 1

2 m1(1 ¡ H );
®i = mi (1 ¡ ¹ i ); i = 2; : : : ; N ;
¯ i = mi

¹ i
2 ; i = 2; : : : ; N ;

° 1 = (1 ¡ ¹ 1)(1 ¡ H );
»1 = ¹ 1

2 (1 ¡ H );
° i = (1 ¡ ¹ i ); i = 2; : : : ; N ¡ 1;
»i = ¹ i

2 ; i = 2; : : : ; N ¡ 1

(3.4)

e 1 ¡ H = R0h0(w¤). Dada a forma da matriz J (W ¤), temos que se0 < H < 2 W ¤

¶e assintoticamente est¶avel, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.1. Se 0 < H < 2 ent~ao o equil¶³brio W ¤ = (w¤; w¤; : : : ; w¤)T ¶e assin-
toticamente est¶avel.

Demonstra»c~ao. PeloTeoremadeGershgorin[4] o espectro deJ est¶a contido na uni~ao
das bolas Si (ci ; Ái ), onde ci = J ii ¶e o centro e Ái =

P nN
i =1 jJ ij j ¶e o raio das bolas Si .

Assim, se
j®1j + Ái < 1; 1 · i · n;
Ái < 1; n + 1 · i · N n;

(3.5)

a estabilidadedo sistemaest¶a garantida. Lembrando que, por hip¶otese,0 < H < 2,
temos

j®1j+ Ái = j®1j + 2j¯ 1j +
P N ¡ 1

j =2 ®j + 2¯ j

= m1j1 ¡ H j +
P N

j =2 mj <
P N

j =1 mj = 1; 1 · i · n;
Ái = j° 1j + 2j»1j = j1 ¡ H j < 1; n + 1 · i · 2n;
Ái = ° j + 2»j = (1 ¡ ¹ 2) + 2¹ j

2 = 1; j n + 1 · i · (j + 1)n;
j = 2; : : : ; N ¡ 1;

o que completa o resultado.

Com um pouco de ¶algebra [1], temos que os nN autovalores ¾da matriz jaco-
biana J (W ¤) s~ao as ra¶³zesde

¸ 1
j

¾
+

NX

l =2

¸ l
j

Q l ¡ 1
k=1 º k

j

¾l = 1; j = 0; :::; n ¡ 1; (3.6)
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onde

¸ l
j = ®l + 2¯ l cos

2¼j
n

; j = 0; : : : ; n ¡ 1;

s~ao os n autovaloresde A l e

º k
j = ° k + 2»k cos

2¼j
n

; j = 0; : : : ; n ¡ 1;

s~aoosn autovaloresdeBk . Da equa»c~ao(3.6) obtemosqueo polinômio caracter¶³stico
¶e o produto dos polinômios

pj (¾) = ¾N ¡ ¸ 1
j ¾N ¡ 1 ¡

NX

l =2

¸ l
j ¾N ¡ l

l ¡ 1Y

k=1

º k
j ; j = 0; : : : ; N ¡ 1:

Observando a forma de p0, temos que a migra»c~ao n~ao pode vir a estabilizar um
sistemade popula»c~oeslocais inst¶aveis, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.2. Todo autovalor do modelo local ¶e autovalor do sistema acoplado.
Dessemodo, o movimento migrat¶orio entre patches n~ao pode vir a estabilizar um
sistema desacoplado inst¶avel.

Demonstra»c~ao. Tomando j = 0 na equa»c~ao caracter¶³stica para o modelo acoplado
temos

®1 + 2¯ 1

¾
+

NX

l =2

®l + 2¯ l
Q l ¡ 1

k=1 ° k + 2»k

¾l = 1:

Substituindo as express~oespara ®l , ¯ l , ° k , »k obtemos

NX

l =1

ml

¾l =
1

R0h0(w¤)
=

1
1 ¡ H

;

que¶e a equa»c~ao caracter¶³stica para o modelo local (2.10). Assim, temosqueosauto-
valoresdo modelo local satisfazema equa»c~ao caracter¶³stica para o modelo acoplado,
completando a demonstra»c~ao.

Em certoscasos,a migra»c~ao n~ao altera a estabilidadede W ¤. Entre estes,temos
o casoem que o processomigrat¶orio independe da estrutura et¶aria da popula»c~ao,
como¶e demonstradono teorema a seguir.

Teorema 3.3. Se ¹ i = c, i = 1; : : : ; N , o movimento migrat¶orio n~ao in°uencia na
estabilidadede W ¤.

Demonstra»c~ao. Neste caso,a equa»c~ao caracter¶³stica do modelo acopladotorna-se

(1 ¡ H )
NX

i =1

mi

Ã
(1 ¡ c) + ccos2¼j

n

¾

! i

= 1:
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Portanto, se¸ satisfaz a equa»c~ao caracter¶³stica (2.10) do modelo local, ent~ao

¾= ¸
µ

(1 ¡ c) + ccos
2¼j
n

¶

satisfaz µa equa»c~ao caracter¶³stica para o modelo acopladodescrita acima, para j =
0; : : : ; n ¡ 1. Como j((1 ¡ c) + ccos2¼j

n )j < 1, temos j¾j · j¸ j, ocorrendoa igualdade
(em m¶odulo e em sinal) quando j = 0.

A Instabilidade Causada pelo Mo vimen to Migrat¶orio

Figura 1: Teste de Jury aplicado a todas as poss¶³veis con¯gura»c~oespara as taxas
migrat¶orias em uma redecom 20 s¶³tios com popula»c~oeslocaisestruturadas em duas
classeset¶arias.

Por outro lado, a migra»c~ao pode, de fato, vir a desestabilizaruma redede popu-
la»c~oesdesacopladasest¶aveis seas taxas migrat¶orias forem fortemente relacionadas
com a idade dos indiv¶³duos. Para isto, vamos considerar um casoespec¶³¯co: uma
metapopula»c~ao formada por 20 s¶³tios, tal que em cada s¶³tio existe uma subpopu-
la»c~ao estruturada em duas classeset¶arias e aplicar o teste de Jury[3] ao polinômio
caracter¶³stico do sistema acoplado. O teste de Jury fornece condi»c~oesnecess¶arias
e su¯cientes sobre os coe¯cientes de um polinômio para que suas ra¶³zesestejam
dentro do disco unit¶ario, fornecendoportanto a regi~ao de estabilidade do sistema.
Na ¯gura 1, escolhemosparâmetrosda dinâmica local (m1 e H ) tais que o ponto de
equil¶³brio W ¤ ¶eassintoticamente est¶avel na auŝenciademigra»c~aoevariamosastaxas
migrat¶orias ¹ 1 e ¹ 2 . Para visualizar os resultados, pintamos cada ponto (¹ 1; ¹ 2)
do quadrado unit¶ario de acordo com o resultado do teste: branco representa esta-
bilidade, cinza representa instabilidade. Assim, as regi~oeshachuradas representam
instabilidades causadassomente pela dispers~ao. Nos testes realizados,observamos
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Figura 2: Teste de Jury aplicado a diversascon¯gura»c~oes para uma metapopu-
la»c~ao com duas classeset¶arias e 20 s¶³tios. As curvas em preto de¯nem a regi~ao
de estabilidade para o modelo local, delimitada por H = 0, H = 1 + 1

1¡ m 1
e

H = 1 + 1
2m 1 ¡ 1 .

que, µa medida queH cresce,a regi~ao de instabilidade do modelo acopladoaumenta.
Para H ¼ 4, temos a maior regi~ao de instabilidade causadapela migra»c~ao, como
pode ser observado na Figura 1. Na Figura 2, temos a regi~ao de estabilidade para
poss¶³veis con¯gura»c~oes no modelo acoplado, obtida atrav¶es da aplica»c~ao do teste
de Jury para diferentes valores de ¹ 1 e ¹ 2. Nesta ¯gura, diferenciamosa regi~ao
onde o sistema desacoplado¶e inst¶avel, para uma f¶acil identi¯ca»c~ao da regi~ao de
instabilidade gerada apenaspela migra»c~ao. As Figuras 2(a), 2(b) e 2(c) mostram
que a regi~ao de estabilidade ¶e reduzida gradualmente a regi~ao limite 0 < H < 2
µa medida que nos aproximamos de ¹ 1 = 1 e ¹ 2 = 0. O mesmo ocorre ao nos
aproximarmos de ¹ 1 = 0 e ¹ 2 = 1, como indicam as Figuras 2(d), 2(e) e 2(f). Na
verdade, isto ocorre independentemente do n¶umero de classesconsiderado: para
uma rede tal que ¹ 1 = 1 e ¹ i = 0 se i 6= 1, W ¤, temos

pj (¾) = ¾N ¡
¡
m1¾N ¡ 1 + ¢¢¢+ mN ¡ 1¾+ mN

¢
(1 ¡ H ) cos

2¼j
n

; (3.7)

portanto

pj (1) = 1 ¡ (1 ¡ H ) cos
2¼j
n

: (3.8)

Isto implica que, sen ¶e par, pn
2

(1) > 0 , H < 2. Como pj deve satisfazerpj (1) > 0
para todo j para que os autovaloresdo sistemasejammenoresque um em m¶odulo,
temosqueseH > 2 o sistema(sob ascon¯gura»c~oescitadas) apresenta instabilidade.
Este casorepresenta a situa»c~ao onde apenasos jovenspodem migrar. Para o caso
contr¶ario, onde todos os indiv¶³duos migram e apenasos mais jovens permanecem
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em seu s¶³tio de origem, o mesmo ocorre. Neste caso, temos ¹ 1 = 0 e ¹ i = 1,
i = 2; : : : ; N , W ¤ e os polinômios pj (¾) s~ao dadospor

pj (¾) = ¾N ¡ (1 ¡ H )

Ã

m1¾N ¡ 1 +
NX

i =2

mi ¾N ¡ i
µ

cos
2¼j
n

¶ i ¡ 1
!

: (3.9)

Assim,

(¡ 1)N pj (¡ 1) = 1¡ (¡ 1)N (1 ¡ H )

Ã

m1(¡ 1)N ¡ 1 +
NX

i =2

mi (¡ 1)N ¡ i
µ

cos
2¼j
n

¶ i ¡ 1
!

:

Assumindo n par temos que (¡ 1)N pn
2

(¡ 1) = 2 ¡ H e, portanto, (¡ 1)N pn
2

(¡ 1) >
0 , H < 2. Como, pelo teste de Jury, (¡ 1)N pj (¡ 1) > 0 ¶e condi»c~ao necess¶aria
para que n~ao ocorram autovaloresnegativos com m¶odulo maior que um, temos que
o sistema sob as con¯gura»c~oescitadas ¶e est¶avel se, e somente se, H < 2. Assim,
temos que a condi»c~ao para estabilidade 0 < H < 2 dada pelo Teorema 3.1 n~ao
pode ser melhorada semum conhecimento maior sobreo mecanismode migra»c~ao e
a rela»c~ao destecom a estrutura et¶aria da popula»c~ao.

Abstract In this work we obtain a discrete model for a metapopulation of a single
specieswith overlapping generations. We show that a migration mechanism which
depends only on age can not stabilize a previously unstable homogeneousequilib-
rium, but can driv e a stable uncoupled system to instabilit y, which characterizes
migration as a destabilizing mechanism.
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