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Resumo. Este trabalho visa a obtengdo da resposta impulso, ou funcao de Green
temporal para uma viga longa e fina descrita pela equagdo de Euler-Bernoulli sob
a influéncia de uma forga axial. Simulagbes para a fungdo de Green temporal sao
apresentadas para vigas fixas-livre, engastadas, e deslizante-apoiada.

1. O Modelo de Euler-Bernoulli

Este trabalho visa a derivacao de uma formulacao sistemética para a resposta livre
de um modelo elastico Euler-Bernoulli, que descreve a dinamica de uma viga, em ter-
mos da base temporal, gerada pela resposta impulso ou, fungao de Green no tempo
e a determinacao desta 1ltima de maneira espectral. Os modos flexurais do sistema
podem ser calculados com o uso da base classica de Euler ou, com a introducao de
uma base, chamada de base dinamica espacial, a qual é melhor condicionada di-
ante variacdo dos paramteros fisicos. Neste problema sao consideradas condigoes de
contorno genéricas. As simulagoes foram realizadas com auxilio do software Maple.

A viga em estudo estd sujeita ao efeito de uma forga paralela ao eixo horizontal,
além da forga lateral ja existente. A Figura 1 mostra o esquema de uma viga fixa-
livre de comprimento L, onde v(t,z) é o deslocamento transversal modificado por
uma forga axial N e f(t,z) é a for¢a externa ou carga. E assumido por simplicidade
que a forga axial é constante e que o equilibrio transversal nao é afetado pela forga
axial. Segundo a teoria de de Euler Bernoulli, a qual supde que o cisalhamento e a
inércia de rotagao sao desprezados e que as secgoes transversais planas permanecem
planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga apds o deslocamento, tem-se
o modelo

9%v 0*v 9%v
—+ FEF]l— + N—
m ot? + Ozt + 0x?

1Projeto UPF-RS. E-mail: giareta@pas.matrix.com.br
2 Auxilio FAPERGS. E-mail: julio@mat.ufrgs.br

= f(t,x), (1.1)
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Figura 1: Viga fixa livre sob agao da forca axial N

onde A é a drea transversal da viga, F o médulo de Young, I o momento de
inércia, N a forga axial, p a densidade linear. Este modelo é de natureza evolutiva,
exigindo duas condigoes iniciais, v(0, z) = vo(x) e v:(0, 2) = o(x) que representam o
deslocamento e velocidade iniciais da viga, respectivamente, e satisfazendo condigoes
de contorno espaciais, com derivadas até terceira ordem avaliadas em ambas extre-
midades da viga, X = 0 e em = = L, tais condigoes podem ser escritas na forma
genérica e matricial,
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2. Modos Flexurais

A equagao de Euler -Bernoulli pode ser escrita de forma compacta e, andloga a uma
equagao vibratéria conservativa, como

Mo+ Kv = f(t,z), (2.1)

onde M= mZ com Z o operador identidade e K é o operador diferencial linear
espacial de quarta ordem K = ET % + N j—;, atuando sob fungoes que satisfazem

as condigoes de contorno (1.2).
Vibracoes livres da forma oscilatéria v(t, )
—w

tX(r) existem quando X é
uma solu¢ao néo nula da equagao modal [K =0,

— eiw
MX isto é,

X(x) + ¢? X% (x) —a*X(z) =0, (2.2)
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sujeita a condices de contorno. Aqui, os coeficientes sdo dados por g2 = % e
2 . . . . ~
a* = “p7 - Pela propriedade de simetria dos operadores M e K, os modos de vibragao

satisfazem relagoes de ortogonalidade.

Escrevendo X (z) = ®c¢, onde ® denota uma base de solugodes [¢1 ¢ d3¢4], tem-
se o sistema Ac = 0, A = B®,l. Introduzindo a solugao fundamental h(x) que
satisfaz o problema de valor inicial

R (x) + g*h' (x) — a*h(z) = 0 (2.3)

com as condigbes iniciais h(0) = h'(0) = A”(0) = 0, ""(0) = 1, o conjunto
h,h', ", h'"" forma uma base de solucoes. Em termos espectrais,

dsenhexr — esendx
h(‘r) = 52 + 62 )

(2.4)

onde §% — €% = g2, 62 = ¢g?/2+/(g*/2 — a*). Pelos valores iniciais de h(x), observa-
se que o sistema Ac = 0 pode ser reduzido segundo as condigdes de contorno do
sistema, pois
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(2.5)

onde nas tultimas duas linhas é utilizada notagao tensorial, abreviacao para indicar
somatoria com variagao d o indice k=1:2. Deve ser observado que as condigoes
iniciais de h(x) independem dos pardmetros da equagdo, portanto a base dindmica
comporta-se melhor do que a base espectral classica formada em termos das raizes
da correspondente equacao carateristica.

3. A Resposta Livre Através da Funcao de Green
Temporal

Pelo método espectral de Fourier, a resposta livre da equagao do movimento da viga
(1.1) pode ser descrita na forma

v(t,z) = Z v () X (), (3.1)
n=1

onde X,,(z) sdo os modos e os v, (t) os coeficientes temporais.
Por substituicao na equagao homogénea e utilizando a ortogonalidade dos modos,
decorre que os coeficientes temporais vy, (t) satisfazem & equacao

U (t) 4+ w2v, () = 0. (3.2)
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Multiplicando-se ambos os lados da equagéo (3.2) no tempo 7 por h(t — 7) =
% e integrando-a por partes em 7 de 0 a ¢, obtém - se

sen(wyt)

U, (t) = cos(wy,t)v,(0) + o 0, (0). (3.3)
Subtituindo-se na série (3.1), decorre que
oita) = [ (2 . symun(s) + (. symin(9)ds, (3.4)
onde -
hlt.s) = Y (TS e 35)

n=1
é a solugcao dinamica do sistema distribuido, que para ¢ > 0 corresponde a resposta
impulso ou a fungdo de Green de valor inicial. Aqui, || X, || denota a norma integral
quadratica do modo X,,.
A férmula obtida para v(t,x), em termos da fungao de Green temporal, pode ser
escrita na forma compacta

dh

U:E[

mug] + h[may], (3.6)

onde h é abreviagao do operador dinamico

L
h(t)p(x) = /O h(t,, 5)6(s)ds. (3.7)

A introdugao deste operador permite obter uma estrita analogia com a solugao
de um sistema conservativo concentrado M9 + Kv = f(t). Os operadores h e h,
possuem como nucleos a funcao de Green e sua derivada temporal, e podem ser as-

% e cos(y/(M~'K)t que atuam sobre desloca-

mentos concentrados espacialmente. O céalculo, igual ao caso concentrado, pode ser
realizado através de métodos espectrais e nao espectrais. Devido a ortogonalidade
dos modos, decorre que para cada modo tem-se a relagao

sociados com as matrizes

h(t) X, = 2end) o

Wn
ou seja, sao sao autofungoes do operador h(t).
A seguir, sao apresentadas simulagbes para a fungdo de Green temporal para

uma vigas fixa apoiada, biapoiada e livre-livre em determinados instantes de tempo
devido a periodicidade.
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3.1. Viga Fixa Apoiada

Tem-se as condigoes de contorno v(t,0) = 0,v,(¢,0) = 0,0(t, L) = 0,v4,(¢, L) = 0.

(a) (b)

Figura 2: (a) Grafico 3D da fungéo de Green em t=3 (b) Linhas de contorno.

3.2. Viga Biapoiada

Tem-se as condi¢oes de contorno v(t,0) = 0,v,,(t,0) = 0,v(¢, L) = 0, v, (¢, L) = 0.

(a) (b)

Figura 3: (a) Gréfico 3D da fungao de Green em t=4.4 (b) Linhas de contorno.
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3.3. Viga Livre-Livre

Tem-se as condigbes de contorno v, (¢,0) = 0, Vg (£,0) = 0, v (t, L) = 0,
Vgaa (t, L) = 0.
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Figura 4: (a) Gréfico 3D da funcdo de Green em t=3 (b) Linhas de contorno.

4. Conclusoes

A equacéo que descreve o modelo de Euler-Bernoulli pode ser considerada de maneira
analoga a de um sistema conservativo concentrado em termos da resposta impulso,
ou funcao de Green temporal. Observa-se que a simetria da fungao de Green em
cada instante do tempo é decorréncia do fato de o problema modal ser simétrico
e que os padroes serem mantidos com o tempo é devido a periodicidade temporal.
A formulacao utilizada foi direta, evitando a reducao para um sistema de primeira

ordem, através do espaco de estado, com a qual é obscurecida a simetria do proble-
ma.
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