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Resumo. Neste trabalho serdo determinados os modos, as freqiiéncias naturais
e as respostas forcadas para vigas definidas pela equacdo de Euler Bernoulli com
propriedades descontinuas na segao transversal. Simulagoes foram realizadas com
vigas bissegmentadas e trissegmentadas.

1. Introducao

O objetivo deste trabalho é a determinacao das freqiiéncias e autofungoes ou modos
de vibragao de vigas segmentadas com descontinuidade nas propriedades da segao
transversal, modificadas pela agdo de uma forga que interage com os deslocamentos
laterais e onde a deformagao por cisalhamento e inércia de rotagdo sao despreza-
dos. Supoe-se que o equilibrio das seg¢Oes transversais planas nao é afetado pela
forca axial, sua direcdo nao muda, permanecendo plana e perpendicular ao eixo
longitudinal da viga apds o deslocamento. Sao consideradas vigas bissegmentadas e
trissegmentadas. Numa viga bissegmentada, a origem do eixo espacial do primeiro
segmento estd no extremo esquerdo da viga e a origem do segundo segmento esta
no extremo direito da viga. Condigoes de continuidade das grandezas fisicas sao
formuladas na posi¢ao de descontinuidade. As vigas trissegmentadas sao consider-
adas simetricamente descontinuas com relagao ao centro da viga e com condigoes
de contorno iguais, e diferentes. Vibracoes forcadas sao discutidas para diferentes
casos de condigoes de contorno cldssicas com e sem apoios nas discontinuidades. O
calculo dos modos ¢ realizado através de uma abordagem matricial. Para o calculo
da resposta forgada de uma carga harmonica utilizou-se o método espectral com o
software Maple.
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. uacao oda ara raco r

Adotando a viga dividida em duas partes, onde a origem do eixo espacial do primeiro
segmento encontra-se no extremo esquerdo da viga e do segundo no extremo direito.

O movimento oscilatério serd representado por 1 no primeiro segmento e por
P ™ -
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Figura 1
2 no segundo segmento.  descrito pelo modelo de uma viga uler-Bernoulli
2 1
2, 2
2 25— 9 g——— 0 2.2
Para vibragoes livres harmonicas no tempo e com distribuicao de amplitude espacial
em cada segmento ; , o ,tem-se as equagdes modais
2 2
1 111 1 0 22 2 2 0
onde ——. Assim,

1 se 1
2 se 1

Para o caso de vigas com uma posi¢ao de descontinuidade, a solu¢ao da equagao
linear homogénea para cada segmento da viga é dada por

1 111 21 2 1 1
2 12 1 22 2 2 2
onde 1 2 é uma base de solugoes do primeiro segmento e o
1 2 do segundo segmento. Condigoes de contorno genéricas afim de

incluir condigdes cldssicas e nao classicas podem ser escritas como

11 10 11 10 11 10 11 7 0 0
12 10 12 10 12 10 12 10 O
21 20 21 2 0 21 2 0 21 2 00
2 20 2 20 2 20 2 2 0 0
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As condigoes de continuidade do deslocamento, da rotagdo, do momento etor e da
forga de cisalhamento na posi¢do de descontinuidade da segdo transversal podem

ser escritas por 2 1 9 1 9 1
9 . No caso de um apoio no ponto de descontinuidade as condigoes de

continuidade podem ser expressas como 1 0 2 0 1
9 1 5 . As condigbes de contorno genéricas e as condigoes de
continuidade para a base de solugbes classicas ou solugoes dinamicas podem ser
escritas na forma matricial onde, . A matriz é a ma-

triz associada as condigoes de contorno da viga nos blocos superior e inferior e as
condigoes de continuidade no bloco no meio.

2.3
A matriz  é associada a base de solugoes e suas derivadas nas extremidades da
viga bem como a posicao de descontinuidade

1 0 2 0 0 0 0 0 0 0
1 0 5 0 0 0 0 0 0 0
;1 0 5 0 0 0 0 0 0 0
1 0 5 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0
1 9 0 0 0 0
1 9 0 0 0 0
1 9 0 0 0 0
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 1 9
0 0 0 0 1 9
0 0 0 0 1 9
0 0 0 0 10 20 0 0
0 0 0 0 1 0 50 0 0
0 0 0 0 1 0 5 0 0 0
0 0 0 0 1 0 9 0 0 0
i 2.
A equagao caracteristica de cada tipo de viga é obtido mediante det e 0s
modos, resolvendo-se o sistema de equagoes lineares .
A base espectral cldssica do primeiro segmento é ; sen 1 5 COS 1
senh 1 cosh | e a base espectral do segundo segmento é

1
sen o 9 COS o senh o cosh 5 ,onde 1 (711 1)



3 Frohlich e Ts

As vigas estudadas sdo da forma segim a Figura 2. As vigas deste tipo possuem

Figura 2

modos simétricos e anti-simétricos.

Pode-se determinar facilmente os modos anti-simétricos considerando a metade da
viga, em cujo extremo direito anulam-se o deslocamento e o momento etor, dando
origem a condi¢ao apoiada,

L 0 L0 0 50 ,0 0

Os modos simétricos calculam-se considerando a metade da viga, em cujo extremo
direito anulam-se a forca de cisalhamento e a rotagao, dando lugar a condigao
deslizante,

10 10 0 450 5 0 0

Nestes casos sao utilizados os resultados referentes as vigas bissegmentadas com
apoio no extremo direito, com ou sem apoio na descontinuidade.

Neste caso, é necessario introduzir trés funcoes de deslocamento. Na figura 3, é ap-

resentada, como exemplo, uma viga fixa-apoiada. Para vibragoes livres harmoénicas

no tempo e com distribuicao de amplitude espacial em cada segmento ; , o
tem-se as equagoes modais para

2

1 111 1 0
2

9 52 2 2 0
2
T11 0
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Figura 3
onde ——,parai 1,2. Asfungoes 1 e utilizam as fungoes de base
definidas anteriormente, e a funcao o utiliza as fungoes de base
Asfuncées | e utilizam as fungoes de base definidas anteriormente,

e a fungdo o utiliza as fungoes de base

Uma vez determinadas as fungoes 1 , o e , a solugao da
equagao modal é dada por

1 se 0
2 se 1 2.
1 se 1 1

e maneira genérica, as condi¢oes de contorno da viga trissegmentada podem
ser escritas na forma

11 10 11 10 11 10 1110 0 9
12 10 12 10 12 10 12 1 0 0

e
21 O 21 O 21 0 21 0 O 9
22 0 22 0 29 0 22 0 0 ’

As condigoes de continuidade das grandezas fisicas na posicao de descontinuidade
da secao transversal podem ser escritas, na primeira descontinuidade, como

1 20 0
0 0
1 2
2.
que origina a matriz

1 0 00 1 0 0 0
01 0 0 O 1 0 0
! 0010 0 0 0

00 0 1 O 0 0
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Para as condigoes de continuidade na segunda descontinuidade, temos

2 0
0
2 2.9
2 0
2 0
que origina a matriz
1 0 0 O 10 O 0
01 00 0 1 0 0
2 0010 0 0 0
0001 0 O O
ntao, formamos a matriz
!
! 2.10
2
L 2
onde _
) 11 11 11 11
| 12 12 12 12
e
) 21 21 21 21
22 22 22 22
Agora, formamos a matriz ~ como segue
10
1
20 2.11
2
1
10
sendo
1 2 1
1 ! 2 2.12
1 2
1 2 J
e -
1 2
2 1 2 2.13
1 2
1 2 J
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ntao, o sistema linear de equagdes a ser resolvido é

2.1
onde

é o vetor formado a partir das equagoes

No caso forgado, é considerada uma forga harmonica

~

na segao da viga, localizada no primeiro segmento de uma viga trissegmentada
simetricamente descontinua na segdo transversal. Assim,

9 0

Neste caso, pelo método de variagao de parametros de Lagrange , tem-se que a
resposta forcada com condigoes inciais nulas é dada por

[

é a solugao fundamental

Z . L 2.1

1

onde

ecorre que

2.1
[ G

A seguir, apresentamos resultados graficos para vigas bissegmentadas fixa-livre com

apoio na descontinuidade e trissegmentadas apoiada-livre com apoios nas descon-
tinuidades, para diferentes valores de
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Figura
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Figura
s . nthis or it ill be determined the modes, natural frequencies and

forced responses for beams defined b the Euler Bernoulli equation ith disconti
nuous properties in the transversal section.
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