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Resumo. Neste trabalho desenvolve-se um modelo matematico que descreve a
dindmica da reinfeccdo da rubéola e propde a vacinagdo como estratégia de controle
e/ou erradicagdo da doenga em uma comunidade. Com o objetivo de analisar
como a infecgdo ainda é mantida na populagdo, mesmo existindo um programa
de vacinagdo e revacinagdo em massa, é feita uma andlise qualitativa do modelo
determinando seus pontos de equilibrios e a estabilidade destes pontos.

1. Introducao

Com base em publicacoes de diferentes autores [1],[3],[4],[5], [6] sabe-se que a re-
infecgao da rubéola pode ocorrer mesmo quando existe imunidade adquirida pela
doenca ou imunidade induzida pela vacinagao. A reinfecgao pode ocorrer com ou
sem sintomas clinicos e, em qualquer uma destas situagoes, o nimero de casos
existentes pode ser suficiente para manter o virus circulando na comunidade. Assim,
a possibilidade da reinfeccao dos individuos que ja foram vacinados, ou adquiriram
imunidade pela doenga, pode ser o veiculo pelo qual o virus continua sendo trans-
mitido e mantido na populacao.

O esquema proposto pela maioria dos paises para a erradicacao da rubéola é
a imunizagao seletiva da populagao, através da vacinagao em criangas entre 12 e
15 meses de idade, com a vacina triplice MMR (sarampo, caxumba e rubéola).
Uma dose tnica da vacina MMR induz a formagao de anticorpos contra os trés
virus ao menos em 95% dos suscetiveis vacinados. Entretanto, existem evidéncias
do reaparecimento da rubéola em adultos que foram vacinados de acordo com este
esquema e, por esta razao, recomenda-se uma segunda dose entre 3 a 6 anos de idade
ou, entao, na adolescéncia. E importante que todos os adolescentes sejam imunes a
rubéola, em especial as mulheres que queiram engravidar. A rubéola é geralmente
uma doenga benigna, mas muito perigosa em mulheres gravidas pois o virus pode
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afetar severamente o feto, caracterizando a Sindrome da Rubéola Congénita (SRC)
que causa, entre outros, retardo mental, catarata, surdez e problema cardiovascular.

H4 poucos anos, a reinfeccao era negligenciada pelas autoridades da saide de
todo o mundo mesmo havendo demonstragao de que este fendmeno estava ocor-
rendo. Nao existia uma instrugao clara para a revacinagao de tempos em tempos,
a ndo ser a vacinacdo na infancia. Assim, para avaliar o impacto da reinfec¢do da
rubéola em uma populagao imunizada pela vacinagao, verificava-se a transmissao
do virus em individuos imunes e o potencial de risco para uma epidemia ocorrer,
sem distinguir a prima infeccao das outras infecgoes. Entretanto, como atualmente
ja existe uma preocupagao com a reinfeccao, e alguns paises também ja estao pro-
pondo a revacinagdo com o objetivo de complementar a imunizagao, o propdsito
deste trabalho é formular um modelo no qual a distingdo entre a prima infeccao
e a reinfecgao sera considerada. Assim, a suposi¢ao da vacinagao ser aplicada em
uma unica dose sera substituida pelo esquema de vacinagao com reforgo. Com esta
modificagao, e com novas hipdteses, a dindmica do modelo é descrita por sistema de
equagoes diferenciais ordindrias. Com o objetivo de analisar como a infecgdo ainda
é mantida na populagao, mesmo existindo um programa de vacinagao e revacinagao
em massa para controle ou erradicacao da doenca, sera feita a andlise qualitativa
do modelo determinando seus pontos de equilibrios e a estabilidade destes pontos.

2. Dinamica da transmissao da rubéola

O modelo deterministico, que descreve a dinamica da transmissao da rubéola, con-
sidera uma populagao total N(¢) dividida em seis subpopulagdes. Assume-se que
a populacdo total é suficientemente grande para que cada uma das subpopulagoes
possa ser considerada como uma variavel continua, e todos os parametros do modelo
sao positivos. O modelo com dinamica vital apresenta taxa de mortalidade natural
dada por p e um fluxo de entrada plV, positivo e constante, no compartimento de
individuos suscetiveis. Esses individuos tornam-se infecciosos pela “Lei da Agao das
Massas em Epidemiologia” (LAME), ou seja, a taxa na qual os individuos suscetiveis
tornam-se infecciosos é proporcional ao nimero de encontros entre os suscetiveis e
infectados [2]. Define-se (1, a taxa de transmissao da doenga na prima infeccao e,
B2, na reinfeccio. Os individuos recuperam-se a uma taxa -, isto é, v~ é o periodo
de tempo no qual os individuos permanecem infecciosos, e perdem a imunidade a
uma taxa p, isto é, p~! é o perfodo de tempo no qual os individuos permanecem
imunes a doenca.

Dentro deste contexto populacional, a dinamica da transmissao da doenga pode
ser descrita. Individuos suscetiveis (S) a infecgao, ou tornam-se infecciosos (I) e
recuperam-se a uma taxa -y (caracterizando a prima infeccéo) ou sao vacinados (V)
a uma taxa v1. Os individuos vacinados (V'), perdendo a imunidade a uma taxa py,
retornam para uma classe especial de suscetiveis (S’), diferente da primeira, pois j&
tiveram um contato com o virus atenuado da doenga através da vacina. Nesta classe,
os individuos suscetiveis tornam-se infecciosos (I') e recuperam-se a uma taxa =.
Os individuos recuperados ou resistentes a infecgdo (R) podem também perder a
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imunidade a uma taxa ps, tornando-se novamente suscetiveis a infecgao (S’). Os
suscetiveis (S”) podem ser revacinados a uma taxa vz ou entao tornam-se infecciosos
(caracterizando a reinfeccao que é responsavel pela circulagao e manutencdo do virus
na populacdo) e recuperam-se a uma taxa 7. A suposigao bésica deste estudo é que a
populagao de vacinados (V') sdo aqueles individuos que, embora possuam o registro
de vacina na carteira de vacinacao, podem perder a imunidade induzida por ela.
Por esta razao, considera-se um esquema de vacinagao com reforco através do qual
os individuos sao vacinados, com ou sem registro e de forma indiscriminada, para
imunizar os individuos suscetiveis (S”).

Com base nestas suposicoes, a dinamica do modelo pode ser descrita por um
sistema de equagoes diferenciais ordinérias lineares. Como é mais conveniente escr-
ever as equagoes em termos de fraces de individuos em cada classe, a dinamica do
modelo serd descrita através do seguinte sistema normalizado:

L = p—(m+pS—-mSUI+T)
O = nS—(pm+pV+us
b — BT+ T) — (v +p)]
/ (2.1)
@ = pV+pR—(rn+p)S =65 (I+1)
B = AU +I) = (p2+ R
@ = RS+~ (+pl,

onde N(t) = S{t) + V() +I(t)+ S (t)+ R(t)+I'(t) = 1.

3. Analise do modelo

Com o prop¢sito de identificar se a implantagao de uma segunda dose de vacina
(v2) é um fator que contribui para o controle e a erradicagao da rubéola e que, por-
tanto, deve ser adotada como estratégia em uma comunidade, a andlise do modelo
(2.1) consiste em determinar seus pontos de equilibrio e verificar suas condigdes de
existéncia bioldgica e de estabilidade.

Inicialmente, é conveniente esclarecer que a estratégia de erradicagao proposta
pelo modelo (2.1), resultando no equilibrio trivial, é o esquema de vacina¢do com
dose dupla ou vacinag¢ao com refor¢o: v1 # 0 evy # 0. Assim, a primeira dose
é aplicada nas criancas que nao possuem o registro na carteira de vacinacao, e a
segunda, de forma indiscriminada, nos adolescentes. Na seqiliéncia, serao consider-
ados outros dois subcasos do equilibrio trivial: a populagao é livre da doenca e sem
controle, dado por (r; =0 e vo = 0) e a populagdo é vacinada, mas com dose dnica
(rn #0e vy =0).
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3.1. Estratégia de erradicagao

Esquema de vacinag¢ao com duas doses ou vacinagao com reforgo. O sistema (2.1)

tem sempre o equilibrio livre da doenca, P¥ = (S*,V* I* S™ R* I'*)
(S0, V0,0, 5, 0,0), biologicamente vidvel (todas as coordenadas positivas) dado por
_ ©
S = ww
1 vip piviv2
Vo (p1+1) [(u1+u) + (vi+p)(v2+p1+p) (3.2)
/ — V1p1
S0 = A eraTa)

Pela andlise dos autovalores do polindmio caracteristico associado a matriz ja-
cobiana do sistema (2.1), o equilibrio trivial (3.2) ¢é estdavel quando

+ Bav1p1 < 1. (33)

Bip
(v+p)(v1+p) (v+p) (v1+p) (v2+p1+p)

Da condigéo (3.3), definindo-se

Rl B 8e = () (v1+p) e
R: — B; c _ Q¢ #(Z2+P1+#) (34)
v = B B =01 == o
tem-se que o ponto de equilibrio trivial (3.2) é estavel se, e somente se,
RL4+R2 < 1. (3.5)

Portanto, a condicdo (3.5) é satisfeita quando R} e R?2 sdo, simultaneamente,
menores que um e que somem menos que 1. Para isso, da equagao (3.4) observa-se
que se o esforco vacinal v for grande, entdo 3¢ tende para o infinito e R tende
para zero. Ainda, mantendo v; grande, 35 tende para o infinito somente se o esforco
vacinal v também for grande, enquanto que R? tende para zero. Mais tarde,
a condicdo (3.5) serd analisada de forma diferente. Define-se o valor critico de
vacinagao v como funcio de vy e avalia-se qual deve ser o esforco vacinal adotado
para se atingir o controle e erradicagao da doenca.

Esquema sem vacinagdo. Fazendo v = 0 e v = 0 no sistema (2.1), entao o novo
equilibrio trivial biologicamente vidvel, serd dado por P} = (S*, V* I* S™ R* I'*) =
(1,0,0,0,0,0), e é estavel se, e somente se,

Ro = I 1, (3.6)
(v + 1)
isto é, se nao existe vacinagao, a erradicacao da doenga é possivel somente se a razao
de reprodutibilidade basal, Rg, for menor que um. Para Ry > 1, a doenga pode ser
controlada e erradicada pela vacina, como mostra a equagao (3.3).

Esquema de vacinacdo com dose unica ou sem reforco. Fazendo vy # 0 e vy =0
no sistema (2.1) o novo equilibrio trivial, biologicamente vidvel, é dado por P,, =
(S*,v* 1*,8* R* I") = (S,,,V,,,0,5, ,0,0), com

[Z8)

S = £
"1 (v1+p) .
Vi
Vi, (p1+p)(vit+p) (3.7)
A vip1 )
vi (v1+p)(p1+p)
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O ponto (3.7) é estdvel se, e somente se,

1 2
Ry, + Ry, <1, (3.8)
com () (1+0)
c + vi+p
R’llil = %7 ﬁ] = HH : e (3 9)
R2 — B2 Bs = B¢ plp1+p) ’
vi T ps? 271 i 0

o€ R2 | sdo, simultaneamente, menores

ou seja, a equagdo (3.8) é satisfeita quando R
que um e que somem menos que 1.

Desde que a equagao (3.9) depende do valor de vy, pode-se rearranji-la em
termos de Ry, e obter v/ tal que para v; < v{ tem-se R, + R%l <1

Assim, da igualdade da equacdo (3.8), obtém-se o valor critico de vacinacio v{’

dado por

v = nRo=1) (3.10)

1— |: B2p1 ]
(v+u)(pr1+p)

Como Ry > 1, entdo v > 0 se, e somente se,

B2 < B5 = w. (3.11)

Da equacdo (3.11), se p; — 00, entdo 55 = (y+u) e, se p; — 0, entdo B — oo.
Desta forma, conclui-se que a vacinacao em dose tnica sé erradica a doenga se
a reinfeccao for fraca (ﬁg < 8§ ) Se a reinfecgao for forte (62 > B¢ ), entao ha
necessidade de uma outra forma de controlar a doenca, pois a dose tnica por si s6
nao consegue erradicar.

Além disso, da equagcao (3.10), também pode-se concluir que a vacinagao em dose
tnica erradica a doenga se o esforgo vacinal v1 for maior que o seu valor critico, isto
é, v; > v{. Caso contririo, a doenca ¢ mantida na comunidade em niveis baixo.
Biologicamente, v{’ é o esforco vacinal minimo necessério para diminuir o valor de
Ro para um, e, conseqiientemente, o valor de Ril, tornando possivel o controle e a
erradicagao da doencga na comunidade.

Se niio existe perda de imunidade pela vacina (p; = 0), entdo v& = pu(Ro — 1)
representa o esforco vacinal minimo para baixar R para valor um, controlando e
erradicando a doenca na comunidade para v; > v, E 0 modelo SEIR, onde E é a
classe dos individuos expostos ou, o modelo SIR.

A importancia da vacina em dose dupla é mostrada pela equagao (3.10), pois
para (o > B¢, a estratégia de dose tinica falha. Quando é adotado o esquema
com reforgo para a erradicagdo (v; # 0 e vg # 0), deve-se observar a condicao de
estabilidade (3.5). Desta condic¢ao, obtém-se o esforgo vacinal critico dependente de
v9 dado por

V(o) = — H Rzl (3.12)

1 — Bap1
(v+1) (pr+ve+u)
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Observe que v (v3), definido como funcdo de vy, é positivo se e somente se

By < B () = (v+m) (p,011+ Va +u)’ (3.13)

pois Ro > 1. Se p; — oo, entdo 3% (vg) = (v +u) e, se p; — 0, entdo 3% () —
Observe que a equacio (3.10) vem de (3.12), com v = 0. Assim, 1% (0)
Ainda, a equagdo (3.11) vem de (3.13), com v, =0 e 39(0) = 3¢
Anélogo ao caso anterior, tomando-se a equagdo (3.12), pode-se concluir que, se
o esforco vacinal for menor que o seu valor critico, v; < v%(v2), entdo a doenca

00.
c
Iz

se mantém na comunidade. Caso contrario, isto é, se v, > v© (v2), o controle e
a erradicagdo podem ser alcangados na comunidade. Da equagdo (3.12) observa-
se que como VC<V2) decresce com o aumento de vy, o esfor¢co v diminui. Dessa
forma, o valor de R? também diminui. Assim, o controle e a erradicacio da doenga
na comunidade sdo alcancados. Da equacao (3.13), se a reinfecgdo for forte (2
crescente) a condicdo de erradiagdo sempre é satisfeita se aumentar proporcional-
mente v5. Logo, o esquema de dose dupla nao sé permite a erradicacao da doenca,
mas contrabalanga a perda de imunidade dada por p;.

3.2. Estratégias de controle

Resta agora mostrar que, se ndo for possivel erradicar a rubéola mesmo quando se
adota o esquema de vacinagdo com reforgo (11 #0 e 1o # 0), entdo existe um
nivel endémico para a doenca, representado pelo ponto de equilibrio nao trivial,
Pr = (S5 Vr 15,5 R, 1), Assim, do sistema (2.1), tem-se as coordenadas para
P}, obtidas de

p—(+ S —(y+pll =0

nS; + 128 — (p1+ )V =0

PrSE(IE+ 1) — (v + p)IE =0

p1VE + paRE — (v2 + 1) Sg — (v + )1 =0

Y2+ 1) = (p2 + p)R; =0

o8I L7+ 107) = (3 + )17 = 0.

Pode-se de imediato determinar as seguintes coordenadas para o equilibrio nao
trivial, PJ,

(3.14)

x _ p=(pt) I
S = B

SS’V"lJ—:M)S'*

x _ V1o, TV20,

Ve - ((P1+M)) (315)
x 7 I§+Ié*

Re = (p2+p)

enquanto que as outras coordenadas sao determinadas através das seguintes equagoes

(n+7) I+ {*M + )t () 4 ) fé*] I} —pl =0

SI*I/* o [(M;"Y):| I 4 S/*I* =0 (316)
(& € P e € €

PV + paRE — (va + ) ST — (v + )1 = 0.
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Substituindo-se os valores das coordenadas, dadas por (3.15), na terceira equagao
de (3.16), determina-se o valor de S.* como funcao de I} e I/*,

+ p1) PV
S = (p { +k11;—k21g*} 3.17
WGt e+ p0) et ) (o v ) (3.17)

com
ky — ez pva(pty)
L= Tutr) — (atpn)(utr)

— p(ptpaty)
ke = (k+p2)
Resta agora analisar os valores de I} e de I* que satisfacam ao sistema (3.14).
Agrupando-se adequadamente os termos da primeira equacao de (3.16), obtém-se a
seguinte equacao para I,

1 (rt+7) 1
g pp—_ {—+ I —1| I — I = 0. 3.18
) (k+7) LR, p (1 +7) (3.18)
Tomando ( )
1 Wty
Py = P { N I,*_l}
) (L+7) LR, pooe

e supondo-se que I’ > 0, entdo a equagdo quadratica (3.18) tem um tnico valor
positivo para I*, independente do valor de F(I*).

Por outro lado, se I'* = 0, entdo, da equagao (3.18), tem-se dois casos: I =0
el; #0.

Caso 1: Se I¥ =0 e I* =0, entdo, da equagao (3.17),

= le > 0.

© ()t tp)

Este caso, analisado anteriormente, corresponde ao equilibrio trivial dado por
P, = (S*,V* 1,8 R*, I"™) = (S,,,V,,,,0,5,,,0,0) com as coordenadas definidas
por (3.7).

Caso 2: Se I} #0e I* =0, entdo

. t 1 ]
I = 11— —
(u+7){ Ry,

serd biologicamente vidvel, ou seja, IF > 0 < RL > 1.
Assim, quando I* > 0e I* =0,

S — (n+p1) { P2y [1 _ L] + piviph L}
e w(ptrvetpr) | (pt+p2)(pt+7) RY, (ptp1)(ntv1) Ry,

eSFr>0 R > 1.
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Entretanto, tem-se que este novo ponto de equilibrio nao trivial dado por P; =
(S*,V* I*,5™, R*,0) nao é vidvel, pois para I'* =0 e I} > 0,5 > 0 nao satisfaz
a segunda equagao de (3.16).

Por fim, substituindo-se o valor da equagao (3.17) na segunda equagéo de (3.16),
a seguinte equagao quadratica para I* é obtida

+7) (1 + p1)
ks (I%)? k —L I — T ET*=0 3.19
3(e)+|:4 62 e M(M+V2+P1) e ) ( )
onde

ko = {ute1)(utpaty)

3 (p+p1+v2)(ptp2)
— (p+p1) 1V *
ks = vt {(u+51p)(u+vl) + (K1 + K2) Ie}
ks = GregGae L

Analogamente ao caso anterior, definindo

Bty
G(B2) = ks — ( ),
B2
observa-se que existe um tnico valor positivo para I, independente do valor de

G(B2).
Além disso, se IF = 0, entdo, da equacdo quadrdtica (3.19), tem-se novamente
dois casos: I* =0e I[* #0.

Caso 1: Para I/ =0 e I'* =0, j4 foi analisado para a equacao quadrética (3.18).

Caso 2: Para I =0, entéo

e (prprtre)(ptp2)(pty) 2
I = (p+p1) (pt+vy+p2) B2 {Rv 1}

sera biologicamente vidvel (I > 0) se, e somente se, R2 > 1. Observando que, da
equagdo quadratica para I, tem-se que

—H I/* _

(w+7)°

conclui-se que este caso também nao e viavel.

Assim, para o sistema (2.1), se existe um ponto de equilibrio néo trivial e bio-
logicamente vidvel P = (S¥, V¥, I¥, S, R, I/*), entdo ele é dnico.

Sob o aspecto biolégico isto significa que, quando se adota o esquema de vacinagao
em duas doses e nao se alcanca a erradicagao da doenga, entao pode-se controlar
0 aumento no numero de casos da doenga, evitando-se assim um surto epidémico.
Assim, se a condicdo (3.5) ndo é satisfeita e a soma dos valores para R} e para R?2

é maior que um, existe um tnico nivel endémico para a doencga na comunidade.

)



Um Modelo Matematico da Reinfeccao da Rubéola 375

4. Conclusao

A proposta deste trabalho foi desenvolver um modelo para descrever a dinamica da
transmissao da rubéola quando se adota duas doses da vacina como estratégia de
erradicacao ou controle: uma, o MMR (sarampo, cachumba e rubéola) em criancas
que nao possuem registro na carteira de vacinagao, a outra, de forma indiscriminada,
na adolescéncia.

Através do estudo analitico do modelo foi possivel concluir que, existindo vacina-
¢ao, a doenga pode ser erradicada mesmo quando a razao de reprodutibilidade
basal for Ry > 1. No caso de existir apenas uma tunica dose vacinal, entdo para a
erradicacao ser alcancada é necessario que o esforco vacinal seja maior que o seu
valor critico v, e a reinfeccio seja fraca (/32).

Por outro lado, se o esquema de vacinagao com reforgo ou com duas doses
é adotado, entao a erradicacao é sempre possivel ainda quando o esforgo vacinal
relativo a primeira dose for pequeno. Para isso, é suficiente aumentar o esforgo
vacinal na segunda dose. Vale ressaltar o cuidado que se deve ter neste caso para
se atingir o objetivo de controle e erradicacao: para diminuir o esforgo vy, quanto
deve-se aumentar o esforco na segunda dose? E necessério avaliar a diminuicao e o
aumento dos esforgos para que nao sejam feitos esforcos a menos na primeira dose
e esforgos exagerados na segunda.

Além disso, mostrou-se que existe um tnico equilibrio néo trivial, que é biologi-
camente viavel, quando R} ,>1le R2? , > 1. Ou seja, se o controle e a erradicagao
nao forem alcancados, ainda assim pode ser possivel evitar uma epidemia quando
se adota como estratégia o esquema de vacinagao com reforgo.

E, muito embora o modelo tenha sido bastante simples sob o ponto de vista
matematico, o resultado epidemiolégico mostrou que um modelo matemético pode
ser um instrumento importante para fornecer subsidios quanto a mecanismos de
controle de doengas na comunidade.

Abstract. In this paper a mathematical model to describe the dynamics of rubella
infection is proposed. The model deals with the assumption that two vaccination
schedules are applied into community. The analytical study of the model shows that
this kind of control strategy can eradicate the rubella in a community depending
on the vaccination programme.
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