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Resumo . Neste trabalho calculam-se os fatores de intensidade de tensao de um
trinca interna elptica-hipertolica homofocal. Tal problema foi investigadoa luz

dos conceitos da teoria da elasticidade e da mecénica da fratura atraes da aralise

complexa onde a transformacao conforme (a trinca foi transformada em um ciclo
unieirio) e a integral de valor principal de Cauchy sao envolvidas. Os r esultados
foram comparados com outros g obtidos numericamente. As brmulas encontr adas
por este trabalho podem ser utilizadas como referéncias para deterninar rapida-

mente os fatores de intensidade de tensao das trincas emitidas de umalipse ou um
ciclo.

1. Introdwcao

A existéncia de trincas em uma estrutura sempree uma ameacaa sua segurarca
pois sua resisténcia diminui com a propagecao destas trincas. J a propaga&ao ou
nao das trincas depende do campo de tensees ao redor de sua ponta, ou, ainda
melhor, dos fatores de intensidade de tensees.

Nos problemas de propagacao de trincas pode-se estudar trés aspectos: se ha ou
nao propagecao e, no caso de haver, qual a direcao e quantidade propagada. Todos
envolvem diretamente os fatores de intensidade de tensees. Neste caso est sendo
estudado o primeiro aspecto.

Os fatores de intensidade de tensees de muitas trincas originadas de geometria
simples, como por exemplo, linhas retas, retangulares, circulares e elpticas com
rami cacoes lineares conjugadas a foram estudadas numericamente [5]. No presgn
trabalho sao calculados os fatores de intensidade de tensao de uma trinca elptica
hiperolica homofocal (Figura 1) pois a trincas deste tipo aparecem comumente em
materiais geobgicos como rochas e solos.

Este problema foi investigado analiticamente atrawes da teoria da elasttidade,
da mecéanica da fratura [1] e da aralise complexa envolvendo transformacao con-
forme e a integral de valor principal de Cauchy.
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Figura 1: Trinca elptica-hiperlolica homofocal sujeitaa tensees.

2. Apresentacao do Problema

A trinca em questao esh sujeita a tensao normap e de cisalhamento no contorno
da elipse eas tensees normais remotgs e p,,onde p; e direcionada pelo &ngulo
formado entre ela e o eixx positivo (Figura 1). A elpse simula um poro numa rocha
subterrdnea e a rami cacao hiperlolica conjugada representa as trincas originads.
da elpse. Os pontoszi, z,, Z3 €24 SA0 0S pontos de intersecao das trincas e 0 ponto
Zoe a extremidade da trinca. Na verdadez; e z4 (e z; e z3) sao apenas 0s pontos
dobrados de um mesmo ponto. Objetiva-se encontrar os fatores de intensidade de
tensao emzy, que determinam se a trinca propaga.

Muskhelishvili [2] expressa os componentes de tensees, yy € xy em termos
das furcees analticas complexas 1(z) e 1(2)

w Yy =20 1@+ 1)

wo o F20 y =2[2 @)+ 1)

A condcao de contornoe

fC)="20)+ " 10)+ 1();
onde e o ponto acima do contorno. A integral

Zg

f=i (Xn +1iY,)dS+ const=i(X + iY )+ const
A

representa a resultante complexa (X,Y) das tensees do arco AB do contorno. Se este
arco submete-seas tensees cisalhante e pressag(tensao normal), entao, tem-se
ainda de Timoshenko [6] que

XndS=[ cosh;y) pcosh;x)]dS= dx pdy;

iYndS = i[ cosf;x) pcosh;y)]dS=i(dy + pdx);
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Figura 2: Transformacao conformez ! w( ).

sendo cos; x) = g—é e cosf;y) = g—g Assim,
z B
f=i ( +ip)dz+ const=i( +ip)(zs za)+ const
A
ou
f =iN(zg za)+ const; (2.1)
ondeN = + ip. Se nao ha nenhum tipo de tensao no contorno, ou as tensees se

equilibram estaticamente no contorno, entao

X =Y=0: (2.2)

3. Transformacao Conforme

Para facilitar a obtercao da soluwcao do problema de nida no domnio (z) que tem
um contorno complicado, e vantajoso transformar o domnio fsico z para outro
domnio (notando por ) que tem seu contorno relativamente simples. Denotamos
esta transformacao por

z=w():

A Figura 2 mostra a transformacao do contorno complicado do problema fs¢o para
um ciclo unitrio. A transformacao matenaticae

r

2
= = — + lA A - + 1)2 1 A1
z=w() 4( AL Az 42( ) ; (3.1)
onde
A1 = acos g+ ibsin ;

Ao = bcos ¢ + iasin g;

sendo = e' 2 S ,aebos comprimentos dos meios eixos da elpse, 0 angulo
aproximativo da rami cacao hipertolica, e o 0s parametros que envolvem 0s
comprimentos da higerbole e cos o = 2 (Figura 3). Essa transformacaoe conforme.

De Timoshenko admite-se que (3.1) pode ser escrita como uma expressao de Laurent.
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Figura 3: Plano .

Portanto,

C C
z=R +CO+—1+—22+ =R + wg();

ondeR = 4 (A1 + Az) e wp( )e analticaem S .

4. Furcao de Tensoees

De [2] sabe-se que as furcees analticas do campo de tensees sao expressas po

X +iY

"1(2)="()= R m'n + ' o( );
@= ()= R+ P n + o
Aplicando a condcao de contorno (2.2), tem-se
"1(z2)=" ()= R +"o(); (4.1)
1= ()= R+ of); (4.2)

com as furcees analticas' o( ) 2 S e o( ) 2 S representadas em sries da
forma

p3
"o( )= an "
n=1
o( )= (O (4.3)
n=1
com ' o(1) = o(l) = 0 e as constantes complexas = %(pl +p)e 0=
l(p1 p2)e 2 °. Ainda de Muskhelishvili, tem-se as condcees de contorno
2
w -
O 2y = (4.4)

wq )
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7, W) g =
' + : + = f; 4.5
() W) ()+ () (4.5)
onde =€ 2 (extremidade da trinca no ciclo unitrio). Multiplicando (4.4) e
(4.5) por ﬁ e integrando no contorno , encontra-se
Z Z — zZ —— z
1 '0) 1 w()' %) 1 (), _ 1 fo.
T d+2i W) d+2i d = 5 d; (4.6)
Z zZ —— Z Z -

1 '0) 17 w)' %) 1 (), _ 1 Fo
o —d +ﬁ ) d+ﬁ —d =57 ——d: (4.7)
De (3.1), temos

q
Al o(+ 12 1+ l2(+ 1
w()= ;0 ) ——a= : SNCE)
z(+ 121
— 1)2 Az 1
. _ A 4—2( + ) 1+ -22( + )
wi)= 21 9 : (4.9)
4_22( + 12 1
Em = 1 ocorre que (4.8) e (4.9) sao anuladas. Desta forma, encontra-se a
singularidade na equacao (4.6). Se supormos que a furcao referente
" #
— 12 1
F()= 0(:) )+ (1) 2 2
satisfaz a condcao de Helder[2] paral = 1, entao, pela aplicacao do conceito da

integral de valor principal de Cauchy[2], pode-se alterar o caminho da integrapara
c1, consistindo pelo caminho fechadoxc; ,c;+ € 0 menos os dois arcos pequenos

em torno dos pontos = 1, ondec; e ci+ SA0 0S meio ciclos centrados nos
= 1 respectivamente com o raia(r ! 0) em S* (Figura 4(a)). Assim tem-se
z z — Z —
1 ' 1 1
ERNNEFI S L O e PRI
2i L 21 wo( ) 2| o
z # z
im = WOy ¢y 4= F g
U020 o w( ) ©2i

Exceto a integral entre colchetes, as outras sao integrais convencionaisode-se
provar que a integral entre colchétese zero quando nao ta tensees nas superés
perto da ponta da trinca [4]. Por isso simpli ca-se (4.10) como segue:

e Z<_°<_ B S © P S S
2] 21 o W) 2i o 2] '
(4.11)
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Figura 4: Plano

Da mesma forma pode-se alterar o caminho da integral da equacao (4.7) para
Cy, consistindo no caminho fechadoc, ,c,. € 0 menos os dois arcos pequenos em

torno dos pontos = 1, ondec, e+ sao 0s semi-ciclos centrados nos= 1
respectivamente com raior(r !  0) emS (Figura 4(b)). Assim tem-se
zZ — zZ — z zZz -
1 () 1 w( )" %) 1 (), _ 1 f.
- —d +—-— ——F—d +—-— —d =-— ——d:
2i o, 2i o, wY ) 2i 2i
(4.12)
De acordo com (4.1) e (4.2), (4.11) e (4.12) podem ser escritas nas forma
Z A Z
' "0
2i - 2i CZWO( ) 2i
-1 f_d 1 fo d:
2 2i ’
z zZ — z
1 ' 1 9 1
2i 21 o, wY ) 2i
z - AR
-1 f d 1 fo d:
2] 2i ’

comfo= R +_R%+ R :
De (4.3) sabe-se que o( )e analtica forado e’ (1) = 0. Entao, tem-se,
segundo as brmulas da integral de Cauchy,
z
1 L}
°Ug = o() "ot)=" ol ):

2i
Sabe-se ainda qu%v‘“%' 9( )e o valor de contorno da furcao analtica V‘C’o(( )) ")
em S*. Portanto, de Cauchy obem-se

z
1
2i

wO) 80y o

C1 WO( )
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7 —
1 o )y _q.
TN d =0:
Assim (4.13) pode ser escrita da maneira
. 1 R —
o( )= Fll R, @RIj Rlg; (4.15)
onde 4 4
= dii,= b 4
1= ’ 2 = 2| o ’
Z
ly= = 1 o gri,=s WO A o 2s
2i 4 ( ) 20 ¢, w9 )

Da equacao (4.15) determina-sé o( ) que, levado at (4.14), permite o @lculo
de o( ) atrawes das brmulas de Cauchy. Em conseqeéncia, pode-se obter o campo
de tensees e do deslocamento. No entanto, o objetivo est no alculo dos faes de
intensidade de tensao e nao nas furcees ora relatadas.

Assim, novamente das brmulas de Cauchy, obem-se

o 1 . dlg _ )
I,=0; Iz= = ) |!Im1d—— 1;
A+ Al . dl A+ A
AL+ A, 11 d AL+ A,

Para o @lculo de I; deve-se considerar o carregamento no contorno da elpse
(Figura 4). Considerando (2.1) e sub-dividindof de forma quef = f;+f,+f3+f4
para os respectivos trechos tem-se

Z z

fi=IN dz+ iNz4 = INz; Z 2 trecho z473;
Z4

4
f2: iN

Z3

dz+ iNz, = iINz3=iNzy; z 2 trecho z32;;

Z4
fz = iNz; Z 2 trecho z,z4;

fa=iNzq; Z 2 trecho z424;
em quez; = z4 € Z, = z3. Desta forma,

2 w( ) Z .y 2.y
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Resolvendo (4.16) chega-se em lim ‘g—l = ATlLO( 2 o 2cot g)+2zicsc o:

Assim, (4.13) assume a forma
. d N  Aqi .
! = - = +
|!Im1 5 o() > K ( 29 2cot g)+2zicsc (4.17)
TR+ RALY Az
AL+ A

5. Fatores de Intensidade de Tensao

De Newman [3] tem-se que os fatores de intensidade de tensao dos modos | e t sa
determinados por

K, Ky = Ii'mlpw() w(1)'0(—)2p7 (5.1)

wo( )
Mas, de (4.1)," ()= R+"'9J(), entao (5.1) ca

p
p2_ w( ) w(l)

. o ' 0 7
K, Ky = ||Im12 WO( ) [ R+ (] (5.2)
Calculando, temos
s "
i PO w@ ~ KT Kk
] wo( ) 2001 1 K2+ Ay
p__
Levando (4.17) em (5.2) tem-se, para tang = 1k K2 ez, = X+ iy,
S —pﬁ
K, Ky =2 T[(BgCOS o+ Cssin o) i(Cszcos ¢ Bssin o)l
0

Assim, os fatores de intensidade de tensao sao obtidos por
r

K, =2 r—tan o(B3zcos o+ Cszsin g); (5.3)
0
r
Ky =2 r—tan 0o(Cscos ¢ Bgsin o); (5.4)
0
9—p— —— )
onderg= (a 1 k2+Db2co? o+(b 1 k2+ a)?sin® ¢,
p__
0= iarctan gp%tan 0,

B1= bsin o( 2 2cot g) 2y;cot o; Ci=acos o( 29 2cot o)+
+2 X, cot g,

B2 =(p1+ p2)cos o (P P2)cos(2 3 o); Co=(pL+ pz2)sin o (p1
p2) sin(2 3 0)

Bs = %ng ZL( B pC]_); Cs = ZL( C.+ pBl) %)Cz.
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Figura 5: Trincas linear (a) e (b) e circular (c).

Se, na Figura 1, a trinca estiver sujeitaas tensees normaigy_ ) e de cisalhamento
( L) nos contornos, entao, pelo netodo da superposcao, os parametrostatam-se
para

Bs= 22Bo+ 5~ (LBa+ pCa) 5[( + L)Bi+(p. PICi],

Ca= 2PC+ A ( LCa+pBay)+ E[( + L)Ci+(p pL)Bil,

B, = (a+ bsin g; C4= (a+ bycos .

6. Alguns Resultados

6.1. Trinca linear inclinada (Figura 5(a))

Neste caso, pardb= o= p,= p= =0, tem-se, para (5.3) e (5.4) respectiva-
mente, essas brmulas que a sao muito conhecidas:

K, = plp?sin2 : Ky = plp?sin Cos :
6.2. Trinca linear sujeita a carregamento sinetrico em par tes

das superfcies superior e inferior (Figura 5(b))
Seb= = p; = p; =0 entao, de (5.3) e (5.4), chega-se em

2 p

Ki=-p ' !

. a 2 p— . a
X oSIn - —; Ky = — P XoSIn - —;
Xo Xo

onde (Xo; 0) sao as coordenadas da extremidade da trinca. As brmulas sao idénticas
as da literatura [5].

6.3. Trinca originada de pressees internas no furo em um
plano in nito (Figura 5(c))

Se,agora, o = pr = pP2o= = L =0; p=p; a= b entao (5.3) e (5.4)
reduzem-se a s
B ¢ —
p— a1l k2

I p T K@+ n =0
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A Tabela 1 mostra alguns resultados paraK,, coma= 1.

Tabela 1: Valores de F emK, = Fpp Xo:

(xo a) 1,01 | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 4,00
F (Newman) 0.2188| 0,9029| 0,9670| 0,9855| 0,9976
F(SoareseWang | 0,1979| 0,8961 | 0,9682 | 0,9872| 0,9980

Abstract . This work calculated the stress intensity factors of hyperbolic cr acks
developed from the confocal ellipses. The two-dimensional holomorphic solutions
were obtained on the base of elasticity theory, fracture mechanics and complex
analysis where conformal mapping and Cauchy's principal integral are inv olved.
The results are good in accordance to the numerical ones. The formulae @n be
used to determinate rapidly the stress intensity factors of cracks emanating from a
circular or an ellipse hole in an in nite plate.
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