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Resumo . Neste trabalho calculam-se os fatores de intensidade de tens~ao de uma
trinca interna el��ptica-hiperb�olica homofocal. Tal problema foi investigado �a luz
dos conceitos da teoria da elasticidade e da mecânica da fratura atrav�es da an�alise
complexa onde a transforma�c~ao conforme (a trinca foi transformada em um ciclo
unit�ario) e a integral de valor principal de Cauchy s~ao envolvidas. Os r esultados
foram comparados com outros j�a obtidos numericamente. As f�ormulas encontr adas
por este trabalho podem ser utilizadas como referências para determinar rapida-
mente os fatores de intensidade de tens~ao das trincas emitidas de umaelipse ou um
ciclo.

1. Introdu�c~ao

A existência de trincas em uma estrutura sempre �e uma amea�ca �a sua seguran�ca
pois sua resistência diminui com a propaga�c~ao destas trincas. J�a a propaga�c~ao ou
n~ao das trincas depende do campo de tens~oes ao redor de sua ponta, ou, ainda
melhor, dos fatores de intensidade de tens~oes.

Nos problemas de propaga�c~ao de trincas pode-se estudar três aspectos: se h�a ou
n~ao propaga�c~ao e, no caso de haver, qual a dire�c~ao e quantidade propagada. Todos
envolvem diretamente os fatores de intensidade de tens~oes. Neste caso est�a sendo
estudado o primeiro aspecto.

Os fatores de intensidade de tens~oes de muitas trincas originadas de geometria
simples, como por exemplo, linhas retas, retangulares, circulares e el��pticas com
rami�ca�c~oes lineares conjugadas j�a foram estudadas numericamente [5]. No presente
trabalho s~ao calculados os fatores de intensidade de tens~ao de uma trinca el��ptica-
hiperb�olica homofocal (Figura 1) pois a trincas deste tipo aparecem comumente em
materiais geol�ogicos como rochas e solos.

Este problema foi investigado analiticamente atrav�es da teoria da elasticidade,
da mecânica da fratura [1] e da an�alise complexa envolvendo transforma�c~ao con-
forme e a integral de valor principal de Cauchy.
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Figura 1: Trinca el��ptica-hiperb�olica homofocal sujeita �a tens~oes.

2. Apresenta�c~ao do Problema

A trinca em quest~ao est�a sujeita a tens~ao normalp e de cisalhamento� no contorno
da elipse e �as tens~oes normais remotasp1 e p2,onde p1 �e direcionada pelo ângulo�
formado entre ela e o eixox positivo (Figura 1). A el��pse simula um poro numa rocha
subterrânea e a rami�ca�c~ao hiperb�olica conjugada representa as trincas originadas
da el��pse. Os pontosz1, z2, z3 e z4 s~ao os pontos de intersec�c~ao das trincas e o ponto
z0 �e a extremidade da trinca. Na verdadez1 e z4 (e z2 e z3) s~ao apenas os pontos
dobrados de um mesmo ponto. Objetiva-se encontrar os fatores de intensidade de
tens~ao emz0, que determinam se a trinca propaga.

Muskhelishvili [2] expressa os componentes de tens~oes� xx , � yy e � xy em termos
das fun�c~oes anal��ticas complexas' 1(z) e  1(z)

� xx + �yy = 2[ '
0

1(z) + ' 0

1(z)];

� yy � � xx + 2 i� xy = 2[�z'
00

1 (z) +  
0

1(z)]:

A condi�c~ao de contorno �e

f (� ) = ' 1(� ) + �' 0
1(� ) +  1(� );

onde � �e o ponto acima do contorno. A integral

f = i
Z B

A
(X n + iYn )dS + const = i (X + iY ) + const

representa a resultante complexa (X,Y) das tens~oes do arco AB do contorno. Se este
arco submete-se �as tens~oes cisalhante� e press~aop(tens~ao normal), ent~ao, tem-se
ainda de Timoshenko [6] que

X n dS = [ � � cos(n; y) � pcos(n; x)]dS = �dx � pdy;

iYn dS = i [� cos(n; x) � pcos(n; y)]dS = i (�dy + pdx);
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Figura 2: Transforma�c~ao conformez �! w(� ).

sendo cos(n; x) = dy
dS e cos(n; y) = � dx

dS . Assim,

f = i
Z B

A
(� + ip)dz + const = i (� + ip)(zB � zA ) + const

ou
f = iN (zB � zA ) + const; (2.1)

onde N = � + ip. Se n~ao h�a nenhum tipo de tens~ao no contorno, ou as tens~oes se
equilibram estaticamente no contorno, ent~ao

X = Y = 0 : (2.2)

3. Transforma�c~ao Conforme

Para facilitar a obten�c~ao da solu�c~ao do problema de�nida no dom��nio (z) que tem
um contorno complicado, �e vantajoso transformar o dom��nio f��sico z para outro
dom��nio (notando por � ) que tem seu contorno relativamente simples. Denotamos
esta transforma�c~ao por

z = w(� ):

A Figura 2 mostra a transforma�c~ao do contorno complicado do problema f��sico para
um ciclo unit�ario. A transforma�c~ao matem�atica �e

z = w(� ) =
�
4

(� + � � 1)A1 � A2

r
� 2

42 (� + � � 1)2 � 1; (3.1)

onde
A1 = acos� 0 + ib sin � 0;

A2 = bcos� 0 + ia sin � 0;

sendo� = �e i� 2 S� ,a e b os comprimentos dos meios eixos da el��pse,� 0 o ângulo
aproximativo da rami�ca�c~ao hiperb�olica, � e � 0 os parâmetros que envolvem os
comprimentos da hip�erbole e cos� 0 = 2

� (Figura 3). Essa transforma�c~ao �e conforme.
De Timoshenko admite-se que (3.1) pode ser escrita como uma express~ao de Laurent.
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Figura 3: Plano � .

Portanto,

z = R� + C0 +
C1

�
+

C2

� 2 + � � � = R� + w0(� );

onde R = �
4 (A1 + A2) e w0(� ) �e anal��tica em S� .

4. Fun�c~ao de Tens~oes

De [2] sabe-se que as fun�c~oes anal��ticas do campo de tens~oes s~ao expressas por

' 1(z) = ' (� ) = � R� �
X + iY

2� (k + 1)
ln � + ' 0(� );

 1(z) =  (� ) = � 0R� +
k(X � iY )
2� (1 + k)

ln � +  0(� ):

Aplicando a condi�c~ao de contorno (2.2), tem-se

' 1(z) = ' (� ) = � R� + ' 0(� ); (4.1)

 1(z) =  (� ) = � 0R� +  0(� ); (4.2)

com as fun�c~oes anal��ticas ' 0(� ) 2 S� e  0(� ) 2 S� representadas em s�eries da
forma

' 0(� ) =
1X

n =1

an � � n ;

 0(� ) =
1X

n =1

bn � � n ; (4.3)

com ' 0(1 ) =  0(1 ) = 0 e as constantes complexas � = 1
4 (p1 + p2) e � 0 =

� 1
2 (p1 � p2)e� 2i� 0

. Ainda de Muskhelishvili, tem-se as condi�c~oes de contorno

' (� ) +
w(� )

w0(� )
' 0(� ) +  (� ) = f; (4.4)
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' (� ) +
w(� )
w0(� )

' 0(� ) +  (� ) = f ; (4.5)

onde � = ei� 2 
 (extremidade da trinca no ciclo unit�ario). Multiplicando (4.4) e
(4.5) por 1

2�i ( � � � ) e integrando no contorno
 , encontra-se

1
2�i

Z




' (� )
� � �

d� +
1

2�i

Z




w(� )

w0(� )

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z




 (� )
� � �

d� =
1

2�i

Z




f
� � �

d�; (4.6)

1
2�i

Z




' (� )
� � �

d� +
1

2�i

Z




w(� )
w0(� )

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z




 (� )
� � �

d� =
1

2�i

Z




f
� � �

d�: (4.7)

De (3.1), temos

w0(� ) =
�
4

(1 � � � 2)
A1

q
� 2

42 (� + � � 1)2 � 1 + �A 2
4 (� + � � 1)

q
� 2

42 (� + � � 1)2 � 1
; (4.8)

w0(� ) =
�
4

(1 � � � 2)
A1

q
� 2

42 (� + � � 1)2 � 1 + � A 2
4 (� + � � 1)

q
� 2

42 (� + � � 1)2 � 1
: (4.9)

Em � = � 1 ocorre que (4.8) e (4.9) s~ao anuladas. Desta forma, encontra-se a
singularidade na equa�c~ao (4.6). Se supormos que a fun�c~ao referente

F (! ) =

"
w(! )

w0(! )
' 0(! ) +  (! )

#
! 2 � 1
! 2 � � 2

satisfaz a condi�c~ao de H•older[2] para! = � 1, ent~ao, pela aplica�c~ao do conceito da
integral de valor principal de Cauchy[2], pode-se alterar o caminho da integralpara
c1, consistindo pelo caminho fechado:c1� ,c1+ e o 
 menos os dois arcos pequenos
em torno dos pontos � = � 1, onde c1� e c1+ s~ao os meio ciclos centrados nos
� = � 1 respectivamente com o raior (r �! 0) em S+ (Figura 4(a)). Assim tem-se

1
2�i

Z




' (� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c1

w(� )

w0(� )

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c1

 (� )
� � �

d� (4.10)

� lim

 �! 0

1
2�i

Z

c1 �

"
w(� )

w0(� )
' 0(� ) +  (� )

#
d�

� � �
=

1
2�i

Z




f
� � �

d�:

Exceto a integral entre colchetes, as outras s~ao integrais convencionais. Pode-se
provar que a integral entre colchêtes �e zero quando n~ao h�a tens~oes nas superf��cies
perto da ponta da trinca [4]. Por isso simpli�ca-se (4.10) como segue:

1
2�i

Z




' (� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c1

w(� )

w0(� )

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c1

 (� )
� � �

d� =
1

2�i

Z




f
� � �

d�:

(4.11)
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Figura 4: Plano � .

Da mesma forma pode-se alterar o caminho da integral da equa�c~ao (4.7) para
c2, consistindo no caminho fechado:c2� ,c2+ e o 
 menos os dois arcos pequenos em
torno dos pontos � = � 1, ondec2� e c2+ s~ao os semi-ciclos centrados nos� = � 1
respectivamente com raior (r �! 0) em S� (Figura 4(b)). Assim tem-se

1
2�i

Z

c2

' (� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c2

w(� )
w0(� )

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z




 (� )
� � �

d� =
1

2�i

Z




f
� � �

d�:

(4.12)
De acordo com (4.1) e (4.2), (4.11) e (4.12) podem ser escritas nas formas

1
2�i

Z




' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c1

w(� )

w0(� )

' 0
0(� )

� � �
d� +

1
2�i

Z

c1

 0(� )
� � �

d� (4.13)

=
1

2�i

Z




f
� � �

d� �
1

2�i

Z

c1

f 0

� � �
d�;

1
2�i

Z

c2

' 0(� )
� � �

d� +
1

2�i

Z

c2

w(� )
w0(� )

' 0
0(� )

� � �
d� +

1
2�i

Z




 0(� )
� � �

d� (4.14)

=
1

2�i

Z




f
� � �

d� �
1

2�i

Z

c2

f 0

� � �
d�;

com f 0 = � R� + � R w(� )

w 0( � )
+ � 0R�:

De (4.3) sabe-se que' 0(� ) �e anal��tica fora do 
 e ' 0(1 ) = 0. Ent~ao, tem-se,
segundo as f�ormulas da integral de Cauchy,

1
2�i

Z




' 0(� )
� � �

d� = ' 0(� ) � ' 0(1 ) = ' 0(� ):

Sabe-se ainda quew(� )

w 0( � )
' 0

0(� ) �e o valor de contorno da fun�c~ao anal��tica w(� )

w 0( � )
' 0

0( 1
� )

em S+ . Portanto, de Cauchy obt�em-se

1
2�i

Z

c1

w(� )

w0(� )

' 0
0(� )

� � �
d� = 0 ;
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1
2�i

Z

c1

 0(� )
� � �

d� = 0 :

Assim (4.13) pode ser escrita da maneira

' 0(� ) =
1

2�i
I 1 � � RI 2 � � 0RI 3 � � RI 4; (4.15)

onde

I 1 =
Z




f
� � �

d�; I 2 =
1

2�i

Z

c1

�
� � �

d�;

I 3 =
1

2�i

Z

c1

1
� (� � � )

d�; I 4 =
1

2�i

Z

c1

w(� )

w0(� )

d�
� � �

; com � 2 S� :

Da equa�c~ao (4.15) determina-se' 0(� ) que, levado at�e (4.14), permite o c�alculo
de  0(� ) atrav�es das f�ormulas de Cauchy. Em conseq•uência, pode-se obter o campo
de tens~oes e do deslocamento. No entanto, o objetivo est�a no c�alculo dos fatores de
intensidade de tens~ao e n~ao nas fun�c~oes ora relatadas.

Assim, novamente das f�ormulas de Cauchy, obt�em-se

I 2 = 0 ; I 3 =
1
�

) lim
� �! 1

dI 3

d�
= � 1;

I 4 =
A1 + A2

A1 + A2

1
�

) lim
� �! 1

dI 4

d�
= �

A1 + A2

A1 + A2
:

Para o c�alculo de I 1 deve-se considerar o carregamento no contorno da el��pse
(Figura 4). Considerando (2.1) e sub-dividindof de forma quef = f 1 + f 2 + f 3 + f 4

para os respectivos trechos tem-se

f 1 = iN
Z z

z4

dz + iNz 4 = iNz; z 2 trecho z4z3;

f 2 = iN
Z z3

z4

dz + iNz 4 = iNz 3 = iNz 2; z 2 trecho z3z2;

f 3 = iNz; z 2 trecho z2z1;

f 4 = iNz 1; z 2 trecho z4z1;

em quez1 = z4 e z2 = z3. Desta forma,

I 1 =
Z � 3

� 4

f 1

� � �
d� +

Z � 2

� 3

f 2

� � �
d� +

Z � 1

� 2

f 3

� � �
d� +

Z � 4

� 1

f 4

� � �
d�

ou

I 1 = � iN
� Z � 2

� 1

w(� )
� � �

d� +
Z � � 2

� � 1

w(� )
� � �

d� + z2

Z � � 1

� 2

d�
� � �

+ z1

Z � 1

� � 2

d�
� � �

�
;

(4.16)
para � 2 = � � 4, � 1 = � � 3, e z = w(� ).
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Resolvendo (4.16) chega-se em lim� �! 1
dI 1
d� = �A 1 L 0

2 (� � 2� 0� 2 cot � 0)+2 z1i csc� 0:
Assim, (4.13) assume a forma

lim
� �! 1

d
d�

' 0(� ) = �
N
2�

�
A1i
k

(� � 2� 0 � 2 cot � 0) + 2 z1i csc� 0

�
(4.17)

+ � 0R + � R
A1 + A2

A1 + A2
:

5. Fatores de Intensidade de Tens~ao

De Newman [3] tem-se que os fatores de intensidade de tens~ao dos modos I e II s~ao
determinados por

K I � iK II = lim
� �! 1

p
w(� ) � w(1)

' 0(� )
w0(� )

2
p

2�: (5.1)

Mas, de (4.1), ' 0(� ) = � R + ' 0
0(� ), ent~ao (5.1) �ca

K I � iK II = lim
� �! 1

2
p

2�

p
w(� ) � w(1)

w0(� )
[� R + ' 0

0(� ]: (5.2)

Calculando, temos

lim
� �! 1

p
w(� ) � w(1)

w0(� )
=

s
k
p

1 � k2

2(A1
p

1 � k2 + A2)
:

Levando (4.17) em (5.2) tem-se, para tan� 0 =
p

1� k 2

k e z1 = x1 + iy1,

K I � iK II = 2

s
�

p
1 � k2

kr 0
[(B3 cos� 0 + C3 sin � 0) � i (C3 cos� 0 � B3 sin � 0)]:

Assim, os fatores de intensidade de tens~ao s~ao obtidos por

K I = 2
r

�
r 0

tan � 0(B3 cos� 0 + C3 sin � 0); (5.3)

K II = 2
r

�
r 0

tan � 0(C3 cos� 0 � B3 sin � 0); (5.4)

onde r 0 =
q

(a
p

1 � k2 + b)2 cos2 � 0 + ( b
p

1 � k2 + a)2 sin2 � 0 ,

� 0 = � 1
2 arctan

�
b
p

1� k 2 + a
a

p
1� k 2 + b

tan � 0

�
,

B1 = � bsin � 0(� � 2� 0 � 2 cot � 0) � 2y1 cot � 0; C1 = acos� 0(� � 2� 0 � 2 cot � 0)+
+2x1 cot � 0,

B2 = ( p1 + p2) cos� 0 � (p1 � p2) cos(2� � 3� 0); C2 = ( p1 + p2) sin � 0 � (p1 �
p2) sin(2� � 3� 0),

B3 = a+ b
4 B2 � 1

2� (�B 1 � pC1); C3 = 1
2� (�C 1 + pB1) � a+ b

4 C2.
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Figura 5: Trincas linear (a) e (b) e circular (c).

Se, na Figura 1, a trinca estiver sujeita �as tens~oes normais (pL ) e de cisalhamento
(� L ) nos contornos, ent~ao, pelo m�etodo da superposi�c~ao, os parâmetros alteram-se
para

B3 = a+ b
4 B2 + 1

2� (� L B4 + pL C4) � 1
2� [(� + � L )B1 + ( pL � p)C1],

C3 = � a+ b
4 C2 + 1

2� (� � L C4 + pL B4) + 1
2� [(� + � L )C1 + ( p � pL )B1],

B4 = � � (a + b) sin � 0; C4 = � (a + b) cos� 0.

6. Alguns Resultados

6.1. Trinca linear inclinada (Figura 5(a))

Neste caso, parab = � 0 = p2 = p = � = 0, tem-se, para (5.3) e (5.4) respectiva-
mente, essas f�ormulas que j�a s~ao muito conhecidas:

K I = p1
p

�a sin2 �; K II = p1
p

�a sin � cos�:

6.2. Trinca linear sujeita a carregamento sim�etrico em par tes
das superf��cies superior e inferior (Figura 5(b))

Seb = � 0 = p1 = p2 = 0 ent~ao, de (5.3) e (5.4), chega-se em

K I =
2
�

p
p

�x 0 sin� 1 a
x0

; K II =
2
�

�
p

�x 0 sin� 1 a
x0

;

onde (x0; 0) s~ao as coordenadas da extremidade da trinca. As f�ormulas s~ao idênticas
�as da literatura [5].

6.3. Trinca originada de press~oes internas no furo em um
plano in�nito (Figura 5(c))

Se, agora, � 0 = p1 = p2 = � = � L = 0 ; p = pL ; a = b, ent~ao (5.3) e (5.4)
reduzem-se a

K I = 2p
p

�

s
a
p

1 � k2

k(
p

1 � k2 + 1)
; K II = 0 :
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A Tabela 1 mostra alguns resultados paraK I , com a = 1.

Tabela 1: Valores de F emK I = F p
p

�x 0 :

(x0 � a) 1,01 1,50 2,00 2,50 4,00
F (Newman) 0.2188 0,9029 0,9670 0,9855 0,9976

F (Soares e Wang) 0,1979 0,8961 0,9682 0,9872 0,9980

Abstract . This work calculated the stress intensity factors of hyperbolic cr acks
developed from the confocal ellipses. The two-dimensional holomorphic solutions
were obtained on the base of elasticity theory, fracture mechanics and complex
analysis where conformal mapping and Cauchy's principal integral are inv olved.
The results are good in accordance to the numerical ones. The formulae can be
used to determinate rapidly the stress intensity factors of cracks emanating from a
circular or an ellipse hole in an in�nite plate.
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