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Resumo . Neste trabalho, o objetivoe propor um algoritmo Newton-inexato com
propriedade de convergéncia global para resolicao de sistemas naocileares. Para a
globalizacao, propomos uma abordagem hbrida, envolvendo, abm de busca linear,
o metodo de regiees de con arca Dogleg Para a resolcao dos sistemas lineares,
optamos por usar o netodo GMRES, que permite o uso implcito das mat rizes e
possibilita trabalhar com a estraggia matrix{free .

Palavras-chave . sistemas nao{lineares, estratgia de globalizacao, GMRES(m).

1. Introdwcao
A proposta deste trabalhoe a resolucao de sistemas nao-lineares
F(x)=0; F:R"! R"eF 2 CYR"): (1.2)

Entre os netodos chssicos para a resolwcao de sistemas nao-lineares entarse 0
metodo de Newton. Denotando a matriz Jacobiana deF por J, o metodo de Newton
aplicadoa resoluwcao de (1.1) consiste em realizar iteracoes do tiposx+1 = Xk + Sk,
sendoxy o0 ponto atual e s a direcao obtida pela solicao do seguinte sistema linear

J(xk)s= F(xk): (1.2)

O metodo de Newton tem como principal vantagem a taxa de convergéncia
quadatica, no entanto apresenta algumas di culdades na resolicao de problemas
de grande porte, pois o @lculo da matriz Jacobiana, bem como a posterior rekoao
do sistema linear podem tornar-se computacionalmente caros ou at imprati@eis.

Dembo, Eisenstat e Steihaug propuseram, em 1982, o netodo Newton-Inexato
[4], que nao preserva a taxa de convergéncia quadatica do metodo de Newton,
mas requer um trabalho computacional consideravelmente menor por iteracao. A
proposta do netodoe: a cada iteracao k, dado o parametro 2 (0;1], obter uma
direcao sy satisfazendo

J(Xk)sk + F(xk)k  x F(xk)k: (1.3

ltrabalho realizado com auxlio do CNPq.
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As variacees entre as implementacees do netodo Newton-inexato ocorrem basa-
mente por causa de diferentes escolhas que pode-se adotar em trés etapas do metodo:

1. metodo para resoluwcao do sistema linear (1.2);

2. escolha para os valores do parametroy;

3. estrakgia para garantir a convergéncia global do Newton-inexato.
A seguir descreveremos as escolhas em cada uma das etapas acima e sobre as im-
plementecoes e testes realizados.

2. Resolwcao do Sistema Linear

O passosk que satisfaz a condcao (1.3) pode ser obtido atraves de um netodo
iterativo para resolucao de sistemas lineares. Neste trabalho optamos pempregar
o netodo GMRES (Generalized Minimal Residua) [11], quee um metodo da famlia
de netodos de projecao sobre subespacos de Krylov.

Dado um sistema linearAs = be denindo ro = b Asg o resduo inicial, a p-
esima iteracao do GMRES consiste em obter a solucao do problema de minimizaao

min b As
2
S. a:s2 sg+ Ky(A;ro); (2.1)

onde K,(A;rg) denota o subespaco de Krylov de ordemp, gerado por:

normalizacao dos vetores geradores do subespaco de Krylov, quee realizado ates
do processo de Arnoldi. Ao nal de cada iteracao deste procedimento teremos a
matriz Vp, cujas colunas sao op vetores ortonormalizados; a matrizVp+1 quee a
matriz V, acrescida em um vetor coluna e a matriz Hassenberg superiét,. Tais
matrizes satisfazem a relacaoAVy, = Vpi1 Hp. Dado ques 2 sp + Kp(A; 1), existe
y 2 RP de tal forma que, podemos escrever o veta comos = sg+ V,y. Denotando

= Tro ,, €considerando que/; = ro= ro ,, podemos reescrever o problema (2.1),
e minimizar irrestritamente e, Hpy .

Considerando que a matrizH, e Hessemberg superior, conseguimos facilmente
encontrar sua fatorecao QR: Hp, = QpRp. Assim, o problema (2.1) torna-se um
problema de &cil resolwcao, poise equivalente a minimizar Q },el Rpy , com
y 2 RP,

Se naj esima iteracao do GMRES tivermos Airy = 0, o netodo GMRES nao
poder prosseguir. Resultados garantem que esta situecao ocorre, se sorese, Sj
e a solwcao exata do sistemaAs = b (ver [9]).

Devidoa sua estrutura, 0 GMRES exige o0 uso da matriz Jacobiana somente no
produto entre esta e outro vetorv, o que permite que trabalhemos com estraegia
matriz-free , istoe, aproximamos o resultado dessa operacao por meio da seguinte
expansao por erie de Taylor

J(xk)v  (I=h)(F(xx + hv) F(xx)); h2 R: (2.2)

Embora o GMRES apresente \arias facilidades de implementacao, seu custo
computacional e os requerimentos de menoria aumentam conforme o rumero de
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iteracoes realizadas. Por esta razao, e usual implementar o netodo GMRE com
recomecos a cadan iteracees, GMRES(m), que consiste em realizar no haximom
iteracees do GMRES e caso nao haja convergéncia recomecamos 0 processo, uti-
lizando o valor encontrado naultima iteracao como aproximacao inicial. Embora
essa estrakgia nao tenha resultados teoricos tao satisfabrios quato aqueles obti-
dos para o0 caso sem recomecos, 0 uso patico desta abordageme necessrio para
problemas de grande porte e tem apresentado bons resultados.

3. Escolha para os Parametros

A escolha dos valores para o parametroy e de grande importancia para o desem-
penho do netodo, uma vez que tem in uéncia direta em sua taxa de convergéncia.
Um valor muito pequeno certamente possibilitaa a realizacao de poucas #racees
do tipo xx+1 = Xk + Sk, as quais chamaremos de iteracees externas. Poem, valores
muito poximos de zero provavelmente podem resultar no fenébmeno conhecido na
literatura como oversolving que consiste na realizacao de um grande rumero de
iteracoes do GMRES (iteracees internas). A taxa superlinear de convergénaie
obtida se a sequéncia de valoresi e tal que lim g, k ' 0, [4]. Neste trabalho
optamos pela brmula apresentada por Eisenstat e Walker em [8]

k= F(xk) ,= F(Xk 1) , (3.1)

que resulta num algoritmo com taxa superlinear de convergéncia.

4. Estraegia para Globalizacao

Assim como os netodos de Newton, o metodo Newton-Inexato tem sua convergéncia
assegurada somente nas regiees poximasa solicao. Para obter resultas de con-
vergéncia globale necessario adotar uma estrakgia para globalizacaogue por sua
vez sao associadas a problemas de minimizacao: nfifx); x 2 R". Duas propostas
amplamente usadas sao busca linear e regiees de con arca.

Quando usamos a estraegia de busca linear, devemos inicialmente encontrar
uma direcao sy e em seguida, um tamanho de passo que cumpra alguma condcao
de decescimo no valor da furcaof . No caso de utilizarmos regiees de con arca,
aproximamos f , em torno de xx, por um modelo quadatico e xamos o raio da
regiao, g, que supomos poder con ar que o0 modelo aproxima adequadamente a
furcao f. E entao, a poxima direcao, sy, sea dada pelo minimizador do modelo
quadatico na regiao determinada pelo raio da regiao de con arca . Em outras
palavras devemos resolver o seguinte problema de minimizacao

minf (xk) + r f (xk)'s+ 3s'Hys

sa s, |k

(4.1)

O Lema 4.1 apresenta uma solwcao para o problema acima, e e fundamental na
constricao de nosso algoritmo. A Figura 1(a), expressa o resultado do Lem&ua
demonstracao pode ser encontrada em [6].
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Lema 4.1. Sejaf : R"! R 2 C? Hx 2 R" " sinetrica e de nida positiva.
Entao,

(i) o Problema (4.1)e resolvido por s( ), (Hg+ 1) *r f(xx) com ounico 0
tal que s( ) , = &, a menos que s(0) , k, € neste casos(0) = s (o passo
completo de Newton)e a soluwcao;

(i) para qualquer 0, s( ) de ne uma direcao de descida def em xy.
“Vf(x) XN
Xi
Xcp
S X
(a) Ca-r;winho para s( ) (b)rDoubIe Dogleg

Figura 1: Aproximacao Double Dogleg

Seguindo as ickias propostas por Brown e Saad em [3], utilizamos a estegia de
regioes de con arca conhecida com®ouble Doglegproposta por Dennis e Mei em
1979 [5]. Essa estrakgia consiste em aproximar a curva( ) atrawes de uma curva
linear por partes. Para isso devemos encontrar a direcao de naxima desciday )

e a direcao de Newton §y ), ambas para o modelo quadatico do problema (4.1).
Obtemos entao dois pontos: o minimizador do modelo quadatico na direcao de
descida, chamado ponto de Cauchy e denotado potcp € 0 pontoxy = Xk + Sn,
onde 2 (0;1) e deve ser escolhido de maneira conveniente a tornar o algoritmo
bem de nido.

De nimos o caminho xx ! Xcp ! Xg ! Xy = Xk + Sy €, caso o ponto
encontrado pelo passo completo de Newton se localize fora da regiao de con arca,
de nimos como poXximo passo 0 ponto na interseacao entre a fronteira da regio de
con arca e esse caminho (ver Figura 1(b)).

Utilizamos f (x) = F(x) 5 como furcao de nerito. Uma vez que a direcaosy
resultante do GMRES com recomecose escrita na formasy = sg + V,y, podemos
reescrever o problema miri (x); x 2 R"; na varavel y: ming(y) = f(xx + sg +
Vpy), ¥y 2 RP. Dado que empregamos o modelo lineaF + Js para aproximar
F(xx + s), temos que uma aproximacao quadatica natural para g(y)e a furcao

% F+ Js ; De nindo y = [y;t]' e W =[V,;se], 0 modelo quadaticoe dado por
ay) = % F+ JWy ; Encontramos, entao, a direcao de nmaxima descida para o

modelo quadatico

sw =1 00)= (@W)F= [V, Jsol'F =[ F'WpuH, (F+ro)Fl:
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Para encontrar a direcao de Newton, 6y ), observamos inicialmente que:Bsy =
swm , ondeB = (JW)!(JW )e a Hessiana do modelo quadatico. Considerando entao
v= HVyu(F+rgea= F+rg 2 podemos reescreverB = (JW)!(JW) =

HoHp v

Vt
GMRES obteve, a fatorecao QR da matrizHp. Logo HyHp = (QR)'(QR) = R'R.
Como a dimensao deHpe (p+1) p, amatriz R:(p+1) ptea B seguinte
estrutura: R =[R;0' ondeR 2 RP P. Considerandow = R lveb="a wtw,
obtemos a decompostcao de Cholesky par@

Durante a implementacao e conveniente lembrar que o metodo

_ RY O R w t
B = W b 0 b c'C:

Pela estratgia de globalizacao, devemos aceitar pontos que satisfapa um de-
cescimo su ciente na furcao f . Embora o mais comum seja adotar uma estraegia
que exige decescimo morotono, alguns autores tém trabalhado com a estraegia
de decescimo nao-morotono. Optamos por esta estratgia e utilizamos a ecnia
proposta por Birgin, Kret e Martnez em [2], que consiste em considerar o ponto
Xk satisfabrio se cumprir a condcao:

KF(xxk + sk)k< (1 JKF (xg)k+ ; 2(0;1); 0< 1; k<1l: (4.2

5. Implementaao e Testes Realizados

As estraegias de globalizacao que incorporamos ao algoritmo Newtninexato sao
hbridas, no sentido que numa primeira fase trabalham com procedimento de busca
linear ao longo da direcaosy obtida pelo netodo GMRES. O ponto e aceito se
satisfaz o teste (4.2), caso contario, o tamanho do passoe reduzido. Es processo
e realizado no maximo trés vezes. Se nesta fase nao for obtido um ponto que
satisfaca 0 decescimo morotono, a estratgia de regioes de con arcae acinada.

O primeiro algoritmo implementado, ao qual chamaremosBL1 , consiste na uti-
lizacao do crierio (4.2) tanto para aceitacao de pontos encontrados fela estratgia
de busca linear quanto aqueles encontrados pela estrakegia de regiao de con arca,
Double Dogleg

O segundo algoritmo3BL2 , difere do primeiro somente no crierio de aceitacao
de pontos advindos da estraegiaDouble Dogleg Neste caso, ao inwes de utilizarmos
o crierio (4.2), utilizamos | fpreg fared] O:1) fareq);aqui, fareq representa
aredwao real e fp,eg areduwcao prevista emf .

Feito isso, comparamos o desempenho entre esses algoritmos e os algorgmo
sem busca linearGBL ) e sem globalizacao §GLOB ). Resolvemos 16 problemas
académicos, propostos em [10], todos com dimens#@o= 1000. Cada problema
foi resolvido com 10 aproximacees iniciais: (0:::;0), Xoness 2Xones» DXones » Xstand »
2Xstand » DXstand »  Xstand »  Xstand € SXstand » ONAE Xgiang € O Valor inicial padrao
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p _ Na sequencia de termos forcantes (3.1) utilizamos os parametros: = 0:5(1 +
5) e = 1. Akm disso, foi introduzida uma salvaguarda de modo que i 2
[10 ©;10 2]. Para o crierio (4.2), escolnemos o parametro = 10 4. Iniciali-
zamos 0 parametro com = 1, e enquanto o crierio de aceitacao nao se ve-
rica, denimos = 0:5. O parametro e obtido de acordo com a expressao
= ftip (k)=(k+1) ', ondeftip (k)e o menor valor para kF k, atualizado somente
a cada trés iterecoes.

Estabelecemos como crierios de parada: F(xx) , pﬁlo 6 ou o rumero
maximo de iteracees k, k > 100. Utilizamos m = 30 como o rumero rmaximo de
iteracees para cada ciclo do GMRES e estabelecemos o limite maximo de 20 cislo
Para o valor deh na implementa:fbo matrix-free (2.2), testamos a proposta de Dennis
e Schnabel f:DS): h= (1= v )" ™ maxfj x| vj; tipx  jvjg sign(x v), onde " e o erro
da maquina, tipx x € um vetor composto por valores tpicos para xi e signu)e uma
furcao que retorna 1 casau seja positivo e 1 casou seja negativo.

Para comparar o desempenho dos algoritmos, usamos uma ferramente chamada
aralise de desempenhpdesenvolvida por Dolan e Moe ([7]). Esta ferramenta con-
siste em plotar um ga co cumulativo de forma que podemos comparar o desempe-
nho dos algoritmos tanto quantoa e ciéncia (maiores valores para = 1 indicam
algoritmos mais e centes), quantoa robustez (algoritmos que atingirem ( ) =1
primeiro sao considerados mais robustos, lembrando que se o algoritmo nameerge
para algum problema, ele atingia ( ) =1 em um valor bem alto para ). Segue na
Figura 2 o ga co de desempenho dos algoritmos em rumero de iteracoes externas
e internas. Ressaltemos que todos os testes computacionais foram realizados em
Matlab" 7:0.

lteragbes externas lteragoes internas
1 1
oer ST e T ———— g 0.8 - =
-
P %
¥,
= 0.6/ = 08 /
L 1 0.4
0.4 3BL1 3BLA1
IIIIIII smLE s 3BL2
n.2t SBEL j 02 SBL
— — _sclLoB — — —SGLOB
o 0
1 15 2 25 3 35 4 to1s 225 8 85 4

Figura 2: Desempenho nos testes de [10]

Observamos que os algoritmos com estraegia hbrida obtiveram desempenho
ligeiramente superior que o algoritmo sem globalizecao, o que nos levacncluir
que a estrakgia de globalizacao foi pouco acionada em problemas que converyin.
Akm disso,e possvel veri car o desempenho inferior do algoritmo sem busca Ihear,
esse algoritmoe mais rgido que os demais, o que pode nao ter permitidem avarco
maior quando esavamos distantes da solwcao.
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Comparamos o desempenho do algoritm@8BL1 , com o mesmo algoritmo, mas
usando a propostﬁl de Bellavia e Morini fi:BM ) para o valor de h na estrakgia
matrix-free: h = =" xx ,= Vv ,; aqui " e novamente a precisao da maquina. O
algoritmo, com essa nova escolha para o valor de obteve desempenho superior em
todas as medidas de comparacao escolhidas (iteracees externas e internas, temmp
de execwcao e rumero de avaliacees de furcao). Finalizando esta bateria de testes
comparamos o desempenho entre o algoritm8BL1 , com escolha do parametro
h:BM e o algoritmo ABM proposto por Bellavia e Morini em [1], no problema
(Extended Powell Badly Scaledconstante em [10], paran = 4096 e 0S mesmos
valores iniciais. Os resultados encontram-se na Tabela 1, onde estao denotados po

0s testes que nao apresentaram convergéncia. Devidoa estrutura do algoritmo

Tabela 1: Resultados para o problemé&xtended Powell Badly Scalgd10])

Iter. Externas No. Aval. de F

Xo ABM 3BL1 ABM 3BL1
0;:::; 0) * 33 * 360
X ones 133 17 1040 167
2X ones 134 16 1031 152
5X ones 125 26 918 274
X stand 135 17 1034 164
2X stand 133 16 1029 154
5X stand 125 26 1009 272
X stand * 15 * 151
2X stand * 29 * 301
5X stand * 29 * 290

ABM , p esperava-se um rumero menor de avaliacees de furcao no algoritm8BL1 ,
poem a e ciéncia em termos de rumero de iteracees externas, bem como a robustez
de 3BL1 , foi surpreendente.

No segundo conjunto de testes, resolvemos uma srie de problemas nao-lineares
oriundos da discretizacao de problemas de valor de contorno

r u+ h(;u)= w(s;t) em ; u(s;t)=0em @ ; (5.1)

onder ue o operador Laplaciano. Os diferentes problemas de valor de contorno
sao de nidos atrawes de variacees na furcach(; ), do parametro e da furcaow.
Seguindo as ickias encontradas em [9], utilizamos o netodo de diferercas centrais
para aproximar as derivadas. Trabalhamos com uma malha de 63 pontos interso
em cada eixo, e do processo de discretizecao, a resolucao nurrerica do problema
(5.1) resultou em um sistema nao linear de dimensao 3969.

Resolvemos dois problemas desse tipo: o problema de Bratu. onde temos que
h(;u) = exp(u) na equacao (5.1) e o problema de conveaao-difusao, onde
teremosh(;u)= u (gi+ &Y.

A ickiae comparar os resultados encontrados com a solwcao real e para isto
conforme sugerido em [9], geramos uma <rie de problemas onde a furc&oe
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calculada de tal forma que a solicao exata do sistema resultante seja dada por
u =10st(1 s)(1 t)exp(s*®).

Para o problema de Bratu geramos 22 testes com 11 problemas diferentes (os
valores para escolhidos foram: 1000, 500, 250, 100, 50, 10,1, 3,5, 7,

intervalo [ 5;5]). No caso do problema de conveaao-difusao optamos por 5,
10, 25, 50, 75, 100, 110, 125 e 150 e para a aproximacao inicial i#dmos o vetor

O desempenho dos algoritmos nos testes para a resoluwcao do problema de Bratu,
foi semelhante e houve convergéncia para todos os problemas, com todos os algo-
ritmos, sendo que a estraegia de globalizacao foi pouco ou nunca acionada, ep
esta razao, omitimos as tabelas comparativas.

Para o problema de conveaao-difusao, o algoritmo sem globalizacao obteve-
sultado inferior aos demais algoritmos, a que divergiu em 4 problemas, enqudo
os demais divergiram em apenas um problema conforme pode ser conferido pela
Tabela 2. Nesta tabela esh representado o desempenho nos problemas considera-
dos mais difceis, EX representa o rumero de iteracoes externas|N o rumero de
iteracees internas ee= x xk; , ondex e a solucao exata para o sistema linear
e xe a solwwao encontrada pelo algoritmo em questao. Os casos em gae< 10 8
estao denotados por |. Ounico algoritmo testado com a proposta de Bellavia e
Morini para o parametro h na estraegia matrix-free foi 3BL1 , por isso zemos a
distircao na tabela.

Tabela 2: Resultados para o problema de Conveaao-Difusao

] | ] Teste para m = 30 I Teste para m = 50

100 110 125 150 100 110 125 150

3BL1 e | | | 0.7350 | | | |

IN 3693 4840 7999 28069 2872 4132 5829 8920

3BL1 e | | 0.6064 0.8445 | | | |

IN 3776 5075 27257 52740 2879 4210 5728 8372

e 2.0062 2.2068 25077 3.0091 2.0061 2.2067 2.5076 3.0091
SBL EX 5 5 5 5 5 5 5 5

IN 699 702 686 657 598 611 580 562

e | | 0.6212 0.7575 | | | |
3BL2 EX 18 21 100 100 18 22 26 34

IN 3767 5079 56559 57383 2880 4481 5758 8971

e 536.0498 318.2929 90.7790 61.7805 533.8325 442.7886 315.4074 75.6387

SGLOB EX 100 100 100 100 100 100 100 100

IN 57930 58489 58497 58499 95352 97178 96249 97254

O algoritmo sem globalizacao mostrou grande de ciéncia na resolucao dos pfo
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blemas mais difceis e nao resolveu 4 problemas propostos, enquanto o aliom
3BL1 com a escolha de Bellavia e Morini para o parametrd na estraggia matrix
free teve melhor desempenho e falhou em somente um problema. Aem disso, e
interessante notar que entre os testes que divergiram, os resultados dos testcom
estrakgia de globalizacao caram relativamente muito mais poximo s da solwcao
exata do que os resultados obtidos pelo algoritmo sem globalizacao. Outro da
que devemos ressaltare o desempenho do algoritmos sem busca linear, que em 6
testes convergiu para uma solwcao diferente da que espeavamos.

A primeira justi cativa para a divergéncia de alguns testes foi a estagnacao do
metodo GMRES com recomecos. Re zemos os testes, alterando o tamanho maximo
do ciclo de GMRES param = 50.

Nesse novo teste, cujos resultados tamtem podem ser conferidos na Tabela 2,
os Algoritmos 3BL1 e 3BL2 tiveram desempenho satisfabrio e resolveram todos
os problemas propostos. O algoritmo sem globalizacao novamente se gimu ine-
ciente e divergiu nos mesmos 4 testes do caso anterior. O algoritmo sem busca
linear novamente convergiu para outras soluwcees.

6. Conclusees

Apoiados na ickia proposta por Brown e Saad em [3], desenvolvemos trédgarit-
mos com opcees distintas na estraegia de globalizacao: o primeiro deles souma
estrakgia exclusivamente baseada em regiees de con arca, e os outros dois com no
maximo trés buscas lineares prosseguidas, caso necesario, da estrakgia degiees
de con arca. O que difere nesses doisultimose o crierio de aceitacao para pomos
advindos da estratgia de globalizacao.

O primeiro algoritmo nao obteve um desempenho satisfabrio durante a resotao
dos testes nunericos, tendo desempenho inferior aos demais, inclusive em relacao ao
algoritmo sem globalizecao. Acreditamos que isso se deve principalmenterigidez
dessa estraegia com relacaoas demais, e, eventualmente, melhores escolhas gar
o valor do raio inicial podem ser uma sada para contornar esse desempenho insa-
tisfabrio. Os demais algoritmos mostraram e ciéncia e robustez, e nos prblemas
em que foi necessario 0 acionamento das estrategias de globalizecao, demoratam
bom desempenho resolvendo quase todos o0s testes propostos.

Alguns problemas nao foram resolvidos por causa de estagnacees causadas pela
estrakgia de recomecos do GMRES, sendo que alguns problemas  foram resolvisio
quando aumentamos o rumero naximo de iteracees em cada ciclo do GMRES.
Consideramos que uma sada ideal para este tipo de problema seria 0 uso de uma
estrakgia nao-constante para o valor dem, essee um tema para futuras pesquisas.
Outra sugestao seria adicionar o uso de pe-condicionadores.

Por m, gostaramos de ressaltar o melhor desempenho de nosso algoritmodnte
aos algoritmo proposto por Bellavia e Morini em [1]. Acreditamos que ez fato
deve-se principalmentea estrakgia nao-morotona (4.2) adotada para aceitaao de
pontos.
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Abstract . In this work, we presented a globally convergent Newton-inexact algo-
rithm for solving nonlinear systems. To ensure global convergence, weuse a hybrid
strategy combining line search and trust region (dogleg). The linear systems are
solving by GMRES(m) method with the matrix-free strategy.
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