TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 9, No. 2 (2008), 265-274.

© Uma Publicagdo da Sociedade Brasileira de Matemadtica Aplicada e Computacional.

Controle Temporal e Adaptabilidade Espacial na
Resolucao Numérica de uma Equacao tipo KdV!

F.C.G. MENDONCA? Programa de Pés-Graduacio em Computacdo Aplicada,
Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE, 12227-010 Sao José dos Campos,
SP, Brasil.

M.O. DOMINGUES? E.E.N. MACAU* Laboratério Associado de Computacao e
Matematica Aplicada - LAC, Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE,
12227-010 Sao José dos Campos, SP, Brasil.

Resumo. Nas iltimas décadas, véarios métodos vém sendo desenvolvidos, uti-
lizando ferramentas wavelet para resolucdo numérica de equagdes diferenciais par-
ciais evolutivas com adaptabilidade espacial. Esses métodos, tradicionalmente, uti-
lizam técnicas explicitas para a discretizagdo no tempo. Com o aperfeicoamento
desses métodos espaciais, como por exemplo, os hibridos wavelets-diferencas finitas,
hé necessidade de enfoques explicitos temporais mais eficientes e estdveis. Com essa
finalidade, sao avaliados neste trabalho o uso de algumas técnicas de Runge-Kutta
Encaixados (RKE) de ordem 4(5), nesse contexto adaptativo wavelet, para a reso-
lucao de um problema teste em uma equagao tipo Korteweg-de Vries (KdV) com a
interagdo de duas ondas solitarias.

Palavras-chave. Métodos numéricos, equagdes diferenciais, controle do passo de
tempo, wavelet, equagao de KdV.

1. Introducao

A técnica adaptativa espacial da Representacdo Esparsa de Pontos (SPR) [12] é um
método geral para resolugao de equagoes diferenciais parciais evolutivas (parabélicas
ou hiperbdlicas) que apresentem estruturas localizadas. A maioria desses problemas
possui caracteristicas que necessitam de uma adaptabilidade espacial mais elabo-
rada para preservar a dinamica do sistema modelado e manter a eficiéncia com-
putacional. Por um lado, a utilizagdo de uma malha pouco refinada fornece um
resultado pouco preciso, devido a ma representacao da fungao préoxima nas regioes
com pouca regularidade, por outro lado, o custo computacional se torna invidvel
se todo dominio for refinado. Na simulagao numérica ideal desse tipo de problema,
é desejavel que a discretizagao seja ajustavel espacial e temporalmente e que haja
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um controle do erro na evolugao da solugao. Por esses motivos, diferentes métodos
tém sido desenvolvidos na tentativa de associar a adaptabilidade do passo de tempo
com a adaptabilidade da discretizagao espacial [3, 5]. Por exemplo em [6, 5, 4, 9] é
proposto um refinamento de malhas adaptativo acoplado com um método de Runge-
Kutta encaizado explicito para escolher automaticamente o tamanho do passo de
tempo enquanto controla o erro.

Para avaliar o desempenho computacional da SPR com alguns dos métodos de
controle temporal Runge-Kutta encaixados (RKE) mais populares utilizou-se neste
trabalho uma equacao tipo Korteweg-de Vries (KdV) com duas ondas solitdrias.
Nessas equagdes nao-lineares ocorre variagao na regularidade da solucao durante a
evolugao temporal em diferentes regioes do dominio a medida que essas ondas se
encontram e se propagam novamente sem perda de suas formas originais. Sendo
assim, elas sdo bons exemplos de estudo da adaptabilidade espacial dinamica da
malha a solug@o, uma das principais caracteristicas de aplicacao aos métodos SPR.

E conhecido também que o passo de tempo deve ser muito pequeno nesses
tipos de equacao, o que introduz erros numéricos na prépria evolucao temporal da
solucao. Essas caracteristicas das KDVs as tornam equagoes de interesse para es-
tudo simultaneo do comportamento do método de adaptabilidade espacial em que
o controle temporal pode melhorar o desempenho da respresentacao da solugao.
Em especial, esse problema teste tem uma solugao analitica o que possibilita uma
avaliagao do erro cometido nas discretizagoes e nos diversos métodos discutidos.

Nas proximas segoes, uma breve introducao ao método SPR e aos métodos RKE
é apresentada. A seguir, a Equagdo de KdV é descrita, bem como os resultados
obtidos na resolucao da mesma, utilizando esse método adaptativo espacial em
conjunto com os métodos de controle do passo de tempo, visando a utilizagao de
técnicas mais eficientes computacionalmente e com aplicagoes a outros esquemas de
interesse.

2. Objetivo

Este trabalho é dedicado a avaliagao do desempenho numérico e computacional de
esquemas adaptativos temporais explicitos de ordem 4(5), juntamente com esque-
mas wavelet adaptativos espaciais, utilizando o método de Representacdao Esparsa
de Pontos em solucoes com diferentes regularidades localizadas no dominio e que
sao alteradas durante a evolugao temporal.

3. Meétodo de Representacao Esparsa de Pontos

Nas aplicagdes deste trabalho, considera-se a SPR, técnica proposta por [12] e uti-
lizada em [3, 14]. Nela, um esquema tradicional de diferencas finitas em uma malha
uniforme é associado a discretizacao com adaptagao de fungoes por valores pon-
tuais. Os pontos restantes, na malha adaptativa, estdo associados aos coeficientes
wavelet menores que um certo valor de truncamento. Nessa técnica, apesar de nao
estarem todos os valores pontuais presentes nas malhas, eles podem ser eficiente-
mente recuperados dada a representagao de valores existente. Nesse contexto, a
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analise wavelet interpolatdria contribui tanto na construgao de tais malhas, quanto
na construgao de um esquema de interpolacao adaptavel para fazer a conexao entre
os contextos uniforme e o nao-uniforme. O principal ingrediente consiste de um al-
goritmo de refinamento interpolante que, a partir das informagoes correspondentes
a um certo nivel, fornece aproximagoes para o nivel seguinte mais refinado, inter-
polando os pontos antigos. Os coeficientes wavelet sao as diferencas de informagao
entre os valores exatos e os valores aproximados, fornecidos pelo algoritmo de refi-
namento nos pontos novos, ou seja, erros de interpolagao. O principio bésico é que
os coeficientes wavelet podem ser utilizados como indicadores de regularidade local
das funcdes, sendo pequenos em regioes de suavidade e significativos em regioes de
variagao brusca. Supondo que, em um determinado tempo, seja dada uma repre-
sentacao da solucao em uma malha adaptativa, com a variagao temporal da posigao
dessas estruturas, faz-se necessario que seja possivel redefinir as malhas, dinamica
e automaticamente, durante as simulagoes numeéricas, assim como ajustar o passo
de tempo da forma mais eficiente possivel as novas malhas, de modo a se obter
melhores resultados no desempenho do método.

No estudo realizado, varios parametros de truncamento foram utilizados, sendo
que neste trabalho para facilitar as comparagoes apenas os resultados obtidos com
o parametro ¢ = 10~* sdo apresentados. A escolha de tal parametro se deve a um
balango entre a precisao requerida e a quantidade de pontos da malha adaptativa,
o que foi determinado apds a realizagao de experimentos numéricos, cuja descrigao
extrapola o contexto deste artigo.

4. Métodos de Runge-Kutta Encaixados

Na tentativa de se implementar procedimentos que permitam ajustar adaptativa-
mente o passo de integragao em um método RK, foram criadas as Férmulas RKE
[15]. Sejam as solugoes y1, §1 de ordem p e p + 1, respectivamente expressas por

Y1 :yo—i-At(blkl —|—+bsl€s), ?31 :yo—I—At(i)lkl—i——Fi)sks), (41)

em que b e b sdo coeficientes e k é funcao dos coeficientes ¢;. O algoritmo, que ajusta
automaticamente o tamanho do passo, tem como objetivo determinar um passo de
integragdo que satisfaca a tolerancia prescrita do erro local [11], visando alcangar a
precisao pré-determinada, na solugao, com o minimo esforgo computacional, ou seja,
com o maior passo possivel. Quando um tamanho de passo inicial é escolhido, o
algoritmo calcula duas aproximacoes para a solucao, y; e g;. Entao, uma estimativa
do erro resulta de |y; — §1]- E esta diferenca que deve ser mantida a um grau de
precisdo desejado. Isso é feito ajustando-se o tamanho de At. O estimador do
erro pode entdo ser escrito como A = yi; — 13 = » b (b; — l;l)kl Dado um passo
inicial At, denota-se o erro por ele produzido por Ajniciar- Do mesmo modo,

inicial>»
um novo passo At produzird um erro Agesejado. Ambos estao relacionados por
«

novo

JAN . _ Adesejado
At

B A==, em que Adesejado denota a precisao desejada e a pode
assumir valores como (ap, 1) = (1—17, p—h) [4, 15]. Se Ainicial < Adesejado, tem-se
o quanto se pode aumentar o passo de tempo de forma segura no proximo passo.
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Neste caso, a = o ¢é escolhido. Por outro lado, se Ajpicial > Adesejado, tem-se o
quanto se deve diminuir o tamanho do passo de tempo para uma nova tentativa,
sendo o = g escolhido.

Esse procedimento permite ajustar automaticamente o tamanho do passo, de
modo a encontrar uma precisdo prescrita no tempo. Contudo, quando At,,,,, sofre
um incremento muito grande, o novo valor predito pode falhar para encontrar a
precisao desejada. Dessa forma, uma medida para evitar esse tipo de problema é
limitar o aumento do passo de tempo, introduzindo um fator de seguranga S. Com
isso, aumenta-se a probabilidade de aceite do proximo passo de tempo, evitando o
aumento ou a diminui¢do demasiada do tamanho de At, e.g., valores freqlientemente
adotados para S sao 0.85 e 0.9, i.e., uma reducao de 10 a 15% da estimativa de At
[11].

4.1. Métodos Implementados

Trés métodos RKE explicitos de ordem 4(5), utilizados tradicionalmente na reso-
lucdo de Equagoes Diferencais Ordindrias (EDOs), sdo analisados neste trabalho: os
métodos de Runge-Kutta Fehlberg (F45), Cash & Karp (CK45) e Dormand e Prince
(DP/5). De modo tradicional, os coeficientes de Runge-Kutta sdo apresentados em
tabelas, veja [11]. Como exemplo, os coeficientes dos métodos F45 e CK45 estao
apresentados nas Tabelas 1 e 2.

As simulacoes sao realizadas com 513 pontos e uma tolerancia Agesejado = 104
nos métodos RKE 4(5).

Tabela 1: Coeficientes para Fehlberg 4(5)

0
1/4 1/4

3/8 3/32 9/32

12/13 | 1932/2197 —7200/2197  7296/2197

1 439/216 -8 3680/513  —845/4104

1/2 —8/27 2 —3544/2565  1859/4104  —11/40

25/216 0 1408/2565  2197/4104  —1/5 0

16/135 0 6656/12825 28561/56430 —9/50 2/55
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Tabela 2: Coeficientes para Cash & Karp 4(5)

0

1/5 1/5

3/10 3/10 9/40

3/5 3/10 —-9/10 6/5

1 —11/54 5/2 —70/27 35/27

7/8 | 1631/55296 175/512  575/13824  44275/110592  253/4096
37/378 0 250/621 125/621 0 512/1771
2825,/27648 0 18575/48384  13525/55296  277/14336 1/4

5. Equacgao de Korteweg-de Vries
A equagdo de Korteweg-de Vries (KdV) de interesse é expressa como

ou ou  o’u

— —6U — + —= =0, 5.1

ot ox + ox3 (5.1)
em que Y = U(x,t), parat > 0, x € [—20,20]. O exemplo considerado é apresentado
em [17]. Nele as condigoes de fronteira sdo periédicas e a condigao inicial é dada por
U(z,0) = —6sech?(x). A solugdo analitica (exata) apresenta duas ondas solitérias
5 deslocando-se pelo dominio e tem a seguinte expressio

3 + 4 cosh(2x — 8t) + cosh(4dx — 64t)
[3 cosh(x — 28t) + cosh(3z — 36t)]2

U(z,t) =12

A Figura 1 apresenta a evolugao temporal da solucdo numérica para os tempos
t =0 et = 0.4, respectivamente. Em a), a solu¢ao é dada para o tempo ¢t = 0,
momento em que os duas ondas solitdrias se encontram. Em b), as duas ondas se
afastam presevando suas formas originais. Nessa solucao numérica, esquemas de
diferencas finitas centradas de ordem 4 sao utilizados com a condigao de estabili-
dade (condicao tipo de CFL) de (AA—;)S < % ~ 0.03225, conforme as estimativas

apresentadas em [10].

5 - - e N N .
°QOs solitons sao ondas solitdarias que mantém sua forma & medida que o tempo passa.
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(a)t=0 (b) t=0.4

Figura 1: Solugdo numérica da Equagao de KdV estudada para (a) t =0 e (b) t = 0.4.

6. Resultados

A Figura 2 corresponde as malhas adaptativas obtidas pelos métodos CK45 e F45,
ilustrando a posicao dos coeficientes ”‘wavelet”’ de valor significativo. O eixo z
corresponde ao dominio considerado na simulacao e o eixo y apresenta os diferentes
niveis de refinamento utilizados para representar o problema em questao.

(a) CK45 (b) F45

10 T T T T T T T 10

9 —————-

Nivel
Nivel
(=]

Figura 2: Malhas adaptativas obtidas na resolugdo da Equagido de KdV utilizando os
métodos RKE 4(5) em t = 0.4, com € = 107% e Adesejado = 1074 (a) Método CK45 e (b)
Método F45.

Na Figura 1, em b), é apresentada a solugdo numérica da equagéo para o tempo
t = 0.4. Nesse momento, a solugao apresenta duas regides onde encontram-se as
ondas solitdrias, aproximadamente no intervalo [0, 10] do dominio utilizado. Dessa
forma, as malhas adaptativas, ilustradas na Figura 2, sao refinadas nesta regiao.
A Figura 3 ilustra o nimero de coeficientes ”‘wavelet”’ de valor significativo (Ny)
utilizados por cada um desses métodos RKE 4(5) durante a evolugao do modelo até
o tempo t = 0.4.

Observa-se, na Figura 3, que, para resolucao da Equacao de KdV, esses métodos
RKE de ordem 4(5) utilizam, a principio, aproximadamente 120 pontos. Durante
a evolucao, o método CK45 chega a atingir um valor méaximo de 250 pontos. Ja
os métodos F45 e DP45 utilizam, durante a evolucao temporal, o valor méximo de
190 pontos ao longo de todo o processo de integracao. Esses resultados evidenciam
o ganho obtido com o uso de métodos adaptativos, uma vez que, o nimero maximo
de pontos necessarios nestes métodos nao chega nem a ser a metade dos pontos
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Figura 3: Nimero de pontos significativos (N;) presentes na malha adaptativa durante a
evolugao temporal da Equacao de KdV utilizando os trés métodos RKE 4(5) estudados.

utilizados ao se recorrer a métodos nao adaptativos espacialmente.

Neste contexto numérico, estamos interessados na analise comparativa dos trés
métodos RKE 4(5) considerados. A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos com a
utilizacdo de métodos tradicionais, no espago (DF) e no tempo (RK4), e do método
RK4, associado a SPR, até t = 0.4. Nesses métodos, o passo de tempo utilizado
corresponde ao menor passo de tempo encontrado pelos métodos RKE 4(5), ou seja,
Ntyin = 1.4305 - 107°.

Na Tabela 3, pode-se observar que ambos os métodos realizam o mesmo ntimero
de passos, apresentando, assim, a mesma complexidade. Os métodos tradicionais
sao mais precisos na resolucao do problema. Essa precisao vem acompanhada de
um tempo de processamento trés vezes superior ao tempo do método SPR. A per-
centagem do tempo de CPU apresentada corresponde ao tempo de CPU gasto por
RK4 e DF, que sao métodos tradicionais na resolucao de EDPs.

Tabela 3: Desempenho dos métodos tradicionais e do método RK4 associado a
SPR na solugao da Equacao de KdV. Parametros considerados: ntimero de passos
realizados, erro cometido L., complexidade computacional e tempo de CPU .

Método Passos Ly Complexidade CPU
g | )
RK4 e DF | 27963 | 0.0010 195741 4586.13 | 100.0
RK4 e SPR | 27963 | 0.0437 195741 1470.78 | 32.07

Os métodos de controle do passo de tempo CK45, DP45 e F45 tém seus de-
sempenhos apresentados na Tabela 4. A fim de se obter melhores resultados no
desempenho de cada método, foram feitos testes variando o valor do fator de segu-
ranca S e do parametro a. As percentagens da complexidade e do tempo de CPU
apresentadas correspondem aos valores obtidos pela SPR e RK4, apresentados na
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Tabela 3, utilizando o menor passo de tempo encontrado pelos métodos RKE 4(5).
Pode-se observar que todos os métodos apresentam um nidmero maior de passos
bons do que de passos ruins. Portanto, a previsao dos passos de tempo é adequada
na maior parte do tempo no processo de integracao. Ocorre uma reducao do niimero
de passos ruins quando S = 0.85. Dentre os trés métodos RKE, o método F45 se
destaca em quase todos os casos com o menor erro cometido. Os métodos RKE se
mostram menos custosos do que o método RK4 com e sem adaptabilidade espacial.
Em todos os casos, o método DP45 se apresenta como o método mais custoso dentre
os métodos RKE 4(5). O método F45 se apresenta como o método de menor custo.

Tabela 4: Desempenho dos métodos RKE 4(5) na solu¢ao da Equagao de KdV.

Método Passos S « Loo Complexidade CPU

Bons | Ruins valor | (%) seg | (%)
CK45 4022 793 0.9 -0.2 | 0.0215 | 33705 17.2 474.4 32.25
DP45 4211 808 0.9 -0.2 | 0.0175 | 40152 20.5 457.01 | 31.07
F45 4488 612 0.9 -0.2 | 0.0114 | 30600 15.6 353.3 24.02

CK45 5201 89 0.85 | -0.1 | 0.0148 | 37030 18.9 363.0 | 24.68
DP45 5840 103 0.85 | -0.1 | 0.0114 | 47544 | 24.3 | 457.71 | 31.12
F45 5815 36 0.85 | -0.1 | 0.0159 | 35106 17.9 | 373.29 | 25.38

CK45 4026 402 0.85 | -0.2 | 0.0189 | 30996 15.8 | 339.85 | 23.11
DP45 5477 401 0.85 | -0.2 | 0.0217 | 47024 | 24.0 | 506.08 | 34.41
F45 4996 491 0.85 | -0.2 | 0.0116 | 32922 16.8 | 373.71 | 25.41

CK45 5231 s 0.95 | -0.1 | 0.0221 | 42056 21.5 | 633.66 | 43.08
DP45 5865 568 0.95 | -0.1 | 0.0218 | 51464 | 26.3 | 692.56 | 47.09
F45 4362 464 0.95 | -0.1 | 0.0147 | 28956 14.8 | 319.86 | 21.75
CK45 3546 1458 | 0.95 | -0.2 | 0.0281 | 35028 17.9 | 586.29 | 39.86
DP45 4799 1470 | 0.95 | -0.2 | 0.0158 | 50152 25.6 | 698.47 | 47.49
F45 3367 1431 0.95 | -0.2 | 0.0125 | 28788 14.7 | 366.14 | 24.89

7. Consideracoes Finais

Grosso modo, um método ideal seria aquele que minimizasse erros numéricos, en-
quanto nunca gerasse passos considerados ruins. No entanto, essas caracteristicas
nao se encontram unificadas em um sé método.

Nos casos estudados, constatou-se que a utilizagao do método tradicional de DF
associado ao RK4 forneceu uma solugio mais préxima da solugao analitica (exata)
do problema. No entanto, o ganho em precisao vem acompanhado de um custo e
um tempo de processamento cerca de 3 a 4 vezes maior. Por outro lado, os métodos
RKE associados a SPR sao estratégias mais precisas que o método RK4 e a SPR, o
que os torna técnicas eficientes na resolugao numérica de um determinado problema,
ao fornecer uma maior eficiéncia computacional.

De maneira geral, os métodos de ordem 4(5) obtiveram erros relativamente
proximos, sendo todos eles inferiores ao erro obtido por RK4 associado a SPR.
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Dentre os métodos de ordem 4(5), o método F45 se apresentou como o método
menos custoso obtendo ainda os menores erros na maior parte dos casos.

Diante disso, o método F45 é selecionado como o método mais adequado dentre
os estudados para esse contexto adaptativo, pois apresenta o melhor balango na
variagao entre o niimero de passos, o erro e a complexidade computacional. Isto
é, ele teve uma performace mais constante do que os outros métodos estudados,
apresentando um bom desempenho em todas as andlises. Conclui-se, assim, que
a utilizacao de métodos adaptativos é uma estratégia eficiente tanto do ponto de
vista computacional quanto numérico.
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Abstract. Wavelet methodology has been exploited as the key tool embedded
on the up-to-date methods that are specially tailored to numerically solve with
spatial adaptability evolved partially differential equations. Traditionally, these
methods use explicit procedures to deal with time discretization. However, the
enhancement of this approach requires the development of more efficient and stable
explicit temporal techniques. In this work, we assess the performance that can
be draw by using some Runge-Kutta embedded (RKE) techniques of 4(5) order in
this scenario of adaptive wavelet to numerically solve the Korteweg-de Vries (KDV)
equation.
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