NOTAS EM MATEMATICA APLICADA ISSN 2175-3385
E-ISSN 2236-5915

Volume 94, 2023

Corpo Editorial

Sandra Mara Cardoso Malta (Editor Chefe)
Laboratério Nacional de Computagao Cientifica - LNCC
Petropolis, RJ, Brasil

Eduardo V. O. Teixeira (Editor Executivo)
University of Central Florida - UCF
Orlando, FL, EUA

Lilian Markenzon
Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ
Rio de Janeiro, RJ, Brasil

Marcelo Sobottka
Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC
Florianopplis, SC, Brasil

Paulo F. de Arruda Mancera
Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho- UNESP
Botucatu, SP, Brasil

Sandra Augusta Santos
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP
Campinas, SP, Brasil

Tania Schmitt
Universidade de Brasilia - UnB
Brasilia, DF, Brasil

SO Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

2023



A Sociedade Brasileira de Mateméatica Aplicada e Computacional
- SBMAC publica, desde as primeiras edigdes do evento, monografias
dos cursos que sao ministrados nos CNMAC.

Para a comemoragao dos 25 anos da SBMAC, que ocorreu durante
0 XXVI CNMAC em 2003, foi criada a série Notas em Matematica
Aplicada para publicar as monografias dos minicursos ministrados nos
CNMAC, o que permaneceu até o XXXIIT CNMAC em 2010.

A partir de 2011, a série passa a publicar, também, livros nas dreas
de interesse da SBMAC. Os autores que submeterem textos a série
Notas em Matematica Aplicada devem estar cientes de que poderao
ser convidados a ministrarem minicursos nos eventos patrocinados pela
SBMAC, em especial nos CNMAC, sobre assunto a que se refere o texto.

O livro deve ser preparado em Latex, com as figuras em .eps,
.pdf e etc. e ter entre 80 e 150 paginas. O texto deve ser redigido
de forma clara, acompanhado de uma excelente revisao bibliografica
e de exercicios de verificagao de aprendizagem ao final de cada
capitulo. O idioma pode ser Portugués ou Espanhol.

Veja todos os titulos publicados nesta série na pagina
http:/ /https://proceedings.science/notas-sbmac

S Sociedade Brasileira de Mateméatica Aplicada e Computacional

2023



SC

PRECONDICIONADORES BASEADOS NA
APROXIMACAO DA INVERSA PARA
SOLUCGAO DE SISTEMAS LINEARES DE
GRANDE PORTE

Julia Sekiguchi da Cruz

julia-seki@hotmail.com

Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Mecanica
Faculdade de Engenharia
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Moisés Ceni de Almeida
moisesceni@gmail.com

Departamento de Matematica
Instituto de Ciéncias Exatas
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

Luiz Mariano Carvalho
luizmc@ime.uerj.br

Departamento de Matematica Aplicada
Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Michael Ferreira de Souza
michael@Qufc.br

Departamento de Estatistica ¢ Matematica Aplicada
Centro de Ciéncias
Universidade Federal do Ceara

Sao Carlos - SP, Brasil
2023

Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional



Coordenagao Editorial: Mateus Bernardes

Coordenagao Editorial da Série: Sandra M. C. Malta

Editora: SBMAC

Capa: Matheus Botossi Trindade

Patrocinio: SBMAC

Copyright (©)2023 by Julia Sekiguchi da Cruz, Moisés Ceni de Almeida,
Luiz Mariano Carvalho ¢ Michael Ferreira de Souza. Direitos reserva-
dos, 2023 pela SBMAC. A publicac¢ao nesta série ndo impede o autor de

publicar parte ou a totalidade da obra por outra editora, em qualquer
meio, desde que faga citagao & edigao original.

Catalogagao elaborada pela Biblioteca do IBILCE /UNESP
Bibliotecaria: Maria Luiza Fernandes Jardim Froner

Cruz, Julia S. da
Precondicionadores Baseados na Aproximacao da Inversa para
Solugao de Sistemas Lineares de Grande Porte - Sao Carlos, SP :
SBMAC, 2023, 114 p., 21,5 cm - (Notas em Matematica
Aplicada; v. 94)

ISBN 978-65-86388-12-1  e-ISBN 978-65-86388-11-4

1. Sistema Linear de Grande Porte 2. Métodos de Krylov
3. Precondicionador 4. Inversa Aproximada 5. Matriz em Blocos
I. Cruz, Julia S. da II. Almeida, Moisés C. de
II1. Carvalho, Luiz M IV. Souza, Michael F. IV. Titulo. V. Série

CDD - 51




Contetdo

2

Prefacio

Métodos de Krylov
1.1 Imtroducao . . . . . . ... ...
1.2 Método de gradientes conjugados (CG) . . . . ... ...
1.3 Método de residuos minimos generalizado (GMRES)
1.4 Precondicionadores . . . . . . ... ... ... ... ...
1.4.1 Meétodo de gradientes conjugados precondicionado
(PCG) . . . oo
1.4.2 Método de residuos minimos generalizado pre-
condicionado . . . . . ...
1.4.3  Alguns precondicionadores . . . . . . .. ... ..

Inversa Aproximada e suas caracteristicas
2.1 Imtrodugao . . . . . . ...
2.2 Versoes pela direita e pela esquerda . . . . . . . . . . ..
2.3 Relagbes com os fatores Le U . . . . . . ... ... ...
2.4 Estratégias de descarte . . . . . . .. ... ... ..
2.4.1 Tolerancia fixaem Ze W . ... ... ... ...
2.4.2 Tolerancia variavelem ZeW . . . . .. ... ..
2.4.3 Padrao de zeros predefinidoem Ze W . ... ..
2.4.4  Descarte em relagao a 7";-5 esis
2.4.5 Descarte emrelaggpoa Le U . . . . . . . .. . ..
24.6 Posfiltragem . .. ..o
2.5 Apresentacao do Algoritmo Inversa Aproximada . . . . .
2.6 Reordenamentos e escalamentos . . . . . . ... ... ..
2.7 Falha na Inversa Aproximada . . . . ... ... ... ..

Principais variagoes da Inversa Aproximada

3.1 Inversa Aproximada (AINV) . ... ... ... ... ...
3.2 Inversa Aproximada Nao Simétrica (AINV-NS) . . . ..
3.3 Inversa Aproximada Estabilizada (SAINV) . . . . .. ..

v



vi

3.4 Inversa Aproximada Estabilizada Nao Simétrica (SAINV-

NS) o 35
3.5 Inversa Aproximada com Pivoteamento (AINVP) . . .. 36
3.6 Fatoracao Incompleta Robusta (RIF) . . . ... ... .. 38

3.7 Inversa Aproximada Estabilizada Aperfeicoada (ISAINV) 40
3.8 Inversa Aproximada Estabilizada Variada (SAINV-VAR) 42
3.9 Inversa Aproximada Fatorada pela Frente (FFAPINV) . 43
3.10 Fatoracao Incompleta Robusta Nao Simétrica (RIF-NS) . 44
3.11 Fatoracao Incompleta Robusta com Pivoteamento (RIFP) 46
3.12 Inversa Aproximada com Pivoteamento pela Esquerda

(LLAINVP) © . ..o 47
3.13 Classificagao da Inversa Aproximada . . . ... ... .. 50
3.13.1 Classe AINV . . . . ... ... ... ... ... 50
3.13.2 Classe FFAPINV . . . .. ... ... ... .... 51
3.13.3 Classe AINV-LU . . ... ... ... ... .... 52
3.13.4 Classe Pivoteamento . . . . . . ... ... .. .. 52
Complexidade da Inversa Aproximada 59
4.1 Complexidade sem considerar os descartes . . . . . . .. 59
4.2  Complexidade considerando os descartes . . . . . .. .. 61
4.2.1 Custo da classe AINV . . . .. ... .. ... .. 61
4.2.2  Custo da classe FFAPINV . . . . ... ... ... 63
4.2.3 Custo da classe AINV-LU . . . ... .. .. ... 63
4.2.4  Custo da classe Pivoteamento . . . . . . ... .. 64
4.3 Resumo dos custos dos algoritmos . . . . . .. ... .. 66

Inversa Aproximada em Blocos para Matrizes Simétri-

cas 69
5.1 Notagao . . . . . . . ... 69
5.1.1 Estrutura em blocos homogéneos . . . .. .. .. 69
5.1.2  Estrutura em blocos heterogéneos (tamanho de
blocos variavel) . . . ... ... .. L. 70
5.1.3 Outras notagdées . . . . . . . . . .. ... ... .. 71
5.2 A-conjugacao em blocos . . ... ... 71
5.3 BAINV para M-matrizes ndo singulares . . . . . . . . .. 5
5.4 BAINV para H-matrizes nao singulares . . . . . . .. .. 80
Inversa Aproximada em Blocos para Matrizes Nao Si-
métricas 85
6.1 A-biconjugagao em blocos . . . . . ... ... ... .. 85
6.2 Trabalhos desenvolvidos . . . . .. ... ... ... ... 93
6.2.1 Inversa Aproximada em Blocos Nao Simétrica (BAINV-
NS) .. 93

6.2.2 Inversa Aproximada em Blocos Estabilizada (SBAINV) 95



vii

6.3 Variagoes propostas . . . . .. ... 97
6.3.1 Inversa Aproximada em Blocos Estabilizada Nao
Simétrica (SBAINV-NS) . . . ... ... .. ... 97
6.3.2 Inversa Aproximada Fatorada pela Frente em Blo-
cos (BFFAPINV) . . .. ... ... .. ... ... 100
6.3.3 Inversa Aproximada Estabilizada Variada em Blo-
cos (SBAINV-VAR) . ... ............ 100
6.3.4 Fatoracdo Incompleta Robusta Nao Simétrica em

Blocos (BRIF-NS) . .. ... ... ........ 102






Prefacio

Sistemas lincares da forma Az = b, em que A € R™ " ¢ nao singular ¢
esparsa, b € R™ é o vetor dos termos independentes e x € R™ é o vetor
solucao sao de grande relevancia em problemas da ciéncia ¢ industria.
Para matrizes de grande porte, o uso de métodos diretos para a sua
resolugao, como a climinagao gaussiana, ¢ impraticavel, pois a comple-
xidade ¢ de O(n?), fazendo-se necessario o uso de métodos iterativos.
Observe-se que para algumas matrizes esparsas especiais a complexi-
dade ¢ de menor ordem. Dentre eles, temos os métodos de projegao
em subespagos de Krylov como por exemplo o Método de Gradientes
Conjugados (CG), para matrizes simétricas positivas definidas (SPD).!
Porém, métodos de Krylov podem convergir lentamente sem um pre-
condicionador adequado.

A ideia do precondicionador é construir um operador em que a ma-
triz precondicionada possua um menor nimero de condicionamento e
uma melhor distribuicao de autovalores. Essas alteracoes no problema
original comumente fazem com que o sistema resultante seja solucio-
nado em um menor numero de iteragdes. Existem diversos tipos de
precondicionadores, dentre eles, os que aproximam a fatoracao da in-
versa de A. Neste livro, abordamos um precondicionador deste tipo,
conhecido como Inversa Aproximada (Approzimate Inverse ou AINV).

O livro apresenta vérios resultados teoricos sobre o precondicionador
de Inversa Aproximada proposto por Benzi, Meyer ¢ Tima, em 1996.
Alguns destes resultados se encontravam dispersos em artigos cientificos
¢ outros sdo inéditos. Nossa principal ferramenta ¢ a Algebra Lincar
Computacional, tanto para tratar a versao escalar, quanto para a versao
em blocos do método.

Também reunimos e classificamos as principais variagoes do AINV
encontradas na literatura da area, pontuando suas semelhancas e di-
ferencas, além de estudarmos suas complexidades. Todas as variantes
sao apresentadas com seus respectivos algoritmos e detalhes sao discu-
tidos. Além disso, adaptamos algumas das variagoes escalares para o
tratamento em matrizes em blocos.

'Daqui para frente, chamaremos os métodos de projecio em subespacos de Krylov
apenas por métodos de Krylov.
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O publico-alvo de nosso estudo séo pesquisadores (na academia e na
industria) e estudantes de graduagio e poés-graduacao que necessitam
resolver sistemas lineares de grande porte, pois neste contexto, o uso de
métodos iterativos, em particular dos métodos de Krylov, é mandatorio,
sendo, portanto, imprescindivel a utilizagao de precondicionadores.

No capitulo 1, é feita uma revisao sobre dois métodos de Krylov. No
Capitulo 2, descrevemos e analisamos o método de biconjugacao que
¢ a base dos precondicionadores de Inversa Aproximada. Dentre elas,
abordamos as relagoes com os fatores L e U da matriz do problema, es-
tratégias de descarte, procedimentos para evitar a quebra, entre outros.
No Capitulo 3, revisamos as principais varia¢oes do AINV, baseadas nos
seus trabalhos originais, além de classificid-las em quatro grupos. No
Capitulo 4, analisamos as complexidades das variagoes do AINV. No
Capitulo 5, exibimos as adaptagoes do AINV para matrizes simétri-
cas em blocos, apresentando alguns de seus principais resultados. No
Capitulo 6, discutimos as adaptagoes do AINV para matrizes nao simé-
tricas em blocos, além de analisar os principais trabalhos ja publicados
e abordar algumas variagoes desse tipo de precondicionador. Ao final
de cada capitulo, propomos alguns exercicios.

Por fim, gostariamos de agradecer ao trabalho dos editores e revi-
sores que contribuiram para a melhoria do texto final, sendo que todos
os possiveis erros restantes sao de nossa total responsabilidade.

Fortaleza, Rio de Janeiro e Seropédica, 14 de fevereiro de 2023.

Julia Sekiguchi da Cruz, Moisés Ceni de Almeida,
Luiz Mariano Carvalho e Michael Ferreira de Souza.
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Capitulo 1

Métodos de Krylov

1.1 Introdugao

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas informagoes breves e re-
levantes sobre os métodos de Krylov para solucao de sistemas lineares
Ax = b, em que A € R™" ¢ ndo-singular, b € R™ é o lado direito conhe-
cido e x € R™ é o vetor de incognitas do problema. Uma revisao mais
completa deste métodos pode ser encontrada em [27]. Discutiremos
adiante algumas propriedades dos espacos de Krylov!. Esses espacos
apareceram originalmente em uma técnica proposta por A.N. Krylov
para construgao de polinémios caracteristicos de matrizes. Sem entrar
em detalhes (que podem ser vistos em [57, segao 7.11]), o resultado do
método é a construcao de matrizes K, nao singular, e H, Hessenberg?
tal que o produto K *AK = H seja valido. Trata-se de uma relacao de
similaridade e, portanto, A e H tém o mesmo polindmio caracteristico.
As colunas da matriz K, em uma primeira fase do método, podem ser
construidas pela multiplicagao de um vetor b por A, a saber, a j—ésima
coluna de K (:,7)% é dada por A771b, ou seja

K=[b Ab A% ... A1),

! Aleksei Nikolaevich Krylov (1863-1945) mostrou em 1931 [49] como usar sequéncias da
forma {b, Ab, A%b, ...} para construir o polindmio caracteristico de uma matriz. Krylov foi
um matematico aplicado russo (engenheiro maritimo de formagao) cujos interesses cienti-
ficos ultrapassavam em muito as areas de seu treinamento inicial em ciéncia naval, que en-
volviam flutuagao, estabilidade, etc. Krylov foi diretor do Instituto de Fisica-Matematica
da Academia de Ciéncias da Unido Soviética de 1927 a 1932, e em 1943 ganhou um “prémio
estatal” por suas teorias sobre biussolas. Foi condecorado como “heréi do trabalho socia-
lista” e é um dos poucos matematicos que tem um acidente geografico lunar associado a
seu nome, trata-se da cratera Krylov. (traduzido pelos autores de [57])

2Uma matriz A é denominada Hessenberg superior (inferior) caso a;; = 0, para todos
i>j4+1(<j+1).

3Estamos usando a notacdo do Matlab para nos referirmos a partes de uma matriz:
A(i,:) serd a i—ésima linha da matriz A e A(:,j) serd a j—ésima coluna da matriz A.



2 Métodos de Krylov

A técnica desenvolvida nesse método esta na génese de todos os, assim
chamados, métodos de Krylov.

O subespago de Krylov de dimensao k associado a solugao iterativa
do sistema linear Ax = b ¢ formado por todas as combinagoes lineares
dos vetores: 1, Arg, A%rg,..., AFlry, em que 2y ¢ uma aproximacao
inicial e 179 = b — Axg € o residuo inicial e sera denotado por i (A, ro).
No Exercicio 1.1, o leitor devera provar que, dadas algumas condigoes,
a solucao exata do sistema linear, Az = b, estd no espago afim xg +
Kir(A, 1), tal que k seja o menor inteiro para o qual Kji1(4,7r9) C
sz (A, ’I"()) .

Em [27], sdo apresentados métodos de proje¢ao em subespagos quais-
quer, aqui trataremos de métodos de proje¢ao em subespagos de Krylov.
Sejam Ky, e Ly subespagos de Krylov, ambos com dimensao k. Um mé-
todo de projecao consiste em, dado um valor inicial zq, construir uma
sequéncia (xk) 1. € vetores que atendam as seguintes propriedades:

T — Ty € K:;w (111)

Como nao se sabe a priori o valor exato da solugao e a cada novo passo
do método tem-se uma nova aproximagao xy,  primeira vista, o melhor
que se pode fazer é calcular a diferenca, r, = b — Axy, chamada de
residuo. Desta forma, podemos chama-los de métodos de projegao
em subespacgos de Krylov (MPSKs).

1.2 Meétodo de gradientes conjugados (CG)

O método de gradientes conjugados (CG) ¢ o método padrao para
solugao iterativa de sistemas lincares quando a matriz dos cocficientes ¢
simétrica ¢ positiva definida?. As propriedades deste método podem ser
encontradas em diversos trabalhos, com as mais variadas abordagens,
dentre estes destacamos o artigo original de Hestenes e Stiefel [42], o
livro de Golub e Van Loan [38], o livro de Saad [67] e o livro de Malek
e Strakos [5§].

Enquanto método de projecao, o CG pode ser descrito utilizando
as equagoes 1.1.1 e 1.1.2, com K, = Ly, = {ro, Arg, A%rq, ..., AF"Irg}.

Nos algoritmos deste livro, usaremos tanto a notagao (ry, pr) quanto
’r,ka para representar o produto interno usual entre dois vetores 7 e
pe- Ou seja,

(re.pr) = T pg = Zm * i (i

4A matriz A é positiva definida, ou somente positiva, caso 27 Az > 0, para todo = # 0.
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em que r(7) é i-ésima coordenada do vetor ry.
Apresentamos o método CG no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Método de gradientes conjugados (CG)

Dados: matriz A € R™*" simétrica e positiva definida, lado direito
b € R", aproximagao inicial xg € R" e tolerancia tol.
Resultado: z*, tal que Az* ~ b.
1 k<« 0
2 19 b— Axg;
3 po < To;
4 ¢ < tol* ||b|2;
5 enquanto ||r;||2 > ¢ faca
(7'k,’r*k) .
(Apk, px)’
Tk41 Tk + agpg, minimiza aproximacao na direcao da vez;
Tpt1 < Tk — apApg, residuos ortogonais;
9 | by (GESHISSON
(&, 7k)
10 Dk+1  Tkt1 + brpr, direcoes A-ortogonais;
11 k+—k+1;
12 ¥ — Tk

6 ajp <

1.3 Meétodo de residuos minimos generalizado (GM-
RES)

O GMRES é um dos métodos mais utilizados para resolver iterativa-
mente sistemas lineares nao singulares quaisquer. As propriedades deste
método e de algumas de suas variagoes podem ser encontradas no livro
de Saad [67], um dos proponentes deste método, e no livro de Meurant
e Tebbens [56]. Uma revisao historica do GMRES ¢é apresentada em
[82].

Enquanto método de projecao, o GMRES pode ser descrito utili-
zando as equagoes 1.1.1 e 1.1.2, com Ky = {ro, Arg, A%rg, ..., A" 1o}
€ ﬁk = AK:k

Ha dezenas de variagoes do GMRES, aqui apresentaremos, no Al-
goritmo 2, apenas a mais simples, a versao do método com recomego
que costroi uma base ortonormal para um subespaco de Krylov.?

5 L .
°Uma base ortonormal de um espago vetorial é formada por vetores ortogonais, com
norma igual a 1, que sejam linearmente independentes e gerem este espago vetorial.



4 Métodos de Krylov

Algoritmo 2: Método de residuos minimos generalizado (GMRES) com
recomego
Dados: matriz A € R™*™ nao singular, lado direito b € R™,
aproximacao inicial zg € R™, m o tamanho méximo do

subespago de Krylov a ser construido e tolerancia tol.
Resultado: z*, tal que Az™* =~ b.
1 79 < b— Az'();
To .
lIroll2”
3 para j =1:m faca

2 V]

4 método de Arnoldi;
5 Wj Avj;
6 parai=1:j faca
7 Gram-Schmidt modificado;
8 hij <= (w;,v;) monta a matriz H,p;
9 L Wj < Wj — hijvj;
10 | hjprg < [lwgllz;
11 se hji1; = 0 entao
12 happy breakdown;
13 m < j e va para 15;
Wy
14 Vi1 novo vetor da base ortonormal do subespago de
j+1.5
Krylov;

15 Ym < minyERm || HTOHQ(H - HmyH2§

16 =¥ = 20 + Vin¥m;

17 Caso * nao seja uma boa aproximacao para a solucdo exata entao
xro < =¥ e va para 1;

1.4 Precondicionadores

Precondicionadores sao essenciais para uma boa desempenho dos MPSKs.
Apesar do nome precondicionamento estar ligado ao condicionamento
da matriz dos coeficientes, ha outros fatores que influenciam na conver-
géncia, como por exemplo a distribuicdo dos autovalores.

Um precondicionador pode ser tanto uma matriz quanto um método
nao linear. Sendo comum o uso de outros métodos de Krylov como pre-
condicionadores, dando origem a métodos flexiveis ou ainda de iteragao
interna e externa.

Um bom precondicionador tem que acelerar a convergéncia do mé-
todo, no minimo, para compensar o custo de sua construgao, mas o
objetivo é sempre mais ambicioso. O dificil problema de se encontrar
um precondicionador eficiente é que se deve identificar um operador M,
linear ou nao, que atenda a pelos menos, necessaria mas nao exclusiva-



Introdugao 5

mente, as seguintes propriedades:

1. De alguma forma M~' é uma boa aprozimacdo para A~'. Embora
nao haja uma teoria geral, pode-se dizer que M deve ser de tal
forma que M 1A, ou AM™!, deve ser proxima da matriz identi-
dade e que scus autovalores sejam aglomerados em uma pequena
regiao do plano complexo, longe de 0;

2. M seja eficiente. De forma que o método precondicionado con-
virja muito mais rapidamente do que a nao precondicionado, com-

pensando largamente o custo de construgao e armazenamento de
M;

3. M ou M~ sejam construidas em paralelo. Para explorar as varias
arquiteturas atuais, que cada vez mais utilizam o processamento
paralelo.

Algebricamente, precondicionar um sistema linear Ax = b seria apli-
car uma das trés transformagoes:

Pela esquerda:
M~ Az = M. (1.4.3)

Como o lado direito é alterado, é necesséario se ter atengao no
critério de parada utilizado, pois ele deve refletir o novo problema
tratado.

Pela direita:
AM™ ™y =0b, com M 'y=uz. (1.4.4)

Nesse caso o lado direito nao é alterado.

Ambos os lados: Caso o problema tratado seja simétrico e positivo-
definido, torna-se importante preservar essas propriedades, nesse
caso ao se aplicar um precondicionador simétrico em ambos os
lados garantem-se ambas as caracteristicas:

MY2AMY2y = M~Y%, com M Y?y=z. (1.4.5)

1.4.1 Meétodo de gradientes conjugados precondicionado
(PCG)

Devemos observar que no Algoritmo 3 o precondicionador nao é apli-
cado diretamente na matriz A, mas sim no residuo. Esta técnica ¢ uma
forma de evitar a aplicacao do precondicionador em ambos os lados de
A e, a0 mesmo tempo, garantir a simetria da matriz precondicionada.
Para os detalhes desta abordagem ver [73, pag 40].



6 Métodos de Krylov

Algoritmo 3: Método de gradientes conjugados precondicionado (PCG)

Dados: matriz A € R™*"™ gimétrica e positiva definida, lado direito
b € R", aproximagao inicial zp € R™, um precondicionador
M e tolerancia tol.
Resultado: z*, tal que Az* ~ b.
1 k<« 0
2 7o < b— Al’o;
3 po < M1y, primeira aplicacio do precondicionador:
4 ¢ < tol* ||b]|2;
5 enquanto ||ry||2 > ¢ faga
(’I‘k, ]V[717‘k)
(Apk, pr)
precondicionador;
Th41 < Tk + QkPE;
Tr+1 < Tk — agApg;
(rks1, M 'rpqa)
(’I“k-, MﬁlTk)
reuso de anterior;
10 Pr+1 Mﬁlrkﬁ_l + bgpk, uso de aplicagao anterior do

6 ay < , uso de aplicacao anterior do

9 by < , nova aplicagao do precondicionador ¢

precondicionador;
11 k<« k+1;
12 ¥ — Tk

1.4.2 Método de residuos minimos generalizado
precondicionado

Para o GMRES, com precondicionamento pela esquerda, ver Algo-
ritmo 4, o precondicionador é usado no calculo do primeiro residuo,
ver Passo 1, e durante o procedimento de Arnoldi, quando da pre-
paracio do novo vetor, no Passo 4.° Ou seja, w = Av; passa a ser
M~'Av; = M~'w. Vale sempre lembrar que, apesar de usarmos a no-
tagdo matricial, o operador M, pode ser nao-linear. Para a opcao de
aplicacao do precondicionador pela direita ver [67].

1.4.3 Alguns precondicionadores

Um dos problemas mais criticos no desenvolvimento de solvers eficientes
¢ a construgao de precondicionadores e essa importancia devera se tor-
nar cada vez mais evidente [77, pag. 319]. Vamos descrever brevemente
algumas familias de precondicionadores:

50 procedimento de Arnoldi é composto pelas linhas de 5 a 9 do Algoritmo 2.
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Algoritmo 4: Método de residuos minimos generalizado (GMRES) com
recomego precondicionado pela esquerda

I =T, S NIV M

© »

10

11

12

13
14

Dados: matriz A € R™*™ nao singular, lado direito b € R™,
aproximagao inicial g € R", m o tamanho méximo do
subespago de Krylov a ser construido, um precondicionador
M ¢ tolerancia tol.

Resultado: z*, tal que Az* ~ b.

rg + M~ (b — Axy), primeira aplicacao do precondicionador;

V] — &;

[Iroll2
para j = 1:m faga
wj 4~ M_lAvj, aplicacao do precondicionador;
parai=1:j faca
L hij < (wj, vi);
Wy < Wy — hijvj;
i1 < llwjllz;
se hji1; = 0 entao
m < j e va para 12;
Wy
Vj+1 ;

L Jj+1.3

Ym « mingegm || [[roll2er — Hmyll2;

" =20 + VinYm;

Caso z* nao seja uma boa aproximagao para a solugdo exata entao

xro < =¥ e va para 1;

.

fatoragoes incompletas;

multigrid;
e dccomposigao de dominios;

e inversa aproximada.

As principais referéncias dessa se¢ao sao |5, cap. 10|, [9] e |55, cap.
Outras fontes sao: [29], [53], [57], [74], [77] e [78].

Fatoragoes incompletas

Baseadas na eliminacao gaussiana, as fatoracoes incompletas sao pre-
condicionadores muito utilizados. A ideia ¢ que a fatoragao aproximada
LU, seja o mais proxima de A. Ha algumas classes em que é possivel
provar a existéncia de uma fatoragao incompleta, mas nao ha resul-
tado geral de existéncia, mesmo quando da existéncia da fatoragdo LU
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completa. Quando a matriz do sistema for simétrica e positiva defi-
nida podemos, também, fazer uma fatoragao incompleta dos fatores de
Cholesky.

Apresentaremos trés alternativas, mas ha outras, e para maiores
detalhes as referéncias [28], [38] e [67] devem ser consultadas.

A ideia bésica é realizar a fatoragao incompleta baseada em algum
critério que pare a fatoracdo antes que os fatores completos tenham
sido calculados. Alguns dos critérios usados sao:

1. Sem preenchimento: nesse caso os fatores aproximados LelU
terdo estrutura tal que LU tenha a mesma esparsidade do que A.
Também denominada preenchimento 0.

2. Preenchimento controlado por posigao: permite-se que al-
gumas posigoes anteriormente nulas em A venham a ser nao nulas
no produto LU. Esse controle se da através da andlise de um grafo
de dependéncias da matriz A, ver [37].

3. Preenchimento controlado por valor: permite-se algum pre-
enchimento, baseado em que o novo elemento do fator esteja acima
de um teto pré-estabelecido.

Multigrid

Em varios problemas de computacao cientifica, quando do uso de mé-
todos iterativos, se identifica o seguinte fendémeno: apos algumas itera-
¢oes, o erro se torna suave, mas nao necessariamente menor. Um dos
principios basicos do método de multigrid (multimalhas) [78] é exata-
mente o de buscar a suavizacao do erro. Essa parte do método faz
uso de suavizadores. O outro principio béasico do método é o seguinte:
a quantidade que é suave em uma determinada malha pode ser, sem
grande perda, ou mesmo perda alguma, aproximada em uma malha
mais grossa, com, por exemplo, o dobro de tamanho em cada célula. E
assim, caso se tenha certeza que o erro tornou-se suave, apds algumas
iteragoes, pode-se aproximar o erro por um procedimento adequado em
uma malha mais grossa, e assim, nesse segundo momento, a iteracao
torna-se bem mais barata.

Essa abordagem cria uma sequéncia de problemas auxiliares e pode
ser construida através de procedimentos geométricos ou algébricos. Se
o problema original é definido em uma malha que foi obtida através
de varios passos de refinamento, pode-se usar uma hierarquia entre as
malhas para se definir operadores de transferéncia entre malhas mais
finas e mais grossas, nesse caso estaremos tratando do denominado Mé-
todo Multigrid Geométrico [80]. Se, no entanto, uma hierarquia nao
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é definida, os operadores de transferéncia podem ser construidos alge-
bricamente, a partir da matriz do sistema. Essa abordagem chama-se
Método Multigrid Algébrico [66]. Sobre esses esquemas, suas implan-
tagoes e demais aspectos do método, consultar [20], [41] , [78] e [79].

Decomposi¢ao de dominios

Esse classe de precondicionadores é bem adaptada & computagao para-
lela. E baseada na ideia simples de dividir o dominio de definicdo do
problema em vérios subdominios, e resolver em cada subdominio um
subproblema e reunir a informagao completa apds. Essa ideia simples
tem uma grande variedade de decorréncias, e esta fortemente ligada
4 solucao de equacgoes diferencias parciais em dominios com geometria
complexas ou quando equagoes diferentes sao utilizadas em regides di-
ferentes do dominio de um mesmo problema. A grosso modo, podem-se
dividir as abordagens de decomposi¢ao de dominio em duas familias:

e O primeiro grupo recebe o nome de métodos de Schwarz. O do-
minio é dividido em subdominios com recobrimento e subproble-
mas locais sao resolvidos em cada subdominio. A solugao de um
subdominio se transforma em uma condi¢ao de fronteira para os
subdominios vizinhos, pois o recobrimento permite essa possibili-
dade. Esse método foi proposto por H.-A. Schwarz em 1870 [72]
para provar a existéncia de solu¢oes de problemas de equagoes di-
ferenciais definidas em dominios com geometrias complexas, que
separados em regides mais simples, em que se conhecam as so-
lugdes, permite a prova de existéncia de solugdo para a regiao
completa.

e O segundo grupo usa subdominios sem recobrimento. E possivel,
nesse caso, dividir as incognitas do problema em dois grupos: as
que estao na interface dos subdominios ¢ as que se encontram nos
diversos interiores de cada subdominio. De forma completamente
algébrica, pode-se calcular a matriz do complemento de Schur das
incognitas da interface em relagao as demais incognitas. O pro-
blema ¢ resolvido para a interface ¢ a solugao serve de condigao de
fronteira para os problemas internos que podem ser resolvidos de
forma independente, ver [25], [26] e [26]. Esses métodos recebem
varias denominacgoes, entre elas métodos de subestruturagao ou
métodos do complemento de Schur.

A quantidade e diversidade de métodos que surgiram nos tltimos 20
anos é notavel. Para um visao atual dos métodos de decomposicao de
dominio, recomenda-se a leitura dos livros [53], [74] e |76].
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Inversas aproximadas

Nesse caso, ao invés de se construir uma aproximagao de A, se constroi
uma aproximacao da inversa de A, dai o nome do precondicionador.
Uma forma de se construir essa aproximacao é minimizar, aproxima-
damente, a norma de Frobenius” da matriz || — AM||., em que M
é a inversa aproximada e precisa ter uma certa estrutura, através da
formula

JAM — 1|2 = 37 (AM — De | (1.4.6)
j=1

cuja solugao do problema de minimizacao pode ser feita separando em
n problemas independentes de quadrados minimos, a serem resolvidos
de maneira aproximada,

min ||[Amy, — e, k=1:n. (1.4.7)
my

Esta alternativa ¢ proposta em [40] para ser implantada em paralelo, e
permite a construcao de uma inversa aproximada.

Neste livro, trataremos de uma outra possibilidade, a partir do pro-
ximo capitulo.

Para outras abordagens, ver [30, 31, 39, 81].

Exercicio 1.1. Demonstrar que a solu¢ao do sistema Ax = b estd no
espago afim xo + Kr(A, o), tal que Kri1(A,10) C Kir(4,70), o € 0
chute inicial e rg = b — Axy.

Exercicio 1.2. Provar que os residuos produzidos nos diversos passos
do algoritmo de gradientes conjugados sao ortogonais.

Exercicio 1.3. Provar que as dire¢oes produzidas nos diversos passos
8

do algoritmo de gradientes conjugados sao A-ortogonais®.
Exercicio 1.4. Provar que a minimizagao que ocorre no Passol2 do
GMRES (Algoritmo 2) é equivalente o minimizagao do residuo.

Exercicio 1.5. Provar que a aplica¢ao do precondicionador aparente-
mente pela esquerda no algoritmo de gradientes conjugados precondici-

onado (Algoritmo 3) é equivalente a aplica¢io do precondicionador na
malriz em ambos os lados (ver 1.4.5).

A norma de Frobenius de uma matriz ¢ dada por ||Al|r = (/31 Y27 a2, em que
a;j sao as entradas de A.
8Dois vetores sdo A-ortogonais caso (x, Ay) = 0, com A simétrica e positiva definida.



Capitulo 2

Inversa Aproximada e suas
caracteristicas

2.1 Introducao

Seja A € R™™ uma matriz esparsa e nao-singular. O precondicionador
Inversa Aproximada (Approrimate Inverse ou simplesmente AINV),
proposto por Benzi, Meyer e Ttuma para matrizes simétricas positivas
definidas (SPD) em [12] e para qualquer matriz nao-singular, Benzi e
Tuama, em [13], tem o objetivo de calcular uma fatoragdo da inversa
aproximada de A. O AINV tem como base o método de biconjugacao
completa que calcula as matrizes Z, W e D, tais que WTAZ = D,
em que D é diagonal, Z e W sao triangulares superior e inferior unitéa-
rias, respectivamente. Desta forma, A~ = ZD'WT'. A biconjugacdo
completa fornece dois conjuntos de vetores, {z;}7; e {w;}’, que sdo
biconjugados em relagao a A, ou seja, w, Az; = 0sei # j. Esses vetores
sao as colunas das matrizes Z e W:

Z = z1,22, .0, 2], W = [w1, w2, ..., wy],

tais que
dy, 0 -+ 0
T 0 do .
‘V AZ =D = . . ) . = dzag(du, dgg, ey dnn)-
0 0 - dy

O método de biconjugacao ¢ apresentado no Algoritmo 5. Ele se
inicia com Z, Wy € R™ "™ como matrizes identidade I, «, e ao final
do processo, sdo produzidas W, D e Z, tais que A=t = ZD'WT ou
WTAZ = D. No Algoritmo 5, a] e ¢! sdo a i-ésima linha de A e

AT, respectivamente. As entradas d;; de D sdo chamadas de pivos e os
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(i-1) (1) . )
escalares r; ' e s;  sao os multiplicadores. Observemos que, caso A
seja simétrica, entdo Z = W e a fatoracao fica como A~ = ZD=1 2T
ou ZTAZ = D.

Algoritmo 5: Biconjugagao pela direita

Dados: matriz A n x n nao-singular.
Resultado: D, Z ¢ W tais que A~ = ZD~1WT.
(0)

(0) . .
1z wy e i =1,...,m;
2 para i+ 1 até n faga
i—1 i—1
3 Zi<—ZZ-<l );w;<—w§z )
4 di; + a] z; ou ¢ w;;
5 para j < i+ 1 até n facga
i—1 i—1
6 rj(-Z )« aiTz](-Z >;
i—1 i—1
7 s (:Z-Tw(.Z ),
J J ( N
i—
@, an__ "
8 zj" 2 5=
(i-1)
i
i) i-1) 5 .
9 w](- — w]( — Wi
— (2

10 D «+ diag(di1,dag, ... dnn), Z < [21,22, ..., 2n] € W = (w1, w2, ..., wy)]

Vejamos que é possivel que d;; seja zero, o que pararia o processo
de execucao do algoritmo. Neste caso, dizemos que o algoritmo falhou.
A Proposigao 1 garante uma condigao necessaria e suficiente para que
nao ocorra falha.

Proposicao 1. Seja A uma matriz nao-singular de ordem n e d;;’s
(1 <i < n) os piwds gerados aplicando-se o Algoritmo 5 em A. Seja
A; 0 i-ésimo menor principal lider de A', com Ao =1, entdo

A
Aiy’

dy = (2.1.1)

Demonstra¢ao. A demonstragao é direta por indu¢ao em (2.1.1). Ver
[3]-
O

Portanto, de acordo com a Proposigao 1, o Algoritmo 5 nao falha se
e somente se todos os menores principais lideres de A sao nao nulos.

L0 i-ésimo menor principal lider da matriz quadrada A é o determinante da submatriz
formada pelas i primeiras linhas e colunas de A.
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Algoritmo 6: Biconjugagao pela esquerda

Dados: matriz A n x n nao-singular.
Resultado: D, Z ¢ W tais que A=l = ZD'WT.
1 21,w1 < €1,

2 dij < a11;
3 para j « 2 até n faga
(0) (0 .
4 Zp L w; e
5 parai < 1 até j — 1 faga
i—1 i—1
6 P aingz ),
7 55.1 ) <:Z-Tw§z ),
(i—1)
@, -y _ T
8 z; < % -z
1
(i—=1)
. - ,
9 wl® WY
J J A
— (1
i—1 i—1
10 zj<—zj(.3 ). w <—w](-] ).
11 djj < aszj ou chwj ;

12 D «+ diag(di1,dag, ..., dnn), Z < [21,22, oy 2] € W = [w1, w2, ..., wy)]

Comentario 1. Se o Algoritmo 5 nao falhar, temos que a]Tzi = c]Twl =

0,paral <j<i1<mn,ez;=wy;=1, para 1l <1i <n, entdo

di = a) z; = w] Az; = ] w;. (2.1.2)
Também temos que
di = a) z = 2] Az (2.1.3)
e

As igualdades (2.1.3) e (2.1.4) sao verdadeiras pois Z e W sao lriangu-
lares superiores unitdrias e AZ e AW sao triangulares inferiores. Mas
as expressoes a) z; e c] w; tém um custo menor em rela¢do as expressoes
da direita. A wutilizacao destas iltimas sao interessantes para evitar a
falha do AINV em matrizes positivas definidas, como serd explicado

mais detalhadamente na Secao 2.7.

As matrizes Z ¢ W podem ser densas mesmo que A seja esparsa.
Portanto, algumas entradas de Z ¢ W devem ser descartadas durante
a execucao do algoritmo, a fim de garantir a esparsidade e tornar o mé-
todo viavel para matrizes de grande porte. Efetuar descartes durante
o método de biconjugagao é a principal ideia do AINV. Mas, primei-
ramente, veremos algumas caracteristicas do método de biconjugagao,
ou seja, sem considerar os descartes.
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100 - 0 -0 1 [X X X X]
010 0 0 0 1 0 0 0
001 0 0 0 0 1 0 0
. o N ST . .
000 1 0 0 0 0 1 0
000 0 1 0 0 0 0 1
Z7(0) z(1)

—
X
<
<
<
—
X
<

o

:
S [0
o0

.
RN
444

*
—
X
<

[ws)
-0
-<d4dq
* %
[e=lRen)
Do
S
<44

Z(k) Z(n—1)

Figura 2.1: Esquema da biconjugacao pela direita

2.2 Versoes pela direita e pela esquerda

Existem, pelo menos, duas maneiras de se executar o processo de bicon-
jugagao, conhecidas como pela direita, Algoritmo 5, e pela esquerda,
Algoritmo 6 (conhecidas na literatura como pela direita e pela esquerda,
respectivamente). A diferenca entre as versoes pela direita e pela es-
querda é como as matrizes Z ¢ W sao preenchidas. Na versao pela
direcita, as matrizes Z ¢ W sao preenchidas por linhas, isto ¢, na itera-
¢ao 1, os vetores z; ¢ wj;, com j > i, preenchem cada posicao 7. Note,
porém, que a i-Gsima posicao de cada z; ¢ w;, com j > 4 , scra atu-
alizada nas iteragoes seguintes. A Figura 2.1 mostra como ocorre o
preenchimento da matriz Z por iteracao. As regioes atualizadas da
matriz estao destacadas por retangulos.

Na versao pela esquerda, as matrizes Z e W sao atualizadas por
colunas, isto é, na i-ésima iteragao as colunas z;,; e w;1 sao calculadas,
usando os vetores z1,...,z € wy,...,w;, que sao as colunas a esquerda



Versoes pela direita e pela esquerda 15

100 0 -0 1 x 0 0 0
010 0 -0 010 0 0
001 0 -0 0 0 1 0 0
000 0 Of—=1]00 0 0 0| —
000 1 0 0 0 0 1 0
000 «+ o 0 o " 0 000 0 o - 0 -0 .0
000 ««o «oo 0 «ov oo 1 00 0 -+ oo 0 -ov oen 1
pAQ) zW
1 o 0 0 1 o - \v4 0
01 o 0 -0 01 o - \v4 0
0 0 0 0 0 0 1 \v4 0
=10 0 0 0 0Ol —=--—=100 \v4 0| —
00 0 1 0 00 0 1 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 1 00 0 0 1
z(2) Z(k)
1 x ¢ A v4 AN
01 o - v A
00 1 A4 A
-1 0 0 0 \v4 AN
00 0 - 1 A
00 0 - «o+ 0 v 0 A
00 0 -+« -+ 0 - o 1

Z(n—1)

Figura 2.2: Esquema da biconjugacao pela esquerda

de z;;1 e de w;;1. Nesta alternativa, ao final da i-ésima iteragao, a
coluna fica em sua versao final, nao sendo mais atualizada nas iteragoes
seguintes, conforme mostra a Figura 2.2.

Proposicao 2. Os Algoritmos 5 e 6, em aritmética exata, produzem
0s mesmos resultados finais e intermedidrios.

Demonstra¢ao. Usemos (D) Ry, bara representar o vetor ou escalar ge-
rado pela versdo pela direita (Algoritmo 5) e ()| para a versio pela
esquerda (Algoritmo 6).

Como d;; depende de z; (w;) e 7‘?71) (sy*l)) depende de zj(»ifl) (wj(vifl)),

é suficiente demonstrar, por inducao, que a hipétese H; é verdadeira
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para cada j € {1,...,n}.

(i-1) — (,G=1) . Iparey 5
(Zj )RL = (Zj )LL7 paral <i<j<n; (2.25a)

(w](i—l))RL _ (wj(i—l))LL, para 1 <i<j<n (2.2.5b)

Hjl

Primeiramente, provamos (2.2.5a): para j = 1, temos

(4~ () == () = (4, 101
RL RL LL LL

Agora, pela hipétese de inducdo, assumimos que Hy, Ho, ..., H;_1 sdo
verdadeiras e, com isso, provamos H;. Faremos uma segunda inducao
em ¢ com j fixado. O primeiro passo, para i =1, ¢

(0)
(). = ().~ (=) (TJ'>RL:€,_€1“1T€J' T
i JRL i JRL LRL (d1)gy, J aje, ay

- <,1>)
(ZJ LL~
(k)

Agora, para este j fixado, supomos que (Zﬂ('k))RL = (Z]- )LL’ para

< k < i, obtendo assim,

()
@) — (.61 _ 7 JRL _ (.0
(Zf ) RL (ZJ' )RL ()ne di) Ry, (Zf )LL'

Com isso, provamos (2.2.5a). A prova de (2.2.5b) ¢é feita de forma
anéloga. O

Como as versoes pela direita e pela esquerda se equivalem, pro-
duzindo os mesmos resultados finais e intermediérios, trataremos os
proximos resultados apenas utilizando a versao pela direita, Algoritmo
5, ao menos que se diga algo contrario. Os mesmos resultados podem
ser obtidos utilizando a versao pela esquerda, Algoritmo 6.

2.3 Relagoes com os fatores L e U
Consideremos a fatoragao

A=wWTDz 1 (2.3.6)

obtida pelo Algoritmo 5, em que W e Z sdo matrizes triangulares su-
periores unitarias e D é matriz diagonal, todas nao-singulares. Entao,
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diante da unicidade da fatoragdo LDU de A, temos que (2.3.6) corres-
ponde a esta fatoragao. Ou seja,
wW=L" z=U"! (2.3.7)

e D é a mesma matriz em ambas as fatoragoes. Baseando-se nessas
relagoes, obteremos os proximos resultados.

Lema 2.1. Considerando o Algoritmo 5, para qualquer j fixo, com
I<js<n,

) j—1 (k—l)
=2"-3" 4 Jd (2.3.8)
h—itl kk
€ ) J—1 (‘kfl)
w; = w!) — > 7wy ]d , (2.3.9)
k=i+1 ks

para 0 <1 < 7.

Demonstragao. As igualdades (2.3.8) ((2.3.9)) scguem diretamente das
linhas 3, 4, 6¢ 8 (3,4, 7¢ 9) do Algoritmo 5. O

Proposigao 3. Seja A € R™™"™ wma matriz nao-singular com todos 0s
menores principais diferentes de zero. Seja a fatoragao A = LDU, em
que L é triangular inferior unitdria, U € triangular superior unitdria e
D ¢ diagonal nao-singular. Com 1 <1 < j < n, temos que L = [1;;],
U = [wy] e dy sao as entradas da diagonal de D. Além disso, sejam
A=) =D

es; ', emquel <1 < j < n, os escalares produzidos pelo

Algoritmo 5. Entao,

’I"<»i_1)
J
(&
5;ifl)
b= —. (2.3.11)

Demonstracdo. Seja e; o j-ésimo vetor canonico, pelo Lema 2.1, temos

Fixando j, com 1 < i < 7 < n, entao,

j—1 (k—1)

TAs — T T J
w; Az = w; Aej — E w,; Az, i
pt kk
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Para j # i, w;Az; = 0 e, de (2.1.2), w] Az; = d;; assim,

(i=1)
r; .
0=w, Aej — Jd w] Az = 'ry V= w] Ae;. (2.3.12)

i1

De acordo com (2.3.6) e (2.3.7),

T Ae;
2= U=D"'"WTA=u; = % (2.3.13)
Através de (2.3.12) e (2.3.13),
(i-1)
iy = 2
v dﬁ

(i-1)
- Sy . P
A demonstracao de que lj; = -5— pode ser feita de forma analoga
. . 4 L.
e ¢ deixada a cargo do leitor, no Exercicio 2.3.

O

Logo, pela Proposigao 3, além das entradas de L™ e U™ (W e Z,
respectivamente), o método de biconjugagdo também calcula implici-
tamente as entradas dos fatores L ¢ U de A. E possivel que o calculo
dessas entradas scja feita de forma explicita, adaptando o lago interno
do Algoritmo 5, como pode ser visto no Algoritmo 7. Analogamente,
para a versao pela esquerda, pode se adaptar o lago interno do Algo-
ritmo 6, como ¢é visto no Algoritmo 8.

Algoritmo 7: Célculo das entradas dos fatores L e U no método de
biconjugacao pela direita

1 para j < i+ 1 até n faca

i—1 i—1
2 rD aiTzJ(-l );
i—1 i—1
3 sy ) — ciTwJ(.L );
(i-1)
S
o= 2
4 Lji —;
T;;—n
5 Uij = ~q;;
(4) (i—1) -
6 Zj(,)% zj(‘ 1)7 2iUij;
2 12—
7 | 'LUj < 'LUj — 'LUZZJ27

Proposigao 4. Sejam d;;, rj(-ifl) se s?il) 's 0s escalares produzidos pelo

Algoritmo 5; entao,
=1 (k1) (k=1)

~ dp
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Algoritmo 8: Célculo das entradas dos fatores L e U no método de
biconjugacéao pela esquerda.

1 parai< 1 até j — 1 faga

2 r](-{'_l) —a; Tl 1)
3 sy’*l) — ¢ w§7 1);
S6-D
4 lji = Jdii 5
G
5 UU = ]d”_’:l’ 3
6 zjm — z](-z_.l) — ZiUgj
7 wl® wy 2 wilj;
i—1
7”5271) = a; Z 35 Dog: e (2.3.15)
k=1
i—1
i—1 k-1 o 1p
SV = a = Yy, (2.3.16)
k=1

para 1 <1< j < n.

Demonstragao. Usando as mesmas hipoteses da Proposicao 3, seja A =
LDU, L =[l;;], U = [u;] e d;; as entradas da diagonal de D, portanto,
as entradas da diagonal A, a; (1 < i < n), podem ser expressadas
€omo

1—1
Z Lipdpting = l“dzu“—ﬁ—Zl gk, considerando (2.3.10) e (2.3.11),
k=1 k=1
i1 (k 1) k- 1) =1 (k1) (k=1)
=dy + d = dy = ay — P
Z dw ,; i
provando (2.3.14). Paral<i<j<n
i—1
Zlmdkwk, = l“d“u”—i-zlmdkkukj7 considerando (2.3.10) e (2.3.11),
k=1 k=1
e S G Gt R (i-1) — (1)
o= dy-L i dig =2 =" — g (o= .
Q5 i d” + ; dkk kk dkk ’f'J Q5 ; S; Uk,

provando (2.3.15). Para 1 <i<j<n

, i
lekdkkukz = lﬂduu“Jer]kdkkuk“ considerando (2.3.10) e (2.3.11),
k=1 k=1
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G A e ) Fk=D o) j-1 (o)
B J i -1 _ S(k=1)7
aji = dy 4, + Z o Ay, o =8, =y Z i,
k=1 k=1
provando (2.3.16). O

Utilizando a Proposi¢ao 4, podemos calcular os r](»ifl)’s de forma

. k—1 . .
recursiva usando os sg ) gerados previamente, ou seja, esses escalares

podem ser calculados independente da matriz Z. Portanto, é possivel
calcular as entradas de U sem precisar utilizar a matriz Z. Exibimos,
entao, nos Algoritmos 9 e 10 as modificacoes nos lagos internos dos
Algoritmos 5 e 6, respectivamente, a fim de calcular as entradas de L
e U, sem utilizar Z, de forma explicita.

Algoritmo 9: Calculo das entradas dos fatores L e U no método de
biconjugacao pela direita, sem utilizar Z

1 para j < i+ 1 até n faca

i—1 i—1
2 sUD cwa );
(i-1) _ i—1 (k=1)
3 7”]- = Qij — k=15; Ukj s
-1
P ) .
4 Ly 7
Tjkm
5 | Uiy =g
() (i-1) (i=1)7
6 | w;’ < w; w7l

Algoritmo 10: Célculo das entradas dos fatores L ¢ U no método de
biconjugacao pela esquerda, sem utilizar Z

1 parai< 1 até j — 1 faga

i—1 i—1
2 sg-z ) ciij(-z >;
(=1 _ i1 (k=1)
3 Tj = Q5 — k=15; Uk
G-
J—— ) .
4 L= pt
S
5 Ui = “g—;
(4) (i-1) ..
6 | w;’ < w; —wjlji;

O mesmo raciocinio ¢ valido para 55»2_1), W e L. Podemos modificar
os lagos internos dos Algoritmos 5 e 6 a fim de calcular as entradas de
L e U, sem utilizar W de forma explicita.

Outra relagao que destacamos aqui é entre os multiplicadores ge-
rados no algoritmo de biconjugacao e as entradas do complemento de
Schur do algoritmo da eliminacao gaussiana com ordem IJK, sem des-
cartes. Essas relagoes foram demonstradas em [18] e sdo dadas por:
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(SED); = ;A0 (SO0 = (Wi Ae;,  j >4, (2.3.17)

onde SU~Y ¢ o complemento de Schur da matriz A gerado na i-ésima ite-
racao da eliminagao gaussiana com ordem IJK e zgi_1> e wfi_l) 0s vetores
de Z ¢ W gerados na i-¢sima iteragao do algoritmo de biconjugagao.
Ou seja, os vetores (Y, r70 pimty e (5070 s00D )L sim1) forma-
dos pelos escalares da i-ésima iteragao da biconjugagao sao, respectiva-
mente, a primeira linha e primeira coluna transposta do complemento
de Schur SUY gerado na i-ésima iteracio da eliminacio gaussiana com
ordem [JK.

2.4 Estratégias de descarte

Como mencionado, a proposta do AINV é de se fazer descartes durante
o algoritmo de biconjugacao a fim de que ele seja viavel ou também
para acelerar seu tempo de processamento, promovendo a esparsidade
das matrizes produzidas. Existem diversas estratégias de descartes que
podem ser empregadas. Consideremos z,i;) a entrada k do vetor zj(-l) e
w;f,) a entrada k do vetor w](-l) calculados nos passos 8 e 9 do Algoritmo
> (Verséo pela direita), respectivamente. Abaixo listamos as principais

estratégias de descartes utilizadas nos trabalhos sobre o AINV.

2.4.1 Tolerancia fixaem Z e W

Este tipo de estratégia baseia-se na magnitude das entradas dos vetores
de Z e W gerados durante o algoritmo. Caso, | z,g? <7 (] w,(fj) |< 1),
em que 7 é um escalar positivo (geralmente entre 0 e 1), entao z,(:])
(w,(;j)) é substituido por zero. Esse raciocinio é analogo para versao pela
esquerda no Algoritmo 6.

A estratégia de tolerancia fixa para o descarte predominou durante
os primeiros trabalhos de inversa aproximada, sendo usada no AINV,
SAINV e suas versdes nao simétricas, [12, 13, 14, 10, 9, 22]. A ex-
periéncia da bibliografia indica o parametro 7 = 0,1 como suficiente
para garantir a esparsidade desejada com uma qualidade aceitavel (é
necessario fazer um reescalamento, normalmente aquele que divide cada
entrada da matriz pelo maior médulo dentre as entradas, ver detalhes
na Secao 2.6). Com o progresso dos trabalhos, outras estratégias com-
petitivas foram aparecendo, como veremos adiante.
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2.4.2 Tolerancia variavel em Z e W

Também baseia-se na magnitude das entradas de Z e W, porém a
tolerancia 7 pode variar durante o processo, geralmente dependendo de
algum aspecto do problema. Por exemplo, a cada iteragao i, pode ser
verificado se | w,(jj) |< 7| a; ||2, em que || a; ||2 € a norma dois da linha
it de A e 7 ¢ um escalar positivo. Caso seja menor, a entrada w,(;]) é
descartada.

A estratégia de tolerancia variavel foi inicialmente proposta no con-
texto dos algoritmos de inversa aproximada, em 2001, em um texto que
tratava da Inversa Aproximada por Blocos, o BAINV, [11]. Normal-
mente utilizando 7 = 0,1, o descarte por toleréncia varidvel nao recebeu
muita aten¢ao nos testes na literatura de inversa aproximada. Apenas
10 anos mais tarde recebeu uma versao diferente, utilizando linhas de
W para descartar as entradas de L no contexto do RIF, [64].

2.4.3 Padrao de zeros predefinido em 7 e W

Neste caso, se determinada entrada dos vetores de Z e W estiver em
alguma posigao considerada “desfavoravel", entao ela é descartada. Um
exemplo seria copiar a esparsidade da matriz A, ou seja descartando

2% se sua posicio em Z for a mesma posicio de a entrada nula e
¥ posic posig uma entr nula em

A estratégia apareceu uma tUnica vez na literatura no contexto de
AINV e apresentou resultados pobres na comparagao com BAINV, [11].
Apesar dos autores sugerirem outros padroes fixos de esparsidade, nao
houve indicativo de testes realizados com padroes diferentes do descrito
acima.

2.4.4 Descarte em relacao a rs e s)s

Nessa cstratégia, sao avaliados os valores dos multiplicadores ¢ pivos
para a atualizacao de Z ¢ W. Uma estratégia scria descartar os escalares

(i—1) (i—1)
5 e L evitando, assim, a atualizacao dos vetores 29 o , €Caso
i T ¢

esses escalares fossem menores que uma determinada toleran(na Outro
(1 1) (1 1)
critério utilizado é o descarte das entradas dos vetores z;-L— T ew; %

nas linhas 8 e 9 do Algoritmo 5. .
Essa estratégia surgiu no contexto do AINV pelo ISAINV [36], cuja
diferenca era o descarte duplo. Nesses testes, o parametro utilizado foi
de 0,1 também. Por apresentar melhores resultados que o SAINV, o
algoritmo recebeu o I, de improved, na sigla em inglés. Ja no texto de
[64], os autores utilizaram uma engenhosa estratégia de descarte que
explica os motivos do sucesso do descarte dos multiplicadores, ja que os
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relaciona com as entradas de L e U, fatores de A = LDU, controlando
sua esparsidade e adicionou algumas ferramentas a mais para melhorar
os resultados numéricos, como veremos no critério a seguir.

2.4.5 Descarte em relacao a L e U

Quando sao calculadas as entradas de L e U durante o algoritmo, sao
feitos descartes nas suas entradas. Por exemplo, [;; ¢ u;; (j > 7) podem
ser desconsideradas se sua magnitude for menor que uma tolerancia
fixa ou variavel, que pode ser ou nao igual a tolerancia utilizada nas
entradas de Z e W. Outro critério seria escolher parametros 71 e 7
tais que se | lji ||| eJL7 |lo< 71 e | wy ||| €JU ||< T2, entdo
lj; e u;; sao anulados. A vantagem deste tltimo é a preservacao de
informacoes das inversas de L e U, que podem impactar na qualidade
do pré-condicionador.

2.4.6 Pos-filtragem

Trata-se de descartar algumas entradas de Z e W (ou também de L e
U), apos o término do algoritmo, a fim de aumentar a esparsidade dessas
matrizes, caso seja conveniente. Nesse caso é utilizado um parametro
maior que aquele utilizado durante o algoritmo.

A ideia se originou do uso dessa estratégia no contexto de outro
precondicionador, o FSAIL, [47]. Nesse contexto, em 1990, os autores
mostraram que o uso de um filtro adicional, posterior ao calculo dos
fatores, poderia melhorar a eficiéncia do precondicionador.

No contexto do AINV, essa possibilidade foi testada para o SAINV e
para 0 SBAINV em [11]. O que se observou nos testes foi que o SAINV
é bastante influenciado pela pos-filtragem e pode reduzir o nimero de
iteragoes do método iterativo, como se pode observar no grafico:

1800 . . r

filtered --©--

iterations

Figura 2.3: Efeito da poés-filtragem. Fonte: [11]

1600 -

1400 2,
1200
1000 - o,

800
600 -
400 -
200

unfiltered —@— -

pointwise SAINV

block SAINV

0.5

1.5 2 25 3 3.5 4
preconditioner density
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No caso da figura 2.3, podemos observar os resultados nos testes
aplicados na matriz S3BRMT3M3, do Matrix Market|54|. Os valores
dos parametros utilizados para o SBAINV sao:

e Tolerancias de descarte sem a pos-filtragem: le-1; 4e-2; 3e-2; 2,5e-
2 e 2e-2;

e Tolerancias utilizadas na poés-filtragem: 3e-1; 2e-1; 1,5e-1; le-1 e
Se-2.

Para o SAINV, os valores sao:

e Tolerancias de descarte sem a pos-filtragem: Ge-2; 3,5e-2; 2 5e-2;
2e-2 e 1,be-2;

e Tolerancias utilizadas na poés-filtragem: 4e-1; 2e-1; 1,5e-1; le-1 e
Ge-2.

Observe que para o caso bloco, filtrar produziu mais iteragoes.

2.5 Apresentagao do Algoritmo Inversa Aproximada

Nos Algoritmos 11 e 12 apresentamos as versoes pela esquerda e pela
direita do AINV, respectivamente, com os possiveis descartes.

2.6 Reordenamentos e escalamentos

Na literatura de Inversa Aproximada ¢ comum encontrar diferentes pos-
sibilidades para reordenamentos e escalamentos. Nesta se¢ao, nosso ob-
jetivo é apresentar possibilidades e explicar como os escalamentos sao
feitos. Os reordenamentos serao apenas apresentados sem as explica-
¢Oes matematicas, ja que sao encontradas em literatura especifica.

Abaixo listaremos as possibilidades e, em seguida, vamos apresenté-
los com mais detalhes:

Escalamentos

e Méximo: basta identificar qual é o maior elemento da matriz, isto
¢, max | a; |= aparal <i<nel<j<n e fazer utilizar LA,
A é a matriz de coeficientes de ordem n X n.

e Jacobi: para cada elemento a; # 0 da diagonal de A, com 1 < i <
n, multiplica-se todos os elementos da linha i por 1/a;, no caso
de A ser nao simétrica. Se A for simétrica, a fim de se manter a

. . . . . - . . 1
simetria, multiplica-se a linha i e a coluna i de A por N
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Algoritmo 11: AINV pela direita
Dados: matriz A n x n nao-singular.
Resultado: D, Z ¢ W tais que A~ =~ ZD'WT.
() , (0)

1z wy ) e i =1,...,m;
2 para i+ 1 até n faga
i—1 i—1
3 Zi<—ZZ-<l );wi<—w51 )
i—1 i—1
4 dij < aZTzz§Z ) ou cl-TwZ(z ),
5 para j < i+ 1 até n faga
(i—1) T _(i-1),
6 T cagz
[(i=1) T =),
7 S5 Cowp
. (i-1) (i-1) .
8 Se necessério, descartar r; ou s; (opcional);
. . (i—1)
() (i=1) .
9 z; &z -z
) ) (i-1)
() (i-1) S
10 wj ewj — w; ;) . .
11 Aplicar descarte nas entradas de z;7> e wJ@;

12 Aplicar descarte nas entradas de Z e W (pos-filtragem opcional);
13 D« d’iag(dlhdgg7 ...,dnn), 7 [21,22, ...,Zn}, e
W w1, wa, ..., wy]

e Bloco Jacobi: se A for nao simétrica, ¢ feito A= G71A, tal que
G = diag(Ayr, Asa, ... ANN),

em que Aj; sdo os blocos-diagonais de A. Para o caso simétrico,
primeiro calcula os fatores de Cholesky dos blocos diagonais de A,
isto ¢, A;y = L; LT e depois faz A = GPAG™", aonde

G = diag(Ll.LQ, ceey LN)

Este escalamento foi fortemente recomendado no caso bloco do
AINV no texto de [11]. Nele se concluiu que o uso do escalamento
Bloco Jacobi é superior aos demais, como mostra o resultado na
Figura 2.4.

Nesse exemplo, a matriz usada foi a SSDKT3M2 do Matrix Mar-
ket, 1 ¢ tolerancia para o descarte ¢ p ¢ a densidade do precon-
dicionador. O numero de iteragoes se refere ao uso do método
iterativo CG precondicionado.

Reordenamentos:
e Approximate Minimum Degree Algorithm (AMD) - tirado de [4].

e MultiLevel Nested Dissection reordering (MNLD) - tirado de [45]
e [46].
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Algoritmo 12: AINV pela esquerda
Dados: matriz A n x n nao-singular.
Resultado: D, Z ¢ W tais que A~ =~ ZD'WT.
1 21,w1 < €1,
2 dy < a11;
3 para j « 2 até n faga

), (0) .
4 zj w4 €
5 parai < 1 atéi—1 faca
(i=1) T (1),
6 ry a2
i—1 U 1
7 55.1 )l ),
(i— 1) (z 1) .
8 Se necessério, descartar 7; 55 (opcional);
(i-1)
(Z (=1 _r .
9 7 Zi-l—;
(G—1)
10 (Z) i i
11
11 Aphcax descarte nas entradas de z( e wy);
1 1
12 z(—z(] )w<—w(7 )
(1 T T
13 | djj < a;2z ou cjwy;

14 Aplicar descarte nas entradas de Z e W (pos-filtragem opcional);
15 D <« diag(di1,d22, ... dnn), Z < [21, 22, ooy 2n) € W 4= [w1, W2, ..., Wy

e Minimum Degree (MIP) - tirado de [21].

e Directed Component Relaxation (DCR) - tirado de [51].

2.7 Falha na Inversa Aproximada

Vimos que o método de biconjugacao pode falhar caso ocorram pivos
nulos ou muito pequenos, mas que seria garantida a nao falha caso
os menores principais da matriz A fossem nao nulos. Porém, ao se
executar o AINV, os descartes podem impactar nos valores dos pivos,
sendo possivel que ocorram pivos nulos ou muito pequenos, mesmo
se os menores principais de A forem nao nulos. Por exemplo, sem
os descartes, o método nao falha para matrizes SPD, pelo critério de
Sylvester, mas com os descartes, ele pode falhar. Entretanto, para
algumas familias de matrizes, o AINV nao falha, como veremos a seguir.
Primeiramente, vejamos algumas defini¢oes.

Definicao 2.1. Uma matriz A € R™", A = [a;;], € estritamente dia-
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Block SAINV, unscaled Block SAINV, I. scaled Block SAINV, block J. scaled
Y P Iterations r P Iterations Y I Iterations
0.5 1.98 >10000 0.5 1.95 5905 0.25 1.52 3969

0.5 1.75 1892 0.5 1.47 1499 0.25 1.02 1535

0.5 3.12 379 0.5 1.34 672 0.25 0.76 689

0.5 2.76 500 0.5 1.33 688 0.25 0.76 673

Figura 2.4: Comparagao entre os diferentes escalamentos. Fonte: [11].

gonal dominante se

lai [> > |y

J#i

Definicao 2.2. Uma matriz quadrada A é uma Z-matriz se a;; <
0, Vi#j.

Defini¢ao 2.3. Uma Z-matriz A é uma M -matriz se ela pode ser es-
crita como A = sl — B para alguma matriz B > 0 e algum escalar
s = p(B), em que p(B) denota o raio espectral de B. Nds denotamos
por M o conjunto de todas as M-malrizes.

Definigao 2.4 (Matriz comparagao, ver [17]). Seja a matriz A, defi-
nimos as entradas ¢;; da sua matriz comparagao C (A) como:

- { —lai;l, sei#j
ij —

lai|, sei=7j
Por definigao, C (A) é Z-matriz, para qualquer matriz A.

Definigao 2.5 (H-matriz). Uma matriz é uma H-matriz se sua matriz
comparagao for uma M-matriz. Ver [17]. Neste caso, a sua matriz
comparacao € a sua M-matriz associada.

A seguir temos dois resultados que asseguram que o AINV nao falha
para duas das classes de matrizes definidas acima.

Proposigao 5. Seja A uma M-matriz e dy;’s os pivds produzidos pelo
AINV aplicado em A, sem executar descartes. E sejam dy;’s os pivés
produzidos pelo AINV aplicado em A, considerando descartes. Entao,
para todo 1 < i < n,

di > di > 0.

Demonstragio. A demonstracao se encontra em [12, 13]. 0
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Proposigao 6. Seja A uma H-matriz e A a sua M-matriz associada.
Sejam di;’s e di;’s 0s pivds gerados pelo AINV, sem executar descartes,
aplicado em A e A, respectivamente. Entao d; > di;, para todo 1 <
i < n. Além disso, sejam di;’s 0s pivds calculados pelo AINV aplicado
a A, levando em conta os descartes. Entao dy > dj;.

Demonstragio. A demonstragio se encontra em [12, 13]. O

As proposigoes acima nos dizem que os pivos gerados pelo AINV
em matrizes do tipo H e M sao sempre positivos, garantindo que ele
nao falhe (mas podem ocorrer pivos de magnitude muito baixa). De
acordo com [52], qualquer matriz diagonal dominante ¢ uma matriz H.
Assim sendo, se o processo de biconjugacao falhar, uma alternativa,
sugerida em [10], seria selecionar um escalar o > 0 e aplicar novamente
o algoritmo na matriz A" = A + al. E desejavel que « seja grande
o bastante para evitar a falha, mas pequeno o suficiente para que A’
seja proximo de A, evitando precondicionadores de baixa qualidade.
Para matrizes mal condicionadas, esse procedimento geralmente fornece
precondicionadores ruins. Além disso, a falha pode ocorrer perto do
final do processo de biconjugagao, e ele pode ter que ser recalculado
varias vezes antes que o valor satisfatorio de « seja encontrado. Uma
outra estratégia seria realizar modifica¢oes na diagonal principal apenas
quando a necessidade surgir, modificando os pivos se sua magnitude for
menor que um limite especificado.

Uma forma de evitar a falha para matrizes SPD ¢ utilizar o método
de “redugao diagonalmente compensada", formulado por Axelsson [6] e
Axelsson e Kolotilina [7]. O objetivo desta técnica ¢ associar qualquer
matriz SPD A a uma determinada M-matriz SPD ,217 através de um
processo de redugao das entradas positivas que estao fora da diagonal
e compensacao dessas entradas nas entradas da diagonal de A. Benzi,
Cullum ¢ Ttama descrevem, em [10], a variagao mais simples deste mé-
todo, que baseia-sc em substituir por zero as entradas positivas a;; fora
da diagonal de A (redugao) ¢ adicionar as correspondentes entradas da
diagonal a;; (compensagao diagonal). Para isso, A ¢ escrita como

A=DB+R,
onde R contém apenas as respectivas entradas positivas de A fora da
diagonal e fazer X

A=B+A,
tal que A é matriz diagonal satisfazendo

Ae = Re,
onde e é o vetor formado por 1’s. Logo,
A=A+ (A-R).



Falha na Inversa Aproximada 29

Temos que A— R é uma M-matriz simétrica singular, ja que suas entra-
das de fora da diagonal nao sdo positivas e a soma de todos os elementos
de cada linha sempre da zero (ver [16]). Em particular, A — R é po-
sitiva semidefinida, o que faz com que A seja positiva definida. Além
disso, como A nao possui entradas positivas fora da diagonal, logo ela
é uma M-matriz (ver [16]). A ideia, entao, é aplicar o AINV na matriz
A (sendo livre de falha, pois A é uma M -matriz) e utilizar o precondi-
cionador gerado M ~ A~! no sistema original Az = b. E esperado que
M seja um bom precondicionador para A, pois A estd proxima de ser
uma M-matriz. No trabalho, eles estimam essa proximidade através de
um parametro 1 que é dado por n = ”Z‘H;, sendo || - || a norma de
Frobenius e R a matriz descrita acima. Observemos que 0 <7 < 1e
que 1 = 0 se e, somente se, A for uma M-matriz.

Para matrizes positivas definidas, Benzi e Ttima sugeriram, em [10],
uma modificagao no célculo dos pivos a fim de assegurar que eles sejam
positivos, garantindo que o processo nao falhe. Originalmente, os pivos
sao calculados como d;; = aiTzZ- ou dy; = ciTwZ-. Em aritmética exata,
temos que a] z; = 2] Az e ¢Jw; = w] ATw;, como visto no Comentario
1, nas expressoes (2.1.3) e (2.1.4). Porém, ao utilizarmos os descartes
nas entradas dos vetores z; e w;, as igualdades (2.1.3) e (2.1.4) nao
sao necessariamente verdadeiras e, desta forma, pode-se gerar pivos
nulos ao utilizarmos as expressoes do lado esquerdo de cada igualdade.
Portanto, para garantir que o método nao falhe, podemos escolher d;;
como sendo 2 Az; ou w] ATw;, ja que A é positiva definida e, por isso,
tais expressoes sempre resultarao em valores positivos. A sugestao,
entdo, é substituir as linhas 4 e 11 dos Algoritmos 11 (pela direita) e
12 (pela esquerda) pelas expressoes

di — (25N TAZY ou (wl )T Awl Y, (2.7.18)
dj; + (zj(-jfl))TAz](-Fl) ou ('w§j71))TA'tu§j71), (2.7.19)
respectivamente.

Estas formulas foram bastante utilizadas em trabalhos posteriores
sobre variagoes do AINV, para evitar a falha do algoritmo com matrizes
positivas definidas.

Exercicio 2.1. Reescreva de forma simplificada os Algoritmos de Bi-
conjugagao pela direita e pela esquerda (Algoritmos 5 e 6), caso A seja
uma matriz simétrica n X n nao-singular.

Exercicio 2.2. Seja A seja uma matriz nao-singular, com menores
principais diferentes de zero, tal que
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A:

—_o o
OO~
O == O
— = O

Utilizando o Algoritmo de Biconjugacdo, encontre a fatoracio A~ =
ZD'WT da inversa de A, em que D é diagonal e Z e W sdo trian-
gulares superior e inferior unitdrias. A partir do resultado, também
encontre a fatoracao de A, tal que A = LDU, em que D € diagonal, L
€ triangular inferior unitdaria e U € triangular superior unitdria.

Exercicio 2.3. Considere as condigoes da Proposi¢ao 3. Mostre que

5;1—1) =2 ATe; (2.7.20)
e, a partir disso, mostre que
. s;zq)
! di;

Exercicio 2.4. Assim como nos Algoritmos 9 e 10, reescreva os lagos
internos dos Algoritmos 5 e 6 a fim de calcular as entradas de L e U,
sem utilizar W de forma explicita.



Capitulo 3

Principais variacoes da Inversa
Aproximada

Neste capitulo, faremos uma breve descrigao de cada uma das princi-
pais varia¢oes do AINV encontradas na literatura. Analisaremos cada
variagao com o mesmo enfoque aplicado pelos autores de cada trabalho.

3.1 Inversa Aproximada (AINV)

O AINV foi originalmente proposto por Benzi, Meyer e Tiima em [12],
em 1996, para matrizes simétricas e definidas positivas (SPD). O mé-
todo calcula a fatoragao da inversa aproximada de A, fornecendo as
matrizes Z e D, tais que A~ = ZD7'Z7. O algoritmo ¢é apresentado
na sua versao pela direita, como no Algoritmo 5 (sem fazer o calculo
de W). No trabalho, eles demonstram as Proposigoes 5 e 6, garantindo
a que ele nao falha para matrizes M e H.

Nos testes numéricos apresentados, cles utilizam o AINV para gerar
precondicionadores de diferentes matrizes para o método dos Gradi-
entes Conjugados (CG) [42]. Eles utilizaram o escalamento maximo
e reordenamento MMD. Como critérios de descarte, eles utilizaram o
de tolerancia para as entradas de Z, com valor de tolerancia indo de
0,1 até 0,6 ¢ também padrao de zeros pré-definido em Z. Eles tam-

bém cogitaram nao efetuar a atualizacao dos vetores de Z durante o
)

algoritmo, caso - — tivesse magnitude muito baixa. Porém, tal pro-
cedimento produziu resultados numéricos insatisfatorios, sendo, assim,
desconsiderado.

Como as matrizes utilizadas nao eram necessariamente do tipo M
e H, foi necessaria a utilizacao de estratégias para evitar a falha, além
de restringir a ocorréncia de elementos muito grandes em Z. Se algum
pivo p; fosse menor que /ey, em que €y € a precisao de maquina,
entao ele poderia ser substituido por
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Benzi, Meyer e Tiima - 1996

Entrada: Matriz esparsa A SPD
Saidas: Z e D tais que ZD 1 ZT ~ A~L.
Robustez: Matrizes M e H

Na Literatura

Método iterativo: Gradientes Conjugados

Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura de
Zeros Pré-definida
Escalamento: Maximo

Reordenamento: MMD

Tabela 3.1: AINV

pi < max{\/€M~, potd},

onde

o= max {r"V}0 =" Vlle £ 0

i<k<n—

e = 0,1 é um pardmetro de relaxagdo. Entretanto, eles ressaltaram
que tais modificagoes poderiam afetar a qualidade do precondiciona-
dor. Os testes foram feitos comparando o desempenho do AINV com
o precondicionador de Cholesky incompleto (IC) [71] para o CG, desde
que as densidades dos precondicionadores estivessem proximas. O lado
direito dos testes foi calculada a partir do vetor solugao tendo todas as
entradas iguais a 1. O critério de parada utilizado foi quando a norma
euclidiana do residuo nao precondicionado ficasse menor que 1072, Os
autores concluiram que o precondicionador AINV tem a mesma robus-
tez que o IC, sendo competitivo com ele. Eles reforcaram que o AINV
pode ser uma forte ferramenta na resolugao de sistemas lineares SPD
esparsos e de grande porte em arquiteturas modernas de alto desempe-
nho. Na Tabela 3.1 exibimos um resumo das principais caracteristicas
deste trabalho.

Comentario 2. Aqui nos referimos como AINV ao algoritmo proposto
por Benzi, Meyer e Tidma em [12], que é o algoritmo para matrizes
sitmétricas. Porém, no restante do trabalho o AINV faz referéncia ao
caso geral, para qualquer matriz, como € exposto no Algoritmo 5, ao
menos que especifiquemos que seja para o caso Simétrico.
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3.2 Inversa Aproximada Nao Simétrica
(AINV-NS)

A Tnversa Aproximada Nao Simétrica (Nonsymmelric Approximate In-
verse ou simplesmente AINV-NS) foi proposto por Benzi e Ttma em
[13], em 1998. Trata-se de uma versdo mais generalizada da sugerida
em [12], pois pode ser aplicado a qualquer matriz quadrada inversivel,
nao necessariamente simétrica. O método fornece as matrizes Z, W e
D, tais que A7t =~ ZD7'WT. O AINV-NS ja foi descrito no Capitulo 2
deste trabalho, correspondendo ao Algoritmo 5. A versao utilizada foi
a pela direita, mas eles também citaram a versao pela esquerda como
op¢ao (Algoritmo 6). No artigo, eles reafirmaram que o algoritmo nao
falha para matrizes M e H, indicando que a demonstragao é analoga a
desenvolvida em [12].

Nos testes, foi utilizado o valor de tolerancia fixo como critério de
descarte das entradas de Z e W. Eles ressaltaram que quanto menor
o valor de tolerancia, maior a densidade do precondicionador e menor
o numero de iteracoes na fase de resolucao do sistema. Porém, nesse
caso, a execucao do AINV poderia ser lenta. Mas, se fossem efetuados
muitos descartes nas matrizes Z e W, a qualidade do precondicionador
poderia nao ser satisfatoria. Eles escolheram, entao, ajustar a tolerancia
de modo que o nimero de nao zeros do precondicionador fosse proximo
ao namero de nao zeros de A. Na maioria das vezes, o valor escolhido
foi de 0,1. Em alguns casos nao foi possivel encontrar uma tolerancia
que resultasse em precondicionadores com densidades proximas de A,
gerando precondicionadores muito densos ou muito esparsos.

Foram comparados resultados do AINV-NS com os do precondicio-
nador baseado na fatoragao ILU(0) [68] e os métodos de Krylov foram
BIGSTAB, QMR e GMRES (ver métodos em [8]). O lado direito foi
calculado usando o vetor solugdo com todas as entradas iguais a 1. O
critério de parada utilizado foi quando a norma euclidiana do residuo
nao precondicionado ficasse menor que 1078, Eles também utilizaram
o0 escalamento maximo e reordenamento MMD. A partir dos testes, os
autores concluiram que o AINV-NS acelerou a convergéncia de diversos
métodos iterativos, podendo ser comparada, em média, com a taxa de
convergéncia obtidas pelo ILU(0). Eles também mencionaram que o
tempo de construgao do precondicionador do AINV-NS foi maior que
do ILU(0), porém seu custo nio seria algo proibitivo. Na Tabela 3.2
exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Benzi e Tiima - 1998

Entrada: Matriz esparsa A nao simétrica ¢ nao singular
Saidas: Z,W e D tais que ZD~'WT ~ A~
Robustez: Matrizes M e H

Na Literatura

Meétodo iterativo: BICGSTAB, QMR e GMRES

Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura de
Zeros Pré-definida
Escalamento: Maximo

Reordenamento: MMD

Tabela 3.2: AINV-NS

3.3 Inversa Aproximada Estabilizada (SAINV)

A Inversa Aproximada Estabilizada (Stabilized Approximate Inverse ou
simplesmente SAINV) foi desenvolvido por Benzi ¢ Tama em [10] para
matrizes simétricas, em 2000, e seu principal diferencial é o fato dela
nao falhar para matrizes SPD quaisquer. Isso ¢ possivel pois o SAINV
¢ semelhante ao AINV (para matrizes simétricas de [12]), com a tnica
diferenga no calculo dos pivos que ¢ dado por d; = 2 Az;, como na
equagao (2.7.18), garantindo ser livre de falha para matrizes SPD.
Como o SAINV calcula o pivd utilizando produtos matriz-vetor, ¢
natural que haja questionamento sobre scu custo, ja que cle ¢ neces-
sariamente maior que o do AINV (para matrizes simétricas de [12])
original, pois este utiliza produtos vetor-vetor. Porém, os autores afir-
maram que o calculo do pivd no SAINV é viavel e com custo nao muito
maior que do AINV. Eles argumentaram que os vetores z; sao esparsos
devido aos descartes, além da matriz A também ser esparsa e, por-
tanto, os n produtos matriz-vetor de cada iteragao sao feitos no modo
“esparsoxesparso". Além disso, como Z é triangular superior, apenas
as 1 primeiras colunas de A entram nesse produto, a cada iteracao .
Eles afirmaram que ao descartar as entradas de z; de modo que a matriz
final Z possua O(n) entradas nao nulas e assumindo uma distribuigao
uniforme dessas entradas nas colunas de Z, o custo para calcular os
d;;’s na forma de expressoes bilineares esparsas envolvendo A é linear.
Nos testes feitos, os autores compararam o SAINV com os precondi-
cionadores de Jacobi, FSAT [47] e AINV para o método CG. No AINV,
foi utilizada a estratégia de reducao diagonalmente compensada (des-
crita na Segao 2.7) afim de se evitar a falha. A estratégia de descarte
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utilizado no SAINV foi o de tolerancia nas entradas de Z, com valor
de 0,1. O critério de parada utilizado foi quando a norma euclidiana
do residuo inicial fosse menor que 1078 ou quando o método realizasse
mais de 10.000 iteragdes. O lado direito foi construido como b = Az,
aonde x é um vetor com entradas randomicas e uniformemente distri-
buidas no intervalo (0,1). Eles também utilizaram escalamento Jacobi
e reordenamento MMD. A partir dos testes, os autores concluiram que
o SAINV é uma opgao de precondicionador robusto e eficaz para ser
utilizado no CG, especialmente se combinado com o escalamento Jacobi
e o reordenamento MMD. O AINV combinado com a reducao diago-
nalmente compensada também se mostrou ser um precondicionador
confiavel, mas nao tao eficaz quanto o SAINV, com a possivel exce-
¢ao em problemas de difusao. Na Tabela 3.3 exibimos um resumo das
principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Benzi, Cullum e Tiima - 2000
Entrada: Matriz esparsa A SPD

Saidas: Z e D tais que ZD ' ZT ~ AL
Robustez: Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo: CG

Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura de
Zeros Pré-definida
Escalamento: Jacobi

Reordenamento: MMD

Tabela 3.3: SAINV

3.4 Inversa Aproximada Estabilizada Nao

Simétrica (SAINV-NS)

Em 2000, Bridson ¢ Tang apresentaram a Inversa Aproximada Esta-
bilizada Nao Simétrica (Stabilized Nonsymetric Approximate Inverse
ou simplesmente SAINV-NS), em [22]. Eles afirmam que o algoritmo
proposto é baseado no SAINV e pode ser aplicado a qualquer matriz
simétrica ou nao simétrica. As diferengas em relagao ao AINV sao os
célculos 1".5-7’71), ,9;-7'71) e d;;. Os escalares 7“57’71), 5‘(7-7’71) séo calculados utili-
zando as equagoes 7‘](-171) = wl Ae; e sy*” =zl ATe; (equagoes (2.3.12)
e (2.7.20)). Ou seja, dado o Algoritmo 6, as linhas 6 e 7 sao substi-
tuidas pelas equagoes (2.3.12) e (2.7.20), respectivamente. Ja o pivo é
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dado por d;; = w] Azj, substituindo a linha 11 do Algoritmo 6 por esta
expressao.

Nos testes, a estratégia de descarte utilizada foi de tolerancia fixa
no valor de 0, 1 nas entradas de z; e w; e também nas entradas dos ve-

i—1 i—1

tores z; e cw 4 . ) das linhas 8 e 9 do Algoritmo 6, respectivamente.
Eles utilizaram escalamento o Jacobi ¢ o reordenamento MIP. Os pre-
condicionadores gerados foram utilizados para os métodos CG, no caso
SPD, ¢ BIGSTAB, para os demais tipos de matrizes. O lado direito foi
calculado usando o vetor solugao com todas as entradas iguais a 1 ¢ o
critério de parada utilizado foi quando a norma euclidiana do residuo
ficasse menor que 107%. Eles compararam as versdes pela esquerda e
pela direita do SAINV-NS, concluindo que os precondicionadores me-
lhoraram os desempenhos dos métodos iterativos, porém a versao pela
direita foi mais rapida na fase de construgao. Além disso eles também
ressaltaram que o reordenamento da inversa aproximada melhorou a
cficiéncia da memoria cache durante a exccugao do método iterativo.
Na Tabela 3.4 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste
trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Bridson e Tang - 2000

Entrada: Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular.
Saidas: Z.W e D tais que ZD7'WT ~ A~1.
Robustez: Matrizes M ¢ H

Na Literatura

Método iterativo: BICGSTAB

Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1)
Escalamento: Jacobi

Reordenamento: MIP

Tabela 3.4: NS-SAINV

3.5 Inversa Aproximada com Pivoteamento

(AINVP)

Em 2002, Bollhofer e Saad propuseram a Inversa Aproximada com Pi-
voteamento (AINVP) (Approzimate Inverse with Pivoting ou simples-
mente AINVP) para quaisquer matrizes, em [19]. A ideia sugerida é
aplicar o processo de pivoteamento completo na versao pela direita do
AINV, baseado no processo de pivoteamento completo da eliminagao
gaussiana com ordem IJK [67]. A principal motivagao do uso de pivo-
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teamento é evitar o aparecimento de pivos nulos ou de baixa magnitude
durante o algoritmo, ou seja, evitar a falha ou a instabilidade. Aqui
comentamos, de forma generalizada, o processo de pivoteamento com-
pleto utilizado. A ideia é, a cada iteragao, permutar o pivd d; com
outro multiplicador calculado na iteragao, dada uma condi¢ao prede-
terminada, com intuito de evitar a falha. Para preservar a consisténcia
do método, deve-se também reordenar as linhas e colunas de A e as
colunas de Z — I e W — I. Para realizar as permutagoes em A, sao
utilizadas as matrizes permutagao II e X, que no inicio do algoritmo
sao dadas pela identidade I. Entao, a cada iteragdo, é executada a
etapa de pivoteamento e depois as colunas de Z e W sao atualizadas
na forma usual do AINV (linhas 8 e 9 do Algoritmo 5). O algoritmo
de biconjugacao é executado na matriz IIAY e, ao final do método, a
inversa aproximada fica como (ITAY)™! ~ ZTD='WT. O Algoritmo 13
apresenta uma implementa¢ao do AINVP.

A seguir, detalhamos as etapas do Algoritmo 13, a cada iteracao i:

e S0 obtidos sgi_l), o s87Y 4 partir de .9§-i_1) =w] (IIAY)z;, j > i
(linha 7).

e Caso |S§i_1>| < amaX;,>it+1 |s§f1—1)| (condi¢ao de pivotcamento),
para um parametro « € (0, 1] escolhido previamente, entao ¢ se-

1)| = MaAX;y>i 41 |8£ffl)|

lecionado k, tal que |s,(:7 . Assim, sao per-

mutados os elementos sgi_m e sé,i_l). Além disso, sao permutadas

as colunas i e k de W — I e as linhas i e k de II (linha 8 até 11).

e Sao obtidos T§i71)7 ey Y a partir de r;,i*l) =w! (IAY)z;, j > i
(linha 13).

e Caso |rfi71)| < amaX;>it1 Ir$™| (condicdo de pivoteamento),
para um parametro «a € (0, 1] escolhido previamente, entao é es-

(i—1) (i-1) : =
v | = max,,>i41 7, . Assim, sdo permu-

tados os elementos ri(i*l) e r,(:*l). Além disso, sao permutadas as

colunas i ¢ k de Z — I ¢ X (linha 14 ate 17).

colhido k, tal que |r

N i—1 .
e Se 0 pivd riz ) for permutado (e, consequentemente, as linhas e
: - (-1 _(i-1)

colunas das matrizes), entao os valores s, ’,...,s, ~ devem ser
recalculados e novamente aplicada a condigao de pivoteamento

(i-1) . ion i=1)
a s; . De forma andloga, se o pivd s, for permutado, en-
i—1 i—1
5’ ), . r,(f ) devem ser recalculados e novamente
. i . (i-1) .
aplicada a condicao de pivoteamento a r; ’. Esse processo ¢é
executado até que a condicao de pivoteamento seja totalmente
atendida (isso ¢ feito utilizando as variaveis booleanas satisfied r
e satisfied s).

tao os valores r
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e Por fim, sao atualizados os valores dos vetores z](»i) e wgz) paraj > 1
e aplicadas estratégias de descarte em suas entradas (linha 22 até

24).

Podemos observar que o AINVP é bem mais complexo e custoso
que o AINV original, sendo interessante no uso de problemas dificeis
de convergirem ou para se evitar a falha, ja que seu objetivo é evitar
pivos nulos ou de baixa magnitude.

Nos testes numéricos, os valores escolhidos para « foram de 0,1
ou 1. Os descartes foram feitos por magnitude, usando tolerancias
de 7 = 0,1 ou 7 = 0,01. Eles compararam o AINVP com o ILU
e ILUP para os métodos GMRES(30) e QMR. O critério de parada
utilizado foi quando o método atingisse um méaximo de 500 iteragoes,
ou se a norma relativa do residuo ficasse menor do que ,/eps ou o
proprio eps, aonde eps indica a precisao da méaquina. O lado direito foi
calculado usando o vetor solugao com todas as entradas iguais a 1. Os
autores concluiram que o AINVP produz precondicionadores bastante
robustos, principalmente em problemas dificeis. Na Tabela 3.5 exibimos
um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores ¢ Ano: Bollhofer e Saad - 2002

Entrada: Matriz esparsa A nao singular e nao simétrica.
Saidas: Z,W,II, % e D tais que ZD'WT ~ (ITAZ) ..
Robustez: -

Na Literatura
Método iterativo: GMRES(30) e QMR
Descartes: Tolerancia (entre 0,01 e 0,1)
Escalamento: -
Reordenamento: -

Tabela 3.5: AINVP

3.6 Fatoragao Incompleta Robusta (RIF)

Em 2003, Benzi e Tuma propuseram a Fatoragao Incompleta Robusta
(RIF) (Robust Incomplete Factorization ou simplesmente RIF), em [15].
Primeiramente, os autores apresentaram um problema de minimos qua-
drados que busca resolver

min ||b — Ax||a, (3.6.1)
TeR™
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onde A ¢é esparsa, m X n e possui posto completo. Naturalmente, o
problema vale para o caso m = n, mas o maior interesse ¢ quando
m > n. Para resolver (3.6.1) podemos usar métodos diretos ou métodos
iterativos aplicados implicitamente as equagoes normais do problema,
dadas por

Cr = f, (3.6.2)

onde
C=ATA, f= AT,

Neste caso, eles escolheram o CGLS [35] como método iterativo, que
é uma variacao do CG. Os autores consideraram, entdo, produzir pre-
condicionadores para o CGLS, ressaltando o interesse de que esse pre-
condicionador tivesse as seguintes propriedades:

1 nenhuma entrada de C' = A'A precisaria ser explicitamente cal-
culada;

2 a fatoragao incompleta nao falharia;
3 O armazenamento intermediério seria insignificante.

Entao eles apresentaram RIF, cuja ideia é utilizar o SAINV para
obter a fatoracdo LDL de C. Seja C = LDLT a fatoracdo LDL de C
(fatoragao de Cholesky sem do célculo de raizes quadradas ), em que
L ¢é diagonal inferior unitaria. Entdao C~! = L~TD~'L~! e, portanto,
Z = LT (como visto na Segdo 2.3). Sabemos que, para L = [I;;], entdo

(i-1)
Iy =1

g
IV dy i ]
Z =W e, entao, 7”5-’71) = 55-7'71)). Logo, para calcular as entradas de L,

(ver equagao (2.3.11), considerando o caso simétrico em que

bastaria armazenar os multiplicadores 7“;‘71) durante o SAINV aplicado
a C. Este procedimento pode ser visto no Algoritmo 7, considerando
apenas o calculo das entradas de L e Z. A fatoracao LD L aproximada
seria, entdo, utilizada como precondicionador para (3.6.2).

Como o processo é baseado no SAINV, entao o algoritmo é livre de
falha pois C' = ATA ¢ SPD. Eles ressaltaram esse aspecto como uma
vantagem em relagao a outros processos que usam a fatoracao LDL da
matriz como precondicionador. Em relagao as caracteristicas requeri-
das, temos que a primeira propriedade é garantida, ja que durante o
processo, o calculo dos multiplicadores e dos pivos se baseiam no pro-
duto 2] Cz; = zF AT Az; = (Az)"(Azj), 1 <1 < j <n. Portanto, ATA
nao precisa ser explicitamente calculada. O segundo item é garantido
pois o RIF nao falha quando aplicado a matrizes SPD. O terceiro item
também ¢é alcangado, ji que nao é necessario armazenar os vetores in-
termediéarios e nem as colunas de Z gerados durante o algoritmo.
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Para os testes numeéricos, o critério de descarte utilizado foi de tole-
rancia fixa 7 nas entradas de Z e de L. Eles também sugeriram o uso
da tolerancia variavel 7]/a;||2 como opgao, em que a; é a i-ésima coluna
de A. Neste caso, eles recomendavam que se executasse um reordena-
mento em A de modo que ||a;||2 =1 (e, portanto, C' possuiria diagonal
unitaria). Eles afirmaram que tal estratégia poderia melhorar o con-
dicionamento da equacao normal. Para simplificar, eles escolheram o
mesmo valor de tolerdncia para os vetores z; e para as entradas de L
que variou entre 0,1 e 0,5. Eles utilizaram o escalamento Jacobi e o
reordenamento MMD. O RIF foi comparado com os precondicionado-
res ICNE [15], IMGS [1] e IGR [60] para serem aplicados no CGLS.
O lado direito foi calculado usando o vetor solu¢ao com todas as en-
tradas iguais a 1. O algoritmo pararia quando a norma euclidiana do
residuo relativo ficasse menor que 1078, Os autores concluiram que,
embora o RIF fosse mais custoso que os outros precondicionadores, os
resultados numéricos indicaram que, em muitas vezes, o RIF obteve
melhores taxas de convergéncia e maior estabilidade em relagao a fa-
lha, dependendo do valor de descarte utilizado. Na Tabela 3.6 exibimos
um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Benzi e Tiima - 2003

Entrada: Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular
Saidas: L,U e D tais que LDU =~ A.
Robustez: Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo: CGLS
Descartes: Tolerancia (normalmente entre 0,1 ¢ 0,5)
Escalamento: Jacobi
Reordenamento: MMD

Tabela 3.6: RIF

3.7 Inversa Aproximada Estabilizada
Aperfeigoada (ISAINV)

Em 2004, Seiji Fujino e Yusuki Ikeda apresentaram a Inversa Aproxi-
mada Estabilizada Aperfeicoada (Improved Stabilized Approximate In-
verse ou simplesmente ISAINV), em [36] para matrizes SPD. Eles se
basearam na versao pela direita do SAINV, porém a diferenga seria a
utilizacao de uma dupla estratégia de descarte. Antes de serem feitos
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i—1 i -
descartes nas entradas dos vetores z](-l ) por tolerancia fixa 17, primei-
)

i
di;

ramente era avaliado o valor de |

(1) )
T j ~ . . L.
Caso | 44— |< 7y, 0 vetor zy(-?) nao seria atualizado. Caso contrario, a

atualizacao do vetor era feita como no SAINV e, entao, seriam aplica-
dos os descartes nas entradas de zj(l). Este processo de duplo descarte
pode ser visto no Algoritmo 11, aplicando o descarte na linha 6 em
D)

~— (j& que estamos lidando com o caso simétrico). Eles sugeriram
2

essa mesma estratégia de duplo descarte para o RIF, chamando-o de
IRIF ("Improved RIF").

| através de uma tolerancia 7.

Nos testes, os valores das tolerancias variaram de 0,01 até 0, 75. Eles
utilizaram o escalamento Jacobi. Foram comparados os precondiciona-
dores gerados pelo SAINV, RIF, ISANV e IRIF para o método CG. O
lado direito foi calculado usando o vetor solu¢ao com todas as entradas
iguais a 1 ou um vetor realistico. O algoritmo pararia quando a norma
euclidiana do residuo relativo ficasse menor que 107?. Os autores con-
cluiram que a estratégia de descarte duplo funcionou bem para matrizes
obtidas de uma ampla gama de aplicagdes, com melhor desempenho em
relagdo ao SAINV e ao RIF. Eles também pontuaram que utilizaram
apenas uma mesma méquina para todo os testes, ressaltando que as
comparagoes poderiam ser fortemente influenciadas pela plataforma de
computagao utilizada. Porém, eles destacaram a melhora de desempe-
nho com a estratégia de descarte duplo se comparada, pelo menos, com
outras estratégias de descarte. Na Tabela 3.7 exibimos um resumo das
principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Fujino e Ikeda. - 2004

Entrada: Matriz esparsa A SPD
Saidas: Z e D tais que ZD 1 ZT ~ A7
Robustez: Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo:  CG

Descartes: Descarte duplo
Escalamento: Jacobi
Reordenamento:  —

Tabela 3.7: ISAINV
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3.8 Inversa Aproximada Estabilizada Variada
(SAINV-VAR)

A Inversa Aproximada Estabilizada Variada (Stabilized Approzimate
Inverse Variety ou simplesmente SAINV-VAR) foi elaborada por Ra-
fiei ¢ Toutounian em [65], em 2008, para ser aplicado em quaisquer
matrizes positivas definidas. Eles se basearam na versao pela direita do
SAINV e nas relagoes dos fatores Z, W com os fatores L e U de A. A
ideia proposta é utilizar o SAINV para produzir as aproximagoes das
matrize(s W)’ , UeD. A aproximagao de U é obtida através da igualdade
i—1
uj = L (equaciio (2.3.10)), ou seja, utilizando os multiplicadores

di; ]
gerados pelo algoritmo. Além disso, os multiplicadores 7"](-171) seriam

calculados como 7“;171) =a;— Y} sgkfl)ukj (equacao (2.3.15)). Dessa
forma, nao seria necesséria a utilizagdo de Z para calcula-los. O algo-
ritmo é feito tomando como base o Algoritmo 5, mas reescrevendo o
lago “para"do j pelo lago mostrado no Algoritmo 9, excluindo-se a linha
4 (as entradas da aproximagao de L nao sao calculadas). Os pivos sao
calculados como no SAINV.

Para achar a aproximacao de Z, foi feita a aproximagao da inversa
de U, pois Z = U~!. Para isso, eles fizeram uso do trucamento da série
de Neumman de grau (:

Zy=1+F+F*+F+. . +F (3.8.3)

onde F' = [ — U e I ¢ a matriz identidade. Por meio de (3.8.3) e do
método de Horner [43], obtemos a inversa aproximada A~ ~ ZD~'W,.
No trabalho, foi escolhido [ = 4. A principal vantagem do algoritmo
seria evitar aplicar a conjugacdo em AT, calculando a aproximacao de
Z apenas apds o processo, a partir de U.

Os descartes foram feitos nas entradas dos vetores de W, em U
e, posteriormente, em Z, utilizando tolerancias fixas dadas por 7, =
0,001, 75 = 0,001 e 73 = 0,01, respectivamente. Os testes numéricos
compararam o desempenho de SAINV-VAR com o SAINV (adaptado
para matrizes nao simétricas, ou seja, sendo equivalente ao AINV-NS
mas utilizando dy; = 2! Az; para o calculo dos pivos) para os métodos
QMR, BIGSTAB ¢ GMRES(10). O lado direito foi calculado usando
o vetor solugao com todas as entradas iguais a 1. O algoritmo pararia
quando a norma euclidiana do residuo ficasse menor que 107%. Os au-
tores concluiram nos testes que o SAINV-VAR foi eficaz na redugao do
namero de iteragoes, além de ter sido mais esparso e mais barato (tanto
nos custos de constru¢io quanto nos custos totais) do que o SAINV,
Na Tabela 3.8 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste
trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Rafiei e Toutonian - 2008

Entrada: Matriz esparsa A NSPD

Saidas: U, W e D tais que Ul_lD_lVVT ~ A~' aonde
U~ & estimado pela série de Newmann: Ul_1 =
I+(I-U)+...+(I-U)

Robustez: Matrizes NSPD

Na Literatura
Método iterativo: QMR, BICSTAB e GMRES(10)
Descartes: Tolerancia (entre 0,001 ¢ 0,01)

Escalamento: -
Reordenamento: -

Tabela 3.8: SAINV-VAR

3.9 Inversa Aproximada Fatorada pela Frente
(FFAPINYV)

Em 2010, Salkuyeh propés em [69] a Inversa Aproximada Fatorada
pela Frente (Forward Factored Approzimate Inverse ou simplesmente
FFAPINV), baseada no de Lee e Zhang [50]. O FFAPINV pode ser
utilizado em qualquer matriz nao singular e tem como base a versao
pela esquerda do AINV-NS (o termo “pela frente"neste trabalho é equi-
valente ao “pela esquerda). A diferenca é que os multiplicadores séo
calculados utilizando as equagoes r'' " = wl Ae; e sy*l) = 2l ATe;
(equagoes (2.3.12) e (2.7.20)). Ou seja, dado o Algoritmo 6, as linhas 6
e 7 sao substituidas pelas equagoes (2.3.12) e (2.7.20), respectivamente.
O caleulo do pivé ¢ feito como dj; = w] Az; se A nao for positiva defi-
nida. Se ela for positiva definida, entdo d;; = Az; se Az; for diferente de
zero. Caso contrario, dj; = ijAzj (equagao (2.7.19)), garantindo que
o algoritmo nao falhe para qualquer matriz positiva definida. Salkuyeh
também mostrou em um trabalho anterior [70] que, sem considerar os
descartes, o AINV e o FFAPINV sao matematicamente equivalentes.
(i-1)

T
J

A estratégia de descarte foi aplicada em duas partes. Caso, | 24— [<
17
sé'il) n . ~ . ~
7 e | — |< 7, para uma dada tolerancia 7 entdo as atualizacoes de

z;-i) e w;-i) nas linhas 8 e 9 nao eram efetuadas. A segunda estratégia

foi feita nos vetores z](-l) e wj(-l), desconsiderando as entradas cujo va-

lor absoluto fossem menores que 7. O valor de tolerancia utilizado foi
7 = 0,1. Nos testes, foram comparados os precondicionadores FFA-
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PINV, SAINV (adaptado para matrizes ndo simétricas, ou seja, sendo
equivalente ao AINV-NS mas utilizando d;; = 2z Az; para o calculo dos
pivos) e SAINV-VAR para o solver GMRES. O lado direito era cons-
truido com a solugao sendo o vetor com entradas iguais a 1. O critério
de parada foi de 107!° para a norma euclidiana do residuo ou se o ni-
mero maximo de 1000 iteragoes foi atingido. Os autores concluiram que
o FFAPINYV foi eficaz na melhora do ntunero de iteragoes e do tempo to-
tal total de CPU para atingir a convergéncia. Eles também ressaltaram
que o FFAPINV obteve melhores resultados que o SAINV e SAINV-
VAR. Na Tabela 3.9 exibimos um resumo das principais caracteristicas
deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Salkuyeh - 2010

Entrada: Matriz esparsa A NSPD
Saidas: Z,W e D tais que ZD7'WT ~ A7L
Robustez: Matrizes NSPD

Na Literatura

Método iterativo:  GMRES
Descartes: Descarte duplo (no valor de 0, 1)
Escalamento: -

Reordenamento:  —

Tabela 3.9: FFAPINV

3.10 Fatoracao Incompleta Robusta Nao Simétrica
(RIF-NS)

Em 2011, Rafiei e Bollhofer propuseram a Fatoracao Incompleta Ro-
busta Nao Simétrica (Nonsymmetric Robust Incomplete Factorization
ou simplesmente RIF-NS), em [64], que utiliza o AINV para encontrar
aproximagoes dos fatores LDU de qualquer matriz nao singular. Eles
apontam que a vantagem de se utilizar o RIF-NS reside no fato dele
ser nao falhar se a matriz for positiva definida. Nesse caso, o pivo seria
calculado como em (2.7.18).

Primeiramente, eles tratam da sua versao pela direita que é baseada
no AINV pela direita. A ideia é calcular as matrizes W e D utilizando

o processo de biconjugagdo, e as matrizes L e U por meio das formulas
SG-1) NEESY)
l

e u; = -5— (equagdes (2.3.11) e (2.3.10)), com j > 4.
O célculo de sj(-%l) ¢ feito da foma usual como cZ-Twyf1> (linha 7 do
Algoritmo 5). Porém, os multiplicadores r](-i_l) sao calculados como

[ N
I di;
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(ver equagdo (2.3.15)):

i—1

i1
r§z_1) = r;z_l) =a; — Z sgk_l)ukj = a; — Z Likprg;.
k=1 k=1
Portanto, para achar os multiplicadores rﬁjil) e, consequentemente en-
contrar U, necessita-se apenas nos valores das entradas de A e das en-
tradas de L e U previamente calculados. Ou seja, nao é preciso calcular
7 para sc obter os multiplicadores, evitando, assim, trabalhar com AT,
Desta forma, a cada iteracao ¢, sdo encontradas a i-ésima coluna de W,
a i-¢sima coluna de L ¢ a ¢-¢sima linha de U. Este processo ¢ observado
no Algoritmo 9.

Como estratégia de descarte, Rafiei e Bollhofer usam um mesmo
parametro epy para L e W e um parametro ey para U, tais que wy;,
lj; e u;; sao descartados, caso

lwi| < erw,
lLiilllei L™ oo < erw, (3.10.4)
[ugillle U™ oo < ev, (3.10.5)

onde wy; € a entrada [ do vetor w; na iteracao 7, com 1 < [ < i <
Jj < n. As relagoes (3.10.4) e (3.10.5) sao obtidas afim de se preservar
informacoes das inversas de L e U, importantes para a qualidade do
precondicionador. Mas, como nao se tem as inversas dessas matrizes
e W = LT, sem os descartes, entdo eles sugeriram adaptar a relacio
(3.10.4) para

illlwillso < eLw, (3.10.6)

ja que |[wille = |L7T€i|lc = [|€FL7Y|o. Desta forma, a condigio
(3.10.6) pode ser utilizada, a cada iteragao, no descarte das entradas
de L. Como as entradas de Z nao sao calculadas no algoritmo, eles uti-
lizam um método alternativo (ver [64]) que estima o valor aproximado
de ||ef U™, necessitando das linhas de U. Esse método ¢ rodado
paralelamente ao RIF-NS a fim de se aplicar o descarte nas entradas
de U a cada iteracao. Na versao pela esquerda, a ideia é semelhante,
porém com alguns ajustes em relagao aos indices.

Nos testes foram comparados RIF-NS pela direita, RIF-NS pela
esquerda, AINV pela esquerda e ILUT para os métodos BICGSTAB,
GMRES(30) e TFQMR [34]. Foram feitos escalamento NSSM (ver [64])
e reordenamento MNLD. O valor inicial nos testes foi o vetor nulo e
lado direito foi b, em que b = Ae, sendo e um vetor com estradas
iguais a 1. O algoritmo pararia quando a norma euclidiana do residuo
relativo ficasse menor que 107'%. Os autores concluiram que a versao
pela esquerda do RIF-NS, na maioria dos testes, obteve menores tempos
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totais e fizeram convergir o método de Krylov com menor nimero de
iteragoes do que o AINV. Ja o ILUT, na maioria dos testes, obteve
menores tempos totais e menor nimero de iteragoes do que o RIF-
NS. Portanto, eles concluiram que a versao pela esquerda do RIF-NS
obteve melhores resultados que o AINV, porém com resultados um
pouco inferiores ao ILUT. Na Tabela 3.10 exibimos um resumo das
principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Rafiei e Bollhofer - 2011

Entrada: Matriz esparsa A nao simétricas e nao singulares
Saidas: L,U e D tais que LDU =~ A.
Robustez: Matrizes NSPD

Na Literatura

Método iterativo: BICGSTAB, GMRES(30) e TFQMR
Descartes: Tolerancia em Z, W, L e U
Escalamento: NSSM

Reordenamento: ~ MLND

Tabela 3.10: RIF-NS

3.11 Fatoracao Incompleta Robusta com
Pivoteamento (RIFP)

Em 2012, Rafiei propos a Fatoracdo Incompleta Robusta com Pivotea-
mento (Robust Incomplete Faclorization with Pivoting ou simplesmente
RIFP) em [62], que é uma adaptacao do processo de pivoteamento do
AINVP para o RIF. Ela é proposta para matrizes ndo singulares quais-
quer. O pivoteamento é feito de maneira analoga a descrita na Segao
3.5, porém também sao executadas permutagoes nos elementos doa fa-
tores L e U de A.

Aqui comentamos, de forma generalizada, o processo de pivotea-
(i-1)

mento utilizado. A cada iteracio i, se s, nao atender & condigao

de pivoteamento e tiver de ser permutado com o multiplicador s](f*l),
entao, além de serem permutadas as colunas i e kK de W — [ e as li-
nhas ¢ e k de II, também devem ser permutadas as linhas de L — [

(linha 8 até 11). Da mesma forma, se rgifl)

nao atender & condigao
de pivoteamento e tiver que ser permutado com o multiplicador r,(fl),
entao, além de serem permutadas as colunas 7 e k de Z — I e de X,
também devem ser permutadas as colunas de U — I (linha 14 até 17).
Ao final do processo de pivoteamento, sao calculadas as entradas de L
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e U através das equagdes (2.3.11) e (2.3.10) (linhas 22 e 23), respecti-
vamente, e atualizados os vetores de Z e W (linhas 25 e 26). Depois,
sao efetuadas estratégias de descartes nesses valores (linhas 24 e 27). O
algoritmo produz a fatoragao IIAYX ~ LDU. Podemos observar o RIFP
no Algoritmo 14.

Nos testes numéricos, os valores escolhidos para a foram de a =
0,1, « = 0,4, « = 0,75 ¢ &« = 1. Os descartes foram feitos por
magnitude usando tolerancias de 7 = 0, 1. Eles compararam com RIFP
com a versao pela direita do RIF para para os métodos GMRES(30),
BICGSTAB e TFQMR. Em todos os testes, o lado direito foi construido
com o vetor solucao tendo todas as entradas iguais a 1. O critério
de parada foi de 10~® para a norma do residuo relativo ou quando
o método atingisse um maximo de 5.000 iteracoes. Eles utilizaram
reordenamento MMD. Os autores concluiram que o RIFP obteve bons
resultados ao diminuir o nimero de iteragoes dos métodos de Krylov.
Eles também ressaltaram que o valor de a = 0, 1 melhorou a qualidade
dos precondicionadores, se comparado a outros valores de a. Na Tabela
3.11 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Rafiei - 2012

Entrada: Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular
Saidas: II,%, L,U e D tais que LDU =~ I1AX.
Robustez: -

Na Literatura

Método iterativo: GMRES(30), BICGSTAB e TFQMR
Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1)
Escalamento: -

Reordenamento: ~ MMD

Tabela 3.11: RIFP

3.12 Inversa Aproximada com Pivoteamento
pela Esquerda (LLAINVP)

Em 2014, Rafiei propos a Inversa Aproximada com Pivoteamento pela
Esquerda (Left Looking Approxzimate Inverse with Pivoting ou simples-
mente LLAINVP) para matrizes ndo singulares quaisquer, em [63]. Ba-
seada no trabalho de Bollhofer e Saad [19], que aplica estratégia de pivo-
teamento completo na versao pela direita do AINV, ele sugere também
o pivoteamento completo, s6 que na versao pela esquerda. Assim como
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no AINVP, a estratégia é baseada no pivoteamento completo da versao
eliminagao gaussiana com ordem IJK [67].

Aqui comentamos, de forma generalizada, o processo de pivotea-
mento completo para o AINV pela esquerda. O processo é andlogo
ao AINVP, (descrito na Secao 3.5), cuja ideia é permutar o pivo 7;(s;)
com outro multiplicador r;-k)(sg-k))(i < k < n) calculado a cada iteragao,
para atender condigao predeterminada. Para preservar a consisténcia
do método, deve-se também reordenar as linhas e colunas de A e as
colunas de Z — I e W — I. Para realizar as permutagoes em A, sao
utilizadas matrizes de permutagao II e X, que sao inicializadas como
matrizes identidade I. Apesar do processo ser andlogo, existem algumas
diferengas, inerentes ao fato de se trabalhar com a versao pela esquerda.
Uma delas é o calculo dos multiplicadores s(] 1), ey sg-n). Na versao pela
direita, esse célculo se da através de [TAY e dos vetores de W e Z da ite-
ragao anterior. Porém, na versao pela esquerda, esses vetores ainda nao
foram calculados. Entao utiliza-se a férmula s(J R el (ILAY)z; G=1)
(j <) (equagao (2.7.20)) para achar tais valores. Para isso, os vetores
zj(.l), ey zﬁl_l) sdo previamente atualizados, como no Algoritmo 6. Ou-
tra diferenca, é que as colunas j e k de W — I nao sao diretamente
permutadas, ja que a coluna k de W ainda nao foi calculada. Portanto,
para que isso ocorra, os vetores w(l) ,ng Y si0 atualizados como
no Algoritmo 6 depois de se fazer as permutacoes dos multiplicadores
e das linhas de A. Essas diferengas também valem para os multipli-
cadores 7“59 7]), ...,rj(.") e a matriz Z. O algoritmo produz a fatoragao
(MAX) ! ~ ZD'WT. O LLAINVP é executado como no Algoritmo
15.

Abaixo explicamos, de forma geral, as etapas do Algoritmo 15 a
cada iteracao j:

~ . 1 i—1 . )
e Sao atualizados os vetores z]( )7 z;] ) como no Algoritmo 6 e &

aplicada estratégia de descarte (linhas 7 e 8).
e S&o obtidos valores de sgj =y 2] U através da equagao sgj -0
eiT(HAE)zﬁjfl),(j > i) (se nao for a primeira iteragdo, entao

s =U7Y) (linha 9 até 14).

e Caso \s(j71)| < amaxpysis |s9 Y| (condigio de pivoteamento),
para um parametro o E (0 1] escolhido prev1amente entao é se-
lecionado k, tal que |5 | = mMaX,,>j+1 |5m | Assim, sao per-
mutados os elementos sgj Ve s,(j V. Além disso, sao permutadas
as linhas i e k& de II (linha 15 até 20).
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e Sao atualizados os vetores w§1)7 e w§j_1) como no Algoritmo 6 e

é aplicada estratégia de descarte (linhas 25 até 26).

e I feito rj(»jfl) = sg»j*l) e sao obtidos valores de 7"](»]4:11), .“77453;1)
através da equagao 7‘1071) = (w;jfl))T(HAZ)eiT, (j = ¢) (linha 27
até 28).

i—1 j—1 . .
e Caso \7";-] )| < amax,si [r "] (condigio de pivoteamento),
para um parametro « € (0, 1] escolhido previamente, entdo é es-

colhido %, tal que |7“,(€j_1>| = MaX;,>ji1 r8Y. Assim, sdo permu-

i—1 i—1 , . -
tados os elementos rj(-j ) e r,(j ) Além disso, sao permutadas as

colunas i e k de 3 (linha 30 até 34).
e Se 0 pivd 770 for permutado (e, consequentemente, as linhas e

J
. - i1 i1 i1
colunas das matrizes), entao z]< )2, 8§-] ), s87Y devem

ser recalculados e novamente aplicada a condig¢ao de pivoteamento

i—1 ) (-1 ~
a 557 ). De forma analoga, se o pivod 52‘7 ) for permutado, entao
1 j—1 j—1 i—1
os vetores w'”, ... w¥ " e os valores 7YV, . 7YY devem ser

o Wy j
recalculados e novamente aplicada a condi¢ao de pivoteamento a

i—1 ) . . .
T;J ). Esse processo é executado até que a condi¢ao de pivotea-
mento seja totalmente atendida (isso ¢ feito utilizando as variaveis

boolecanas satisfied 7 ¢ satisfied _s).

Observemos que o algoritmo é executado na matriz ITAY e, dessa
forma, a inversa aproximada fica como (IIAY)™' ~ ZD'W7T. E en-
fatizado que a principal motivagao do uso de pivoteamento é evitar o
aparecimento de pivos nulos ou de baixa magnitude durante a execucao
do algoritmo, contribuindo para que as entradas de Z e W nao sejam
muito grandes, melhorando a qualidade do precondicionador. Porém,
o processo de construgao do precondicionador é mais complexo que o
AINYV original, sendo interessante no uso de problemas dificeis que fa-
lham na fase de construgao do precondicionador ou que nao convergem
na fase de aplicagao do método de Krylov.

A estratégia de descarte foi feita em relagao as entradas dos vetores
w; e z por tolerancia fixa variando entre 0,1 e 0,01. O parametro
« foi testado para os valores 0,1, 0,5, 0,8 e 1. Os resultados foram
comparados com o AINV pela esquerda e os precondicionadores usados
para os métodos BICGSTAB ¢ TFQMR. O lado direito utilizado foi
construido utilizando o vetor solugao com todas as entradas iguais a 1.
O critério de parada foi de 107 para a norma do residuo relativo ou
quando o método atingiu um méximo de 5.000 iteragdes. Foi utilizado
ordenamento MNLD. Os autores concluiram que quando a tolerancia
foi de 0,1, os testes com o LLAINVP obtiveram melhores resultados
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no uso dos métodos iterativos quando o = 0, 1. Ja quando a tolerancia
de descarte foi de 0,01, os testes nao indicaram uma melhor escolha
para «. Eles também ressaltaram que os resultados do LLAINVP sem
o MNLD nao foram melhores do que utilizando o MNLD, no intuito de
diminuir o namero de iteragoes do método iterativo. Na Tabela 3.12
exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Rafiei - 2014

Entrada: Matriz esparsa A ndo simétricas e nao singulares
Saidas: Z,W,II,S e D tais que ZD7'WT ~ (IAX)~ L.
Robustez: -

Na Literatura

Meétodo iterativo: BICGSTAB e TFQMR
Descartes: Tolerancia (entre 0,01 ¢ 0,1)
Escalamento: -

Reordenamento: ~ MNLD

Tabela 3.12: LLAINVP

3.13 Classificacao da Inversa Aproximada

Agrupamos em quatro classes as diversas variantes da Inversa Aproxi-
mada encontradas na literatura. Essa separacao foi percebida, princi-
palmente, durante a implementacao das mesmas e leva em considera-
¢ao elementos como: tipo de armazenamento das matrizes calculadas
nos algoritmos, uso de memoéria compartilhada e a forma como alguns
célculos sao efetuados. Esperamos com a presente secao clarificar as
semelhancas e diferencas entre as versoes do algoritmo de inversa apro-
ximada e estabelecer estruturas gerais a partir das quais os algoritmos
serao considerados casos particulares.

As quatro classes gerais dos algoritmos de Inversa Aproximada en-
contradas na literatura sao: Classe AINV, Classe FFAPINV, Classe
AINV-LU e Classe Pivoteamento. Nas subse¢bes a seguir, explorare-
mos os aspectos de cada uma dessas classes.

3.13.1 Classe AINV

Essa classe ¢ formada pelas variagoes: AINV, AINV-NS, SAINV e
ISAINV. Elas tém como base o Algoritmo 5. Nelas, os vetores de Z e W
sao atualizados da mesma maneira, como apresentado neste algoritmo.
Elas diferenciam-se apenas nos seguintes aspectos:
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e simetria - dentre as quatro variagoes, somente o AINV-NS foi pro-
posto para matrizes nao simétricas, operando exatamente como no
Algoritmo 5. Ja o AINV, SAINV e I[SAINV sao abordados ape-
nas para matrizes simétricas, excluindo-se entao todos os passos
relativos aos calculos de W (ja que, nesse caso Z = W).

e célculo do pivo - o AINV e AINV-NS foram propostos calculando-
se 0 pivo da forma exibida no Algoritmo 5. Ja o SAINV e ISAINV
calculam o pivo como d;; = le Az;, garantindo ser livre de falha
para matrizes SPD.

e estratégia de descarte - os descartes no AINV, AINV-NS e SAINV

1 1
foram efetuados nas entradas dos vetores zJ(Z ) e w(L ), a cada

iteragao. Ja o ISAINV aplica o descarte duplo, sendo esse 0 seu

diferencial. Mais precisamente, antes de calcular as entradas dos
R

vetores z(- ), primeiramente é avaliado o valor de |- i | através

(L 1) ()

de uma tolerancia 5. Caso \ \< T9, O vetor Z; nao é atu-

alizado. Caso contrario, a atuahzagao é feita como no SAINV e,

entao, sao aplicados os descartes nas entradas de z; @,

3.13.2 Classe FFAPINV

A classe FFAPINV ¢ formada pelas variagoes SAINV-NS e FFAPINV
e se diferencia da classe AINV na forma como os multiplicadores sao
calculados, interferindo principalmente no nivel de memoria comparti-
lhada necesséria a cada iteracao.

Direcionada unicamente para matrizes nao simétricas, a classe FFA-
PINV utiliza expressoes alternativas para o célculo dos multiplicadores
de Z e W: a diferenga é que os multiplicadores sao calculados utili-
zando as equacoes 7“;%1) = wlAe; e 3;171) = zl'ATe;, ou seja, para
o calculo dos multiplicadores de Z sera necesséario acessar os vetores
colunas de W e, reciprocamente, para o calculo dos multiplicadores de
W seréd necessario acessar as colunas da matriz Z. Essa estrutura forga
um menor grau de paralelismo uma vez que nao hé como calcular 7 e
W separadamente como na classe AINV.

O SAINV-NS e o FFAPINV calculam os multiplicadores da forma
descrita, diferenciam-se apenas em alguns aspectos. Sao eles:

e calculo do pivo - no SAINV-NS este calculo ¢ feito como d;; =
ijAz]-. Ja no FFAPINV, o pivo ¢é calculado da mesma forma
que 0 SAINV-NS se a matriz nao for positiva definida. Caso seja
positiva definida, entao d;; = Az;, se Az; for diferente de zero, ou
dj; = 2] Azj, Az; for igual a zero. Isso garante que o algoritmo
nao falhe para matrizes positivas definidas.
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e estratégia de descarte - o FFAPINV faz o descarte duplo (o mesmo

feito pelo ISAINV), ou seja, quando atualiza os vetores coluna de
O] NG

Z e W, o FFAPINV primeiro avalia a magnitude de +-— e -2

) ] ii dii
para decidir se vai atualizar os vetores ZJ@ e w}l), respectivamente.

Caso os tenha atualizado, utiliza o descarte por tolerancia em suas

entradas. Ja o SAINV-NS fornece a opgao de se efetuar descarte
S $G1)

nas entradas dos vetores z;-5— e w;~ durante a atualizagao
i

di;
de z](.l) e w]@ ¢, posteriormente, sao feitos descartes em z;-l) ¢ w;Z).

3.13.3 Classe AINV-LU

A classe AINV-LU é formada pelas variagoes RIF, RIF-NS e SAINV-
VAR. O ponto central da classe AINV-LU é o computo dos fatores
LU de A utilizando-se do AINV. Esse célculo é possivel, pelas relagoes
(2.3.10) e (2.3.11) exibidas e demonstradas na Secao 2.3. Essa escolha
em armazenar as entradas de L e U pode ter como objetivo calcular
uma fatoragao ILU ou para obter uma forma alternativa no calculo dos
fatores Z e W do algoritmo da inversa aproximada.

As trés variagoes nao falham para matrizes positivas definidas por
utilizarem a relagao (2.7.18). Elas se diferenciam apenas em alguns
aspectos, sendo os principais deles:

e simetria - o RIF é proposto para matrizes simétricas e o RIF-NS
e SAINV-VAR para matrizes nao simétricas.

e matrizes produzidas - o RIF e o RIF-NS fornecem os fatores da
aproximacao da matriz A, sendo cles as matrizes L e¢ D, no pri-
meiro caso, e L, D e U, no segundo. Ja o SAINV-VAR calcula os
fatores da inversa aproximada de A. Primeiramente, o algoritmo
fornece as matrizes W, D ¢ U ¢ depois o Z ¢ obtido através da
aproximacao de U™! pelo somatério de Neumann. Vejamos que,
basicamente, a tnica diferenca entre o SAINV-VAR ¢ o RIF-NS
sao os clementos guardados durante do algoritmo. No SAINV-

VAR sao guardados os vetores de W ¢ os elementos de U ¢ D,
G-1)

enquanto as entradas de L (que correspondem a ~—) sao descar-

tadas. Ja no RIF-NS, os elementos de L, U e D sao armazenados
até o final, descartando-se os vetores de W.

3.13.4 Classe Pivoteamento

A classe Pivoteamento é formada pelas variagoes AINVP, RIFP e LLAINVP,
sendo a sua principal caracteristica o uso de pivoteamento completo
durante a execucao do AINV. A implementacao de um pivoteamento
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completo no AINV possui algumas caracteristicas proprias: considere
que A seja uma matriz quadrada de ordem n e nao singular e nao simé-
trica. Em primeiro lugar, o uso de memoria no cémputo de Z e W deve
ser compartilhada, ja que a busca pelo maior pivo se dara nos multipli-
cadores tanto de Z quanto de W, o que impede que ambos os fatores
sejam calculados paralelamente. Outra caracteristica importante sobre
o uso de pivoteamento é que ele busca obter precondicionadores com
maior qualidade e evitar a falha, sendo testado na literatura para pro-
blemas aonde o AINV sem pivoteamento obteve sérios problemas de
desempenho. Essa tltima caracteristica esta relacionada e é analoga
ao pivoteamento no contexto da fatoragao LU e tenta justificar seu
aumento de custo.

Os trés métodos sao aplicados para quaisquer matrizes quadradas
nao singulares. As suas principais diferencas sao:

e pela direita ou pela esquerda - o AINVP e o RIFP sao apresenta-
dos na versao pela direita do AINV, ja o LLAINVP é mostrado na
versao pela esquerda. Essa ¢ a principal diferenca entre o AINVP
e o LLAINVP, ja que a estrutura do algoritmo com pivoteamento
na versao pela esquerda é bastante diferente devido algumas pe-
culiaridades detalhadas na Se¢ao 3.12.

e matrizes produzidas - o AINVP e o LLAINVP produzem os fatores
Z, D e W da inversa aproximada de ITAY. J4 o RIFP produz
os fatores L, D e U de IIAY aproximados, utilizando o AINVP
como base, mas calculando L e U através das formulas (2.3.10)
e (2.3.11). Além disso, também sdo efetuadas permutacdes em L
e U para manter a consisténcia do algoritmo (mais detalhes na
Secao 3.11).

Exercicio 3.1. Escreva o algoritmo do FFAPINV. Depois disso, sa-
bendo que ele € baseado na versao pela esquerda do AINV, escreva o

algoritmo do FFAPINV caso ele seja baseado na versao pela direita do
AINV.

Exercicio 3.2. Seja A uma matriz nao singular e sejam as aproxima-
¢oes A LDU ¢ A~ =~ ZD'WT, em que Z, W ¢ U sao triangulares
superiores unitdrias, L € triangular inferior unitdaria e D é diagonal.
Considere a variacao SAINV-VAR. Entao:

a) Escreva o algorilmo referente a essa varia¢ao;

b) Baseado no SAINV-VAR, escreva um algoritmo que calcule Z, L
e D. Neste caso, sugira uma forma de se calcular W.
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Exercicio 3.3. Seja A seja uma malriz nao singular, com menores
principais diferentes de zero, tal que

11010
01101
A=1001 10
10011
11001

e considere as variacoes AINVP e LLAINVP que calculam a fatoragdo
(MAX) ™t = ZD W7, sendo 11 e ¥ as matrizes permutacdes referen-
ciadas nas Segoes 3.5 e 3.12. Entao

a) Utilize o AINVP ou LLAINVP para encontrar a fatoragao (ILAX) ! =

ZDYWT (ou seja, sem efetuar descartes), com a = 1.

b) A partir das matrizes obtidas no item anterior, encontre uma fa-
toracao de A™".
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Algoritmo 13: AINVP

Dados: matriz A n x n nao singular

Resultado: D, Z e W tais que (IIAX)™' = ZD~'WT
zl(o),wgo) —ept =1,

)1
2 [I=%X=1,
3 Tolerancia « € (0, 1];
4 parai < 1 até n faga
5 satisfied s =Falso, satisfied r =Falso;
6 enquanto nao satisfied_ s faga
(% D _ ¢, G=DyT (i—1)
7 = (w; J ) (ITAY) 2, j>
8 se |‘§(L D | < amarm>7+1|em )| ntao
satisfied r =Falso;
10 Escolher & tal que |s§:71)| = ma1m>z+1|5m 1)\
11 Permutar as colunas i ¢ k de W — [ ¢ linhas ¢ ¢ k de IT ¢
(i—1) (i—1)
os clementos s; es.
12 satisfied s =Verdadeiro;
(=1) _  G=D\T (i=1) - < ..
13 r; =(w; ) (HAZ)zj ji>i
(i-1) (i-1) -
14 se |r; | < amazm>iti|rm | entdo
15 satisfied s =Falso;
16 Escolher k tal que |7(7 )| = mammZi_‘_ﬂrﬁfl
17 Permutar as colunas i ¢ k de Z — I ¢ X ¢ os elementos
(i-1)  .(—1),
T; er, s
18 satisfied r =Verdadeiro;
19 di = r(z 1) (z 1)
20 2= Z‘(z 1); (z 1)
21 para j < + 1 ate n faga
A0 ¢ D 5,
22 — ZJ Zi d;(,, 7)
i—1
(i) (i-1) )5 .
23 w4 w; Wy ’d” ; . .
24 Aplicar estratégia de descarte em z](-1’> e wj(-l).

25 D + diag(dy1,dag,...,dnn), Z < (21,22, ..., 2n] € W 4 [w1, w2, ..., wy]
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Algoritmo 14: RIFP
Dados: matriz A n x n nao singular
Resultado: L, D, e U tais que lIAYX. ~ LDU
zfo),w(o) —e,t=1,...,m

2 lI=X=L=U=1,;

3 Tolerancia « € (0, 1];

4 para i< 1 até n faga

5 satisfied s =Falso, satisfied 7 =False;
6 enquanto ndao satisfied s faga
7 (”b 1) _ = (w (i— 1)) (TAS)2! (i—1) j>i
J — 7
8 se |s(L b | < amax,,,bzi+1|sm | entao
9 satisfied 7 =False;
10 Escolher k tal que |s,(;71)| = MaXm>i+1 \sﬁffl)h
11 Permutar as colunas 7 and k de W — I, as linhas i e k de
L — 1 edell e os elementos 37(;7’71) e sg’*l);
12 satisfied s =Verdadeiro;
13 P = ()T A) Y G >
14 se |r<Z 2 | < amax,,>it1 |7"£,ZL_1)| entao
15 satisfied s =Falso;
16 Escolher & tal que |rk )| = mawm>7+1|rm 1>|
17 Permutar as colunab itekde Z—1,U—1edeX eos
1) (7 1)
elementos 7" ;
18 satisfied r :Verdadelro;
19 di = T(Z 1) (z 1)
20 Zi= Z(z 1) (1 1)
21 para j < i + 1 ate n faga
PG
22 U5 = Pm 5
(l 1)
23 l]'i = 71% N
24 Aplicar estratégia de descarte em w;; ¢ wj;
(i—1)
25 (Z) — z<7“ B Zin ;
(i-1)
26 w( — w(Z b wi—s’q ;
27 Aplicar estratégia de descarte em ZJ@ ¢ wjm

28 D  diag(p1,p2, .- Pn), L < [Lji] e U < [uy]
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Algoritmo 15: LLAINVP

Dados: matriz A n X n nao singular
Resultado: Z, W e D tais que (ITAX) ™' ~ ZD'WT

1 I =% = I,;Tolerancia a € (0, 1];
2 para j < 1 até n faga
3 m; = n; = iter = 0; satisfied s = Falso, satisfied 1 = Falso;
4 enquanto nao satisfied s faca
5 zi(o) = e;; iter = iter + 1;
6 parai< 1 até j— 1 faga
(6-1)
(i-1) _ T (i=1), (i) (i—1) G-1r .
7 7 =¢; (MAD)z;"" s 2} «+ z; -z
2
8 Aplicar estratégia de descarte em zj(%');
9 se iter = 1 entao
10 sgrl) = e_,(HAZ)z;]*l);
11 senao
G-1) _ ,.(G-1),
12 L 84 =Ty )
13 para i< j+ 1 até n faga
14 L s97D = e?(HAE)z](»rl)
15 se |s’<‘7.71)\ < amaxy, s |58 enta
55 m>j+1|sm | entdo
16 my =my + ;75 = I;
17 satisfied r =Falso;
18 Escolher k tal que \s}cj_1>| = MaXm>j+1 \sﬁ,];,_l)|;
19 Permutar as linhas j e k de m(f,,j_l) e os elementos sﬁj_l)
20 B H:ﬂi,{;l)ﬂ;
21 satisfied s =Verdadeiro;
22 se nao satisfied_r entao
23 wim = ej;
24 parai<« 1 até j — 1 faga
(i—
(-1 _ 7 (-1, (@) (i-1) _ ., G=1) %
25 s = ¢ (MAD)w;™ s wi” w7 —wy e
J
26 Aplicar estratégia de descarte em w]“*l);
2 PG 46D,
28 para i< j+ 1 até n faga
G-1 _, G-1
29 L ) =w) T (ITAY )e;
30 se \r§j71)\ < a max |r¥~Y| entdo
m>j41
31 L ny =n; +1; o’ﬁf]—l) = I,,; satisfied s = Falso;
32 Escolher k tal que \7‘,&771)\ = max [r§7V];
m>j+1
33 Permutar as linhas j e k de aﬁf]_l) e os elementos r;]_l)
34 ¥ = Eofﬁfl);
35 | satisfied_r =Verdadeiro;
T R
37 D < diag(di1,daz, ....dun), Z < [21,22, ..., 2], € W < [w1, w2, ..., wy]

(G=1).
es;

1
)3

(=1,
ery ;
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Capitulo 4

Complexidade da Inversa
Aproximada

Neste capitulo, estudaremos a complexidade em termos de operagoes
de ponto flutuante dos algoritmos de Inversa Aproximada. Do ponto
de vista da aplicagao em sistemas lineares esparsos ¢ de grande porte,
a complexidade tanto da construcao quanto da aplicagao dos precondi-
cionadores precisa ser linear com respeito ao nimero de variaveis con-
sideradas. Na primeira se¢do, verificaremos que, sem a existéncia de
descarte, os custos dos algoritmos sao invidveis. Nas demais segoces,
apresentaremos diferentes estratégias para a redugao do custo compu-
tacional.

4.1 Complexidade sem considerar os descartes

Comegaremos analisando o algoritmo de A-conjugacao aplicado a ma-
trizes simétricas sem levar o descarte em consideragao. Primeiramente,
consideremos os seguintes pressupostos: A ¢ uma matriz n X n, simé-
trica, nao singular, aonde n é grande. Quanto a complexidade, o AINV
possui dois momentos-chave: as atualizagoes da matriz Z e o célculo
do pivo.

A versao pela direita (a versao pela esquerda possui a mesma com-
plexidade) calcula, na i-ésima iteragao, as colunas de Z do seguinte

0 0 _ 5"

modo: z;’ 4z Zi—aonde 1 <i<n, 1 <j<n comi<j.

. (31 . . . .
Vamos analisar trecho a trecho, fixado j. Primeiramente, analisemos

o caleulo do multiplicador ™" « a; 121(}'—1).
W)

J i—
: . T _(i=1) 4 (i=1)y _
interno a;_,z; devemos observar que Z; é tal que mLz(zj ) =1,
lembrando que sua j-ésima entrada é 1. Assim, s@o necessarios i pro-
(-1)
T L

dutos e ¢ — 1 somas, totalizando 2i — 1 operagoes. Temos que ~— ¢

Para fazer o produto
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G-1)
e~ . ~ ~ . T
uma divisao, sendo igual, entao, a 1 operagao. Ja para fazer z;-7— de-
i

vemos notar que o vetor resultante ¢ calculado através de um produto
de um vetor por um escalar. O vetor z; tem preenchimento igual a ¢, o
que implica que sao necessérios @ produtos. Finalmente, para realizar

) (i-1)
T ~ L. . ~
z](-l) — z;-L— s@0 necessarias i somas. Ao todo, o custo de produgao de
i

zj(.z), representado por C(z;l)), vale C(zj(l)) = 4.

Na i-ésima iteragao, n — ¢ colunas sao atualizadas, o que faria que
o custo por iteragao seja igual a (4i)(n — ) = —44% + 4ni.  Assim,
considerando as n iteragoes, o custo do algoritmo para produzir Z é:

5éfm2+mn:44§éﬁ+mmojéi (4.1.1)
i=1 i=1 i=1

Resolvendo (4.1.1) chegamos a:

o2n%  2n

3 3

Desta forma, o algoritmo, sem o calculo do pivo, tem ordem n3.

Quanto ao pivo dy; = a:zi, na sua construgao sao executados ¢ pro-
dutos (preenchimento de Z) e ¢ — 1 somas. Assim, para produzir d;
teremos um custo de 2i — 1 operagoes. Assim, o custo total da producao
da matriz D sera:

C’(D)zi?ifl:n(nﬁrl)fn:nz,

i=1

que também ¢ de ordem n? do sistema. Concluimos que o custo total
do algoritmo de A-conjugacao é:

2n® ., 2n
3 T T

Quanto a versao livre de falha para matrizes simétricas positivas
definidas, o pivd é produzido como: d;; = le Az;. Analisando o produto
ZZT Az; vemos que, a parte de A que efetivamente estara na conta é a
sua submatriz lider principal de ordem 4. Assim, cada entrada Az; é
equivalente a um produto interno de dois vetores de ordem i. Desse
modo, cada entrada de Az; custa i produtos e i — 1 somas. Dessas ¢
entradas nao nulas de Az;. Assim, podemos dizer que o custo de Az; é
i(2i—1). Por fim, para produzirz, (Az) serdo efetuados mais ¢ produtos
e 1 — 1 somas, gerando um custo total do pivo de:

202 —i4+20—1=2+i—1,
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e o custo total de produgao da matriz D fica em:

. 2n®  3n?
cD) =Y 222+271:%+%7%.
i=1

Assim, o custo total é:

4n®  3n®  5n

3+2 6

4.2 Complexidade considerando os descartes

4.2.1 Custo da classe AINV

No que segue, estudaremos a complexidade do AINV, levando-se em
consideragao os seguintes pressupostos: A é uma matriz n X n, nao
singular, simétrica, aonde n é grande. A partir daqui, consideraremos o
uso de descartes em Z. A matriz Z possuird, entao, um preenchimento
maximo de linha ou coluna, isto é, existe um valor N tal que N >
nnz(z;) e N > nnz(z,) para todo 1 < i < n, em que nnz(z,) ¢
nnz(z;.) representam o namero de ndo zeros da i-¢sima coluna ¢ i-
ésima linha de Z, respectivamente. Quanto a complexidade, o AINV
possui dois momentos-chave: as atualizagoes da matriz Z ¢ o célculo
do pivo.

A versao pela direita (a versao pela esquerda possui a mesma com-
plexidade) calcula, na i-¢sima iteragao, as colunas de Z do scguinte

. . (i-1)
modo: zj@ — z;l_l) — zirjd_ aonde 1 < 7 < n,1 < j < n, com

. . . k&l 5l - . .
1 < j. Vamos analisar trecho a trecho, fixado j. Primeiramente,

. . . i—1 T i—1

analisemos o célculo do multiplicador r](-2 ) ai,1z§1 ). Para fa-
. T (-1 i-1)

zer o produto interno aiflzj(»z ) devemos observar que 27D 6 tal que

J
i1 . . . - - ,

nnz(zgl )) = min{N,i — 1} < N. Por isso, sdo necessarios, no ma-

’ (i-1)

. . 4 o e A~

ximo, N produtos e N —1 somas. Temos que ~— ¢ uma divisao, sendo
(i-1)

. ~ - . [

igual, entao, a 1 operagdo. Ja para fazer z;-5— devemos notar que o

vetor resultante é calculado por meio de um produto de um vetor por

um escalar. O vetor z; tem preenchimento igual a N, o que implica

) (i-1)
~ .o . . T
que sao necessarios N produtos. Finalmente, para realizar z](-l) — 2z~ —

sa0 necessarias, no maximo, 2N somas (supondo que os preenchimentos

de z;-lfl) e z; estejam em posigoes disjuntas). Assim, a posteriori, sera
necessario definir um critério para o qual sejam eliminados os exceden-
tes do limite de preenchimento das colunas de Z. Ao todo, o custo
de producao de z]@, representado por C(zﬁ”), vale C(z]@) = 5N. Na
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1-ésima iteracdo, sao n — i colunas atualizadas, o que faria que o custo
por iteracao seja igual a C(i) = 5N (n — i), no entanto, isso preenche a
i-ésima linha de Z mais que se limite N de preenchimento. Mas isso é
um problema que, marcadamente, deve ser resolvido a priori, pois, do
contrério, o custo do algoritmo para produzir Z seria:

D 5N(n—i) = gN(n2 —n),
i=1

2

E o algoritmo seria, sem o calculo do pivd, de ordem n°. Por isso, é
(i)

necessario escolher com antecedéncia, quais sao as M colunas z;” que
serdo atualizadas. Assim, o custo por itera¢do se reduz a 5NM e o

custo total para calcular as entradas de Z no Algoritmo sera:

C(Z) =Y 5NM =5NMn.

i=1

Quanto ao pivd d;; = a:zm sua construgao indica que sao executados
N produtos (preenchimento de Z) e N — 1 somas. Assim, para produzir
d;;, teremos um custo de 2N — 1 operagoes. Assim, o custo total da
producao da matriz D seréa:

C(D) = iZN— 1= (2N - 1)n,

i=1

que também é de ordem n do sistema. Concluimos, entdo, que o custo

total do AINV, dado por C(AINV) é&:
C(AINV) = 5NMn + (2N — 1)n.

Quanto ao SAINV, que ¢ a versao livre de falha para matrizes SPD, o
pivé ¢ produzido como: dy; = le Az;. Assim, ainda teremos uma divisao,
embora os produtos sejam realizados de modo alternativo. Analisando o
produto le Az; vemos que, a parte de A que efetivamente estara presente
no calculo ¢ a sua submatriz lider principal de ordem ¢. Assim, cada
entrada Az; ¢ equivalente a um produto interno de dois vetores de
ordem 7, sendo que z; tem preenchimento igual a Z. Desse modo, cada
entrada de Az; custa N produtos e N — 1 somas. Dessas, possiveis ¢
entradas nao nulas de Az;, apenas N delas serao realmente utilizadas
no produto interno zzT (Az;). Assim, podemos dizer que o custo de Az;
¢ N(2N —1). Por fim, para produzir z, (Az) serio efetuados mais N
produtos e N — 1 somas, gerando um custo total do pivo de:

IN? — N+2N —1=2N?+ N — 1,
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e o custo total de produgao da matriz D fica em:

C(D)=) 2N*+N-1=(2N>+N —1)n.
i=1

Assim, o custo total do SAINV é:
C(SAINV) =5NMn +2N*n+ Nn —n = C(AINV) + 2N*n — Nn.

Quanto ao ISAINV, é 1util notar que nao ha nenhuma mudanga no
que diz respeito as operagdes algébricas quanto ao SAINV. Novamente,
portanto, ao todo, o custo de produgao de zj(.l) vale 5N. No entanto,
por iteragao serao feitas, no maximo, mais M comparagoes, ja ql(lQ 1c))

(@) -

A . . . T
vetor z;” s6 € atualizado depois de comparar a magnitude de -2

com um valor de tolerancia previamente escolhido. Logo, o custo total
de C(Z]@) = BNM + M. Dessa forma, por analogia ao que foi feito
anteriormente, temos C(Z) = " | bNM +M = (5N + 1)Mn. A
complexidade final, incluida o célculo do pivo serda C(ISAINV) =
(5N +1)Mn+ (2N*+ N — 1)n.

A versao nao simétrica AINV-NS necessita do calculo de Z e W e
seu custo serd, precisamente, o dobro do célculo de Z. Logo, C(Z) +
CW)=2-3" 5NM =2-5NMn = 10NMn. O célculo do pivd
¢ o mesmo que o célculo do AINV, entéo teremos C(AINV — NS) =
10NMn + (2N — 1)n.

4.2.2 Custo da classe FFAPINV

No caso do FFAPINV, é oportuno observar que o calculo de atua-
lizagao das matrizes Z e W possuem a mesma quantidade de ope-
ragoes que a do AINV-NS: o que muda é qual vetor é utilizado na
atualizacao dos multiplicadores. Além disso, ele faz a mesma avalia-
¢ao dos multiplicadores que o ISAINV, porém sao avaliados tanto os
multiplicadores de Z quanto os de W. Temos também que ele faz a
mesma quantidade de operagoes em relagao ao célculo dos pivos que
o do ISAINV (que é o mesmo do SAINV). Logo, C(FFAPINV) =
(5N +1)2Mn + (2N?+ N — 1)n.

Em rela¢ao ao SAINV-NS, o calculo de atualizagdo das matrizes Z
e W é feito da mesma forma que o AINV-NS. Porém, o SAINV-NS
calcula o pivo como d;; = w] Az;, que faz as mesmas quantidades de
operagoes que o céalculo do pivo do SAINV. Logo, C(SAINV — NS) =
10NMn + (2N? + N — 1)n.

4.2.3 Custo da classe AINV-LU

Analisando o RIF, vemos que a sua principal diferenga em relacao ao
SAINV é o que serd armazenado ao final, obtendo, assim, o mesmo
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custo. Portanto, C(RIF) = C(SAINV).

Em relagao ao SAINV-VAR, na i-ésima iteragao, com 1 < i < n,
0 wy) é calculado com o mesmo ntmero de operagoes algébricas que
0 z](-i) no SAINV. O pivd também é calculado da mesma forma que
o SAINV. Porém, além desses cdlculos, fixado o j, também deve-se

(i=1)

achar as entradas de U com por meio de u;; = -— ¢ do multiplicador
. ) (i-1)
-1 i1 (k=1 ~ 7} .
r;’ ) = aij — Y op sf )Ukj. Em relacao a u;; = 7 temos que ¢é

~ e~ L ~ i—1 Py
exccutada uma operagao de divisao. Ja em reclagao a rj(-l )7 no somato-

rio sao executados produtos entre os elementos da coluna j de U ¢ os

(k—1) Lo ~ .
s; . Mas, o numero de elementos nao nulos nas linhas e colunas de
U também deve ser limitado por N. Logo sao efetuadas, no maximo,
N multiplicagoes. Além disso, também ¢é efetuada uma soma. Por-
tanto, o custo, do algoritmo, por iteragao, é de (5N +1+ N+ 1)M =
(6N +2)M. Incluindo o custo do pivd, o algoritmo tera um custo total
de C(SAINV —VAR) = (6N +2)Mn + (2N? + N — 1)n.

Quanto ao RIF-NS, sua principal diferenga em relagao ao SAINV-

VAR € o que sera armazenado ao final. Portanto, C(RIF) = C(SAINV —
VAR).

4.2.4 Custo da classe Pivoteamento

Dentre todos os algoritmos estudados aqui, os algoritmos da classe Pi-
votcamento sao os mais complicados e caros. Isso se da pelo pivotea-
mento. Vejamos, primeiramente, o custo do AINVP. Vamos analisar a
i-6sima iteragao com mais detalhes: primeiramente o algoritmo executa

o0 processo de pivotcamento por linha. Primeiro ele calcula o pivo ¢ os
(i-1)

multiplicadores s; * como

s = (w;-ifl))T(HAZ)zi(i*l)

J

para j > i. Para cada produto interno desses, temos N produtos e
N — 1 somas. Mas, para preservar a viabilidade do algoritmo, devemos
atualizar, no méaximo, M multiplicadores. Logo, o custo dessa ope-
racao vale (2N — 1)M. Depois disso, devemos analisar a condi¢ao de
pivoteamento através da relagao

|5§i_1) | < amazy,siq s,

Como temos um maximo de M multiplicadores, entao fazemos, no mé-
ximo, M produtos (do multiplicador por «) e M comparagoes. Entao,
o processo de pivoteamento por linhas executa (2N —1)M +2M opera-
¢oes. Esse mesmo raciocinio é executado no pivoteamento por colunas,

o i—1 .
onde se compara os multiplicadores 7‘;1 ), fazendo o mesmo ntmero
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de operagoes. Porém, esses calculos podem acontecer diversas vezes,
até que a condigao de pivoteamento seja totalmente atendida. No pior
das hipoteses, o algoritmo fard, no méaximo 2(n — i) + 1 pivoteamen-
tos a cada iteragao. Logo, o custo da etapa de pivoteamento sera, no
mMAaximo,

(2N —1)M+2M)(2(n—1i)+1)=(2NM + M)(2(n — 1)+ 1).
Depois desta etapa, w](-i> e zj(l) sao atualizados da mesma forma que no

AINV tendo custo de 10NM. Considerando as n iteracoes, o custo
total do algoritmo ¢ de

> [@2NM + M)(2(n — i) + 1) + 10N M] = 2N Mn® + Mn® + 10M Nn.
i=1

Vejamos que o custo total é de ordem n?. Isso ocorre por conta da

quantidade de pivoteamentos que podem ser necesséarios durante o al-
goritmo. Ou seja, para contornar este fato deve-se limitar a quanti-
dade de pivoteamentos a serem executados. Isto pode ser feito através
do pardmetro « escolhido previamente. Os autores que propuseram
o AINVP salientaram que a quantidade de pivoteamentos executados
durante o algoritmo tende a ser baixo, permitindo a que ele seja rea-
lizavel. Na nossa anélise, limitaremos o niimero de pivoteamentos em,
no maximo, P vezes (como os multiplicadores devem ser calculados no
minimo uma vez entdo 2 < P). A partir disto, o custo total do AINVP
é de C(AINVP)=(2NM + M)Pn + 10N Mn.

Quanto ao RIFP, sua principal diferenca em relagao ao AINVP é o
que sera armazenado ao final. Portanto, C(RIFP) = C(AINV P).

Quanto ao LLAINVP, sua principal diferenca em relagao ao AINVP
¢ o fato dele ser pela esquerda, o que, neste caso, muda a ordem das
operagoes. Vamos estudar como isso acontece. A j-ésima iteracao,
inicia-se atualizando os vetores zj(-l), com 1 <4< j—1. Fixado 7, o
custo sera igual a 5N, da mesma forma que no AINV. Porém, como
atualizamos no maximo M vetores, entao isso terd um cust(() In)aximo

i1

de 5N M. Depois, sao calculados o pivo e os multiplicadores s, como

s = (@I (1A

para j > i. Para cada produto interno desses, temos N produtos ¢
N — 1 somas. Mas, para preservar a viabilidade do algoritmo, devemos
atualizar, no maximo, M multiplicadores. Logo, o custo dessa ope-
ragao vale (2N — 1)M. Depois disso, devemos analisar a condigao de
pivoteamento através da relagao

|s§i_1)\ < amaz,sis|siY].
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Como temos um maximo de M multiplicadores, entao fazemos, no ma-
ximo, M produtos (do multiplicador por o) e M comparagoes. Entao,
o processo de pivoteamento por linhas executa (2N — 1) M +2M opera-
¢oes. Depois disso, fazemos o mesmo raciocinio para construir a matriz
; . . ~ (i-1) .
W e para o calculo e pivoteamento em relagao aos ;. Mas, diferen-
temente do AINVP, sempre que se faz um pivoteamento, por exemplo,
por linha, deve-se recalcular os vetores de W e também os multipli-
(i-1) . .
cadores T; para testar novamente a condi¢ao de pivoteamento. O
mesmo raciocinio pode ser feito para o pivoteamento por coluna. Logo,
como a matriz faz, no maximo, (2(n — j) + 1) pivoteamentos, teremos

um total de, no maximo
(BNM+ (2N —-1)M +2M)(2(n—j)+1) = (TNM + M)(2(n—j)+1)

operagoes por iteragao j. Considerando as n iteragoes, o algoritmo tera
um custo total de

> (TNM + M)(2(n — j) + 1) = TNMn® + Mn”.

=1

Vejamos que o custo total também ¢ de ordem n?, como no AINVP.
Isso ocorre por conta da quantidade de pivoteamentos que podem ser
necessarios durante o algoritmo. Ou scja, para contornar cste fato
deve-se limitar a quantidade de pivotcamentos a serem executados. Na
nossa analise, limitaremos o nimero de pivotecamentos em, no maximo,
P vezes como os multiplicadores devem ser calculados no minimo uma
vez entao 2 < P). A partir disto, o custo total do LLAINVP ¢é de
C(AINVP) = (TNM + M)Pn.

4.3 Resumo dos custos dos algoritmos

Diante do estudo aqui apresentado, sintetizamos na Tabela 4.1 os custos
de cada um dos algoritmos.
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Algoritmo Custo

. - 23 2n
A-conjugagcao _— =

3 3
47713 3n?  5n

A-conjugagao sem falha ¢/ SPD

AINV 5NMn +2 (2N —1)n

SAINV 5NMn+ (2N?2+ N —1)n
ISAINV (5N +1)Mn+ (2N2+ N — 1)n
RIF (5N +1)Mn+ (2N2+ N — 1)n
AINV-NS 10NMn + (2N — 1)n
SAINV-NS 10ONM 4+ (2N?2 + N —1)n
FFPAPINV (5N +1)2Mn+ (2N?+ N — 1)n
SAINV-VAR (6N +2)Mn+ (2N2+ N — 1)n
RIF-NS (6N +2)Mn + (2N2 + N — 1)n.
AINVP (2NM + M)Pn + 10N Mn
RIFP (2NM + M)Pn + 10N Mn
LLAINVP (TNM + M)Pn

Tabela 4.1: Custo dos algoritmos

Vejamos que, para que o AINV e suas variagoes nao tenham ordem
polinomial e, assim, sejam algoritmos vidveis, deve-se limitar o niimero
de entradas de Z e W e a quantidade de linhas e colunas a serem atu-
alizadas a cada iteragao. Isso pode ser feito através das estratégias de
descartes a serem empregadas. No caso especifico dos algoritmos que fa-
zem uso de pivoteamento completo (AINVP, RIFP e LLAINVP), além
dessas condig¢oes, o nimero de vezes em que se executa o pivoteamento
também deve se limitado. Isto pode ser feito com o auxilio do pa-
rametro « e também adotando-se estratégias de descarte adequadas.
Tais ferramentas sao feitas considerando que A seja esparsa, condigao
essencial para a viabilidade do algoritmo.

Exercicio 4.1. Detlermine o custo de uma ileracao do Algoritmo de
Biconjugagao (sem descarte) versao pela esquerda em fun¢do da i-ésima
iteragao.

Exercicio 4.2. Notoriamente, a versao pela esquerda do Algoritmo
de Biconjugac¢ao inicia realizando menos operac¢oes por iteracao que a
versao pela direita. No entanto, termina realizando mais operacoes por
iteracao. Determine, se existir, em qual iteragao ambas as versoes do
Algoritmo de Biconjugacao realizam o mesmo niumero de operagoes.

Exercicio 4.3. Mostre que a complevidade do Algoritmo de Inversa
Aprozimada (AINV), versao pela esquerda € igual a complezidade da
versao pela direita.
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Exercicio 4.4. Determine, separadamente, o nimero de somas, mul-
tiplicagoes e divisdes operadas por ileragdo, em cada varia¢io do Algo-
ritmo de Inversa Aprozimada a sequir:

a) AINV;

b) SAINV:

¢) AINV-NS;
d) SAINV-NS:;
¢) FFAPINV;
f) SAINV-VAR;
g) LLAINVP.



Capitulo 5

Inversa Aproximada em Blocos
para Matrizes Simétricas

Neste capitulo, apresentaremos os resultados do trabalho que desen-
volvemos em [2], a respeito do suporte teorico para a Inversa Aproxi-
mada em Blocos de Matrizes Simétricas (Block Approzimate Inverse ou
simplesmente BAINV), precondicionador proposto por Benzi, Meyer e
Tima, em 2001 [11]. Nos provaremos sua consisténcia e que para as
classes de matrizes do tipo M ¢ H o algoritmo nao falha, independente
da estratégia de descarte adotada.

5.1 Notagao

5.1.1 Estrutura em blocos homogéneos

Primeiramente, descreveremos a estrutura de matrizes em blocos N x N
homogéneos com blocos de tamanho . Seja A uma matriz n X n, com
n = Nt. Nos consideraremos a estrutura em blocos homogéneos N x N
de A:

ay1 Q12 -+ Aip A A - Ay

a21 Q22 -+ d2p Ay Ay -+ Agy
A= . D . = . . . ;

Ap1 Gp2 “°° Qpp Ant An2 - Ann

onde, para 1 < I,J < N, o bloco A;; é uma submatriz t x ¢t de A tal
que
Q(1-1)t+1,(J-1)t+1 Q(1-1)t+1,(J-1)t+2 o AI-1)t41.Jt
A(1-1)t+42,(J—1)t+1 A(r-1)t2,(J-1)t4+2 0 AI-1)t42,Jt
Apy = . . .

Qrt (J—1)t4+1 Qrt,(J—1)t42 T Qarg gt
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Na sequéncia, se nao houver alguma indicagao explicita, nés assumi-
remos que os blocos tém tamanho ¢ fixado. Neste capitulo, o termo
“matriz bloco” ou “matriz-bloco N x N"denotara a matriz com estru-
tura em blocos homogéneos e tamanho de bloco ¢, ao menos que se
assuma algo diferente explicitamente.

Nos definimos como N-vetor-bloco, ou vetor-bloco a matriz-bloco
N x 1 (i.e., uma matriz Nt x t) e uma N-vetor-bloco, ou linha-bloco
de tamanho N, como uma matriz em blocos 1 x N (i.e., uma matriz
t x Nt). Denotamos por A; o vetor-bloco correspondente a J-ésima
coluna-bloco de A e por Ay, a linha-bloco correspondente a J-ésima
linha-bloco de A, ou seja,

Avy
Ay = AfJ . An=[An A o A
AJ.VJ
Nos também definimos os N-vetores-bloco canodnicos Fr, [ = 1,2,..., N,

como o produto de Kronecker dos vetores canonicos e; € RY e a matriz
identidade t x t.

Finalmente, considerando a matriz-bloco A, denotamos como Ay, Iy
a submatriz-bloco

.]f

Apge Anarr 0 Ay,
Algt1,00 A0+ 0 A1,y
AIO:If,JoiJf = . . . .
AIf,Ju Alf,Ju-ﬁ-l e Al.vaf
Por conveniéncia, denotamos “1 : N” simplesmente por “:”. Por exem-

plo, o vetor-bloco A; e a linha-bloco A ., definidos em (5.1.1), também
podem ser expressos como A, j.; e Aj.;., respectivamente.

Neste capitulo, o termo “matriz bloco” ou “matriz-bloco N x N"denotara
a matriz com estrutura em blocos homogéneos e tamanho de bloco t,
a0 menos que se assuma algo diferente explicitamente.

Uma matriz bloco D é dita “bloco-diagonal"se D;; = 0, para todo
I # J. Uma matriz bloco A ¢é dita “bloco-triangular superior"se A;; =
0, para todo I > J. Analogamente, uma matriz bloco A é dita “bloco-
triangular inferior"se A;; = 0, para todo I < J.

5.1.2 Estrutura em blocos heterogéneos (tamanho de blocos
variavel)

Em algumas aplicagoes (por exemplo, o método AIM - Adaptive Impli-
cit Method na sigla em inglés - de simulagao de reservatorio de petroéleo,
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ver [33, 75], em que algumas células de grades sao tratadas implicita-
mente e outras explicitamente sobre em relagado ao tempo de discreti-
zacao do termo de fluxo), a matriz do problema possui uma estrutura
de blocos heterogéneos, onde o ntumero de linhas/colunas de cada bloco
varia de acordo com a sua posi¢ao. No exemplo dado, isto esta relaci-
onado com o namero variavel de incognitas por célula de grade.

Neste caso, nos suprimimos a condi¢ao de que n deve ser divisivel
por t e, ao invés disso, temos que n = Zgzl ng. A estrutura em blocos
sera representada por (5.1.1), porém, neste caso, cada Aj; ¢ (possivel-
mente) um bloco retangular ny X ny. Esta estrutura é apresentada mais
detalhadamente em [11].

5.1.3 Outras notagoes

Usaremos as desigualdades A > B (ou A < B) fazendo referéncia as
entradas, ou seja, significando que a;; > b;; (ou a;; < b;;), para todo ¢

e j. O valor absoluto de A, |A|, também ¢ definido fazendo referéncia
as entradas de A, ou seja, |Al;; = |ay|.

5.2 A-conjugacao em blocos

Seja A uma matriz simétrica n X n, com n = Nt, N e t inteiros.

Definig¢ao 5.1 (A-conjugado). Dois vetores-bloco U eV sao A-conjugados
se UTAV € o bloco zero (i.e., uma matriz t X t formada sé de zeros).
Um conjunto de vetores-bloco {V1,...,Vk} é dito A-conjugado se Vr e
V; sao A-conjugados para todo I,J, em que 0 < [ < K e0< J < K.

Notemos que, se Z é uma matriz-bloco N x N, entdo {Z,..., Zn}
é A-conjugado se e somente se Z' AZ = D, em que D é bloco-diagonal.
Note que, neste caso, se A e Z sdo nao singulares, entao

At =zD 7" (5.2.1)

A decomposi¢iao (5.2.1) pode ser obtida através do algoritmo da
versao pela direita da A-conjugagao em blocos, Algoritmo 16 (que é
essencialmente o mesmo algoritmo em [11]). Noés também apresenta-
mos a versio pela esquerda, Algoritmo 17. E facil verificar que ambos
Algoritmos 16 e 17 produzem os mesmos resultados finais e parciais,
podendo ser provado de forma anéloga a versao escalar, no Capitulo 2.

Desejamos agora demonstrar o Teorema 5.1, o qual afirma que, sob
determinadas condigbes, o Algoritmo 16 de fato produz a decompo-
sicao (5.2.1). Este teorema também estabelece as bases para nossos
principais resultados, Teoremas 5.2 e 5.3. Vejamos, primeiramente,
dois resultados auxialares, Lemas 5.1 e 5.2.
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Algoritmo 16: A-conjugagao em blocos pela direita

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D e Z nio singulares tais que A~! = ZD~ 127,
1729« B, Te{l,.,N}
2 para [ + 1 até N faga

3 Zp Z}Iﬁl);

4 D+ Al Zy;

5 para J < I +1 até N faga

6 RY™Y AT 7470,

7 L 20 20V — z D PRV

8 D %diag(DH,...,DNN) e/ [ Zl, 7ZN };

Algoritmo 17: A-conjugagdo em blocos pela esquerda

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D e Z nio singulares tais que A~ = ZD~ 12T,
1 Zl — El;
2 Dyp < A
3 para J + 2 até N faga
4 | 2V B,
5 para [ < 1 até J — 1 faga
6 qu) — AIZ‘(]FI);
7 20« 28V~ z. D Ry
s | 7,2V,
9 | Dy« A}ZJ;

10 D<—diag(D117...,DNN) e J +— { Z1, +++ L IN }
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Lema 5.1. Caso o Algoritmo 16 nao falhe (i.e., todos as matrizes Dy ’s
produzidas sao nao-singulares), ele produz wma matriz bloco-triangular
superior Z. Além disso, a diagonal em blocos (ou bloco-diagonal) de Z
é formada por matrizes identidade.

Demonstragao. Fagamos indugao em I para provar que, paral = 0,1,...

1

7

E'zZ") =6, VJ L talque I <J<L<N, (5.2.2)

onde 01,5 é dado por

bloco identidade, if L =J
0, it L#J

A igualdade (5.2.2) é claramente verdadeira para I = 0, ja que Zﬁo) =
E;. Agora, assumamos que (5.2.2) é verdadeira para algum 0 < [ <
N — 1. A partir dessa hipotese, somado a linha 7 do Algoritmo 16,

I+1 1) I
EgZ§ = EgZ}] ETZ}HD I{H) 1+1)R ETZ( ) =61,

completando a indugao. O

Lema 5.2. Caso o Algoritmo 16 nao falhe, temos que, para algum
1< J <N fizado,

K I-1)
Z( ) Z ZI HlR(
I=K+1

para todo 0 < K <1 —1.

Demonstragdao. Segue diretamente das linhas 3 e 7 do Algoritmo 16.
O

Teorema 5.1. Seja A uma matriz-bloco N x N simétrica tal que Aq.j1.;
€ nao-singular para J = 1,2,...,N. Entao o Algoritmo 16 nao falha
e produz uma matriz D bloco-diagonal nao singular e uma matriz-bloco
Z tal que A= = ZD7Z7 (ou, de forma equivalente, ZTAZ = D).

Demonstragio. Provaremos por inducdo. E suficiente demonstrar que
H é verdadeira para cada J € {1,..., N}.

A]Z, =0, Ie{1,2,....J—1}); (5.2.3a)

. ZJAZ,;=Z7AZ, =0, 1€{1,2,...,J—1}; (5.2.3b)
7 ZTAZ, =D, (5.2.3¢)

( )

Dy ¢ nao singular; 5.2.3d
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As hipoteses (5.2.3b), (5.2.3¢), e (5.2.3d) demonstram o resultado pre-
tendido, enquanto a hipdtese (5.2.3a) serve como suporte técnico para
a demonstragao.

Para J = 1, as condigoes (5.2.3a) e (5.2.3b) sdo verdadeiras por
vacuidade e as condigoes (5.2.3¢) e (5.2.3d) também sdo ja que Z; =
E; e D;; = Ay Entao, para o passo de indugao, assumimos que
Hq, Hy, ..., H; 1 s@o verdadeiras no intuito de provar H ;.

Para demonstrar (5.2.3a), multiplicamos pela esquerda a linha 7 do
Algoritmo 16 por AT, com I < J, obtendo

ATZ = ATZD AT Z, D R,

Vejamos que o primeiro termo do lado direito da equacao ¢ a matriz
R (a=1) (linha 6 do Algoritmo 16) e, dado que AJZ; = D;r (linha 4 do
Algontmo 16), concluimos que

ATz =0 vI<J (5.2.4)

Agora, de acordo com o Lema 5.2, para 1 < K < J,

J-1

K —1 (-1

A-Ir(ZJ:A;’Z.(I ) Z A-II-\"ZIDHIR((] )~
I=K+1

Nos acabamos de provar em (5.2.4) que o primeiro termo do lado direito
¢ zero. Como a hipotese de indugao garante que ALZ, é zero para
1< K < I < J,osomatorio no lado direito é zero, provando (5.2.3a).
O que demonstramos até agora garante que a matriz-bloco Z. 1.,
de ordem N x J, ¢ bloco-triangular superior ¢ que AZ.;.; ¢ bloco-
triangular inferior. Notemos que Z:Tl: JAZ. 1.5 ¢ um produto de duas
matrizes bloco-triangular inferiores, ou seja Z:Tl: J(AZ. 1.5), e, portanto,
é bloco-triangular inferior. Do mesmo modo, Z:!—LJAZ:J:J é o produto
de duas matrizes bloco-triangular superiores, ou seja (AZ.1.5)"Z. 1.5, e,
portanto, ¢ bloco-triangular superior também. Isto prova (5.2.3b).
Escrevendo a matriz identidade como I = Z%:l ExE}, temos que

N
Z}AZJ = Z(EIT(ZJ)T(EIT{A)ZJ =
K=1
J—
Z ZNTALZ, +(EYZ)TAYZ, + Z (ELZ)TAL

K=J+1

Vejamos que o primeiro somatério no ultimo termo é zero, dado pela
altima hipotese de indugao (5.2.3a), e que o segundo somatoério vale
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zero, de acordo com o Lema 5.1. Entdo (5.2.3c) segue do Lema 5.1 e
da linha 4 do Algoritmo 16.
Notemos que as hipoteses (5.2.3b) e (5.2.3c) implicam que

Z:Tl:JAZ:,l:J = diag(Dllv v 7DJJ)

¢ uma matriz bloco diagonal com D;;, 1 < I < J, na sua bloco-
diagonal. Além disso, o Lema 5.1 garante que Z;;1.n,1.; é zero e, com
isso,

diag(DH, cee 7DJJ) = Z;TLJAZ:,I:J = ZIJ,1;JA1:J;,1:JZ1;J:,1;Jv

A matriz Zy.;;.; € bloco triangular e sua bloco-diagonal é formada por
matrizes identidade, e, portanto, é nao singular. Como A;.;. 1.5, por
hipotese, é nao singular, entao (5.2.3d) é verdadeira.

O

Esta demonstragao pode ser adaptada para matrizes formadas por
blocos heterogéneos com apenas algumas pequenas modificagoes. Por
questao de simplicidade, nao apresentaremos essa demonstragao aqui.
Esta observagao também vale para os Teoremas 5.2 e 5.3.

5.3 BAINYV para M-matrizes nao singulares

Mesmo que A seja uma matriz esparsa, a matriz Z produzida pelos
Algoritmos 16 e 17 pode ser densa. Como em [11], introduzimos no Al-
goritmo 16 o descarte de blocos (ou entradas) de Z, ver Defini¢ao 5.2. O
método resultante, apresentado no Algoritmo 18, é chamado de BAINV
(block approximate inverse).

Nesta segdo, provaremos que o BAINV néao falha quando aplicado
a M-matrizes. Para isso, inicialmente, precisaremos de algumas defini-
¢oes e propriedades desta classe de matrizes, estudada sistematicamente
por Ostrowski [59].

Em [61], Plemmons apresentou 40 caracterizagoes equivalentes de
M-matrizes nao singulares. Nos usaremos trés delas:

Lema 5.3. Seja A uma Z-matrizn X n. Entdo as scquintes condigoes
equivalem a sentenca "A é uma M-matriz nao singular”:

1. det(Apgpg) > 0 para todo 1 <p<q<n.
2. A € ndo singular e A™1 > 0.

3. As entradas da diagonal de A sao positivas e existe uma matriz
diagonal D com entradas diagonais positivas tais que AD € estri-
tamente diagonal dominante, isto €,
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n
agdy; > Z laild;;, i=1,2,...,n.
j=1
J#i
Comentario 3. Usando o critério de Sylvester, ver [44], se A € uma
Z-matriz simétrica entao A € M-matriz nao singular se e somente se
A for simétrica positiva definida.

Lema 5.4. Sejam A, B, C € R™" tais que B < C. Se A > 0, entao
AB < AC ¢ BA<L CA. Se A0, entao AB > AC ¢ BA > CA.

Demonstragao. A demonstracao é direta e portanto sera omitida. [

Lema 5.5. Sejam A, B € R™? ¢ C, D € RP*™ {ais que |[A| < B e
IC| < D. Entio —BD < AC < BD.

Demonstragao. A demonstracao é direta e portanto serd omitida. [

Lema 5.6. Seja B uma M -matriz ndo singular e A wma Z-matriz tal
que A > B. Entio A é uma M-matriz ndo singular.

Demonstragao. A prova é uma aplicagao direta da Condigao 3 do Lema 5.3
e do Lema 5.4.
O

Lema 5.7. Seja A e B M-matrizes nao singulares tais que A < B.
Entdo B~ < A~ 1.

Demonstragao. Dado que A < B e, recordando que, da Condigao 2 do
Lema 5.3, A7 > 0 e B~! > 0. Usando o Lema 5.4, dado que A < B,
temos que [ = A7'A < A7'B. Usando o mesmo lema novamente,
B '=IB'< A 'BB' =A%

]

Os dois proximos lemas apresentam algumas propriedades das ma-
trizes D ;; produzidas pelo algoritmo de A-conjugagao quando A é SPD
ou uma M-matriz.

Lema 5.8. Se A for SPD, a matriz diagonal em blocos D produzida
pelo Algoritmo 16 € SPD.

Demonstragio. O Teorema 5.1 garante que D é igual a ZTAZ e que Z
¢é nao singular. O

Lema 5.9. Seja A uma M-matriz SPD e D e Z as matrizes resultantes
da aplicacao do Algoritmo 16 em A. Se Z > 0, entao as matrizes Dy,
J=1,...,N, M-matrizes nao singulares.
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Demonstragao. Pela linha 4 do Algoritmo 16 e Lema 5.1, nos temos

J-1
D= Z AsnZry+ Agy.

L=1

A é Z-matriz, portanto A;; também é Z-matrize A;;, <0, para J # L.
Logo, dado que Zp; > 0, nés concluimos que Dj;; é uma soma de Z-
matrizes e, portanto, também é uma Z-matriz. Dj; também é SPD
(pois é uma submatriz principal de uma matriz SPD, ver Lema 5.8).
Usando a Condigao 1 do Lema 5.3, ndés concluimos que D;; é uma
M-matriz nao singular.

O

Agora apresentaremos o Algoritmo 18, que implementa o BAINV.
A tnica diferenga respeito do Algoritmo 16 é a linha 7, aonde sao exe-
cutados descartes para promover esparsidade. A seguir nos definimos
tal procedimento.

Definigao 5.2. Para wm N-vetor-bloco V, a notagao descarter(V') in-
dica o procedimento de descartar certas entradas de V', exceto aquelas
que pertencam ao I-ésimo bloco, i.e.,

(descarter(V'));; = Vij se ( ) <A i
vij ou 0, para as demais entradas.

De forma andloga, para wma N -linha-bloco V.., a notagao descarter(Vi)
indica o procedimento de descartar certas entradas de V., exceto aquelas
que pertencam ao I-ésimo bloco, i.e.,

%0y I—1b<<1b’ 1<<b’
(descarte;(Vi))i; = Ui se ( ) '.7 < <1<
vy; ou 0, para as demais entradas.

O objetivo é produzir um vetor-bloco esparso, mas ainda proximo
ao original. Uma estratégia natural é descartar entradas de baixa mag-
nitude. No entanto, outras estratégias podem ser empregadas como
descartar de acordo com um padrao de zeros pré-definidos, tolerancia
absoluta e relativa, descartes por elementos ou por blocos. Nossos resul-
tados tedricos valem para qualquer uma destas estratégias de descarte.

Comentario 4. Se A < 0 entdo A < descarte(A) < 0. Se B > 0 entdo
B > descarte(B) > 0. Se A € uma Z-matriz entdo (descarte(A));; >

a;j, para i # j.
Lema 5.10. Se o Algoritmo 18 nao falhar, ele produz uma matriz bloco-

triangular superior Z. Além disso, sua bloco diagonal € formada por
matrizes identidade.
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Algoritmo 18: BAINV pela direita com descarte
Data: A é matriz em blocos de ordem N x N.
Result: uma matriz nao singular diagonal em blocos D e uma
matriz em blocos nao singular Z tais que
A '~ ZD ' ZT.
2V B, Je{l,.,N}
para J < 1 até N faca
Z g Z(]Jfl);
D I A}Z 75
para [ +— J+ 1 até N faca
L BV e ATZ0),

N o Cs W N R

25‘]) — desccz7"1€ej(2§‘]_1> — Z,B;}E(IJ_I));

[e]

D <—diag(5117...,51v1v) e Z [ Zi, o I };

Demonstragao. A prova é andloga & do Lema 5.1. As tunicas obser-
vagoes adicionais sdo que Efdescarte;(V) = ETV e EIV =0 =
ETdescarte; (V) = 0. O

Nos estabelecemos todos os elementos necessarios para apresentar e
demonstrar o primeiro dos dois principais resultados desse capitulo.

Teorema 5.2. Seja A € M uma matriz em blocos N x N, simétrica e
nao singular. Entao o Algoritmo 18 nao falha, pois produz blocos Dy
que sao M-matrizes nao singulares.

Demonstragao. Pelo Comentério 3, A é SPD. Provaremos por indugao.
é suficiente provar que as hipoteses de H; sao verdadeiras para cada
Je{l,...,N}

0<zZV M <z, Ie{J,...,N}; (5.35a)
H, 139"” < RV <, Ie€{J+1,...,N}:(5.35b)
Dy, > Dy (5.3.5¢)
Dy, é uma M-matriz ndo singular; (5.3.5d)

Enquanto a hipotese (5.3.5d) ¢, de fato, o resultado pretendido, as
hipoteses (5.3.5a), (5.3.5b), ¢ (5.3.5¢) servem como suporte téenico para
a demonstragao.

Primeiro verifiquemos se H; é verdadeira. A linha 1 dos Algorit-
mos 16 e 18 mostram que Z}O) = Z}O) = FE;paral =1,...,N, o que
garante (5.3.5a). Para provar (5.3.5b), obervemos que pelas linhas 1
e 6 do Algoritmo 18, Ego) = Ay, I =2,..., N, enquanto pelas linhas 1
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e 6 do Algoritmo 16, R<,0) = Ay, I =2,...,N. A Equagao (5.3.5b)
¢ verdadeira, pois como A é uma M-matriz, entdo também é uma Z-
matriz, logo as entradas de Aq; sdo todas nao positivas para I > 1.
Como Dy; = Dy e Dy; ¢ uma M-matriz nao singular (Lema 5.9), nos
obtemos (5.3.5¢) e (5.3.5d).

Agora assumamos que as hipoteses de H;_; sao verdadeiras para
demonstrar H.

Para provarmos (5.3.5a), primeiro vejamos que a linha 7 dos Algo-
ritmos 16 e 18 implica que

J—1 J-2 - J-2
2y =27 — 7, D BT e
Z{"7V = descarte (Z{'Y — Z, \ D} 1y, RYY).

Temos, pela hipdtese de indugao, que 0 < Z}']_Q) < Z}J_Q), entao, a
partir do Comentéario 4, basta verificar que

~ Pl n(/-2) —1 (J-2)
02> ZJle(J—l)(Jfl)RI > ZJ—ID(Jfl)(J—l)RI .

Pela hipotese de inducao,

Zy > 7, >0, RE‘FZ) <R/ <o, 5(]—1)(]—1) > Dy—1yg-1

e, pelo Lema 5.7 e pela condicio 2 do Lema 5.3, D(_Jl,l)(J,l) > 5&171)(J71> >
0. Agora, pelo Lema 5.4 e pela defini¢ao de descarte, temos

0< 27" = descarter (Z; ) — 21715(_(]171)(J71)§§J72>) <
772 7 D =(J—2
S Z§ - ZJ*lD(Jlfl)(Jfl)Rg ' <

< Z}J_Z) — ZJ_lDC]l_l)(J_1>R§J_2) = Z}J_n, paral e J,..., N,

provando (5.3.5a).
Para provar (5.3.5b), vejamos que pela linha 6 dos Algoritmos 16
e 18, junto com os Lemas 5.1 e 5.10, temos que

J—1
RV = A+ Az e

L=1

J-1
R = A+ Az,
L=1
Como J < I e A é uma Z-matriz, A;; < 0, e portanto é suficiente
mostrar que AJLZéJ[_l) < AJLZE;_U < 0. Ja que, A;; <0 (entradas
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fora da diagonal de uma Z-matriz) e, de (5.3.5a) , ZLJ[ b > Z(J V> o.
Com estes resultados e o Lema 5.4 provamos (5.3.5b).

Para provar (5.3.5¢), vejamos que as linhas 4 dos Algoritmos 16 e 18
implicam que

J-1
D=4+ Z AJLZEJJ_I)

L=1
J-1

J-1

J_AJJ+ZAJLZ( g

L=1

Notemos que, como Ay, < 0e Zg]] 2 > Z(J b > 0, usando o Lema 5.4,
temos que

—1 J—1
J—1 ~(J—1 =
S A,z <> A2V <0= Dy, <D,y
=1 L=1

Finalmente, para provar (5.3.5d), vejamos primeiramente que o Lema 5.9
garante que Dy é uma M-matriz nao singular. No paragrafo anterior,
mostramos que ZL AJLZ(J b < Zi;i AJLZE"],_D < 0. Além disso,
como A é uma M- matrlz entao Aj; é uma Z-matriz, portanto suas
entradas fora da diagonal sao nao positivas. Logo as entradas fora da
diagonal de D;; sdo nao positivas, dessa forma D;; também é uma Z-
matriz. Como D;; é uma M-matriz ndo singular, pela assertiva (5.3.5¢)

e pelo Lema 5.6, concluimos que EJJ é uma M-matriz nao singular. [

5.4 BAINYV para H-matrizes nao singulares

Nesta sec¢ao, provaremos que o Algoritmo 18 também produz matrizes
nao singulares quando aplicado a H-matrizes com matriz comparagao
nao singular.

Lema 5.11. Se A é uma H-matriz e C (A) é nao singular entao A ¢é
nao singular. Ver [23].

Na sequéncia, seguindo Plemmons em [61], consideraremos apenas
H-matrizes que possuem M-matrizes nao singulares como suas matrizes
comparagao.

Lema 5.12 (Desigualdade de Ostrowsky’s). Se A for wma H-matriz
nao singular tal que C (A) € uma M-matriz nao singular entdo |A7Y <

C(A)~t. Ver [48].
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Lema 5.13. Seja A € R™"™ wma H-malriz simétrica com diagonal
principal de entradas positivas e tal que C(A) é uma M-matriz nao
singular. Entao A € simélrica positiva definida. Ver [24].

A seguir demonstraremos um dos principais resultados deste capi-
tulo.

Teorema 5.3. Seja a matriz em blocos A uma H-matriz simétrica com
diagonal principal formada por entradas positivas e tal que C (A) € M-
matriz nao singular. Entao o Algoritmo 18 nao falha, pois produz blocos
Dy que sao H-matrizes nao singulares.

Demonstragao. Primeiramente vejamos algumas notacoes. Além dos
simbolos Dy, Z_(K S(K) para as matrizes geradas pelo Algoritmo 16
aplicadoa A ¢ D, 7. 2 (K) e R( ) para aquelas geradas polo Algoritmo 18
aplicado a A, nos também introduzimos as notagoes D 77 ZEK) e M}m
para as matrizes geradas pelo Algoritmo 18 sem descartes! aplicado a
matriz comparagao C (A). Finalmente, C (A);; denota (C (A));;, néo
C (ALj).

Provaremos por indugao. é suficiente provar que as hipoteses de H
sao verdadeira para cada J € {1,..., N}.

1z V) < Zy7Y, [e{J,....N}; (546a)
i, LIRS MY, Te{J+1,...,N} (54.6b)
Dy <C(Dyy); (5.4.6¢)
D, é uma H-matriz nio singular. (5.4.6d)

A hipotese (5.4.6d) demonstra o resultado pretendido, enquanto as ou-
tras hipoteses servem como suporte técnico para a demonstragao.
Primeiro verifiquemos se H; é verdadeira. A hipotese (5.4.6a) é
verdadeira, tornando-se uma igualdade, para J = 1, pois Z,; 7\ = Z}O) =
E;, 1 <1< N. Também a hipotese (5.4.6b) é Verdadelra tornando—se
uma igualdade, para J = 1, pois para I > 2 we temos que C (4),; =
— | Ay;] e, a partir das linhas 1 e 6 do Algoritmo 18, ﬁgo) =Ajre ]/LZ(O) =
C(A),;- Da linha 4 do Algoritmo 18, Dy = Ay e 511 =C4),
Para provar que (5.4.6¢) é verdadeira, como uma igualdade, note que
Dy = (C(A) )y =C(An) =¢C (511). Provando a hipétese (5.4.6d):

primeiramente, D11 = Aq; € uma matriz nao singular e, pelo Lema 5.13,
¢ uma submatriz principal de uma matriz SPD. C (A) ¢ M-matriz nao

Vejamos que ndo executar nenhum descarte, isto é, descarte (V) =V, é uma estraté-
gia de descarte valida, de acordo com a equagao (5.2). Vejamos, entao, que o Algoritmo 18
com esta estratégia de descarte (sem executar descartes) equivale ao Algoritmo 16. Porém,
preferimos mostra-los separadamente, ja que usaremos alguns resultados da Segao 5.3.
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singular e, pelo Comentario 3, é uma matriz SPD, portanto C (A),, é
uma matriz SPD pois é uma submatriz principal de C (A), e, como dito
anteriormente, C (A);; = C(A1n1). C(A11) é SPD e uma Z-matriz, e,
pelo Comentério 3, ¢ uma M-matriz nao singular. Portanto Ay, = l~)11
¢ uma H-matriz.

Agora para o passo de indugao, assumamos que as hipoteses H; 4
sao verdadeiras para demonstrar H ;.

O bloco B(J,l)(J,l) é uma M-matriz nao singular (ver demonstragao
do Teorema 5.2). Pela hipotese de indugao (5.4.6¢), ﬁ(J,l)(J,l) <
C(ZN)(J,l)(J,l)), entdo, pelo Lema 5.6, C(ZND(J 1)(J—1)) ¢ M-matriz nao
singular. Temos que (C(E(J_l)(J_l))> D(J1 (-1 pelo Lema 5.7,

e |5(_‘,171)(J71)‘ < (C(B(J,l)((],l)))il, pelo Lema 5.12.
Entao
D}

ool DG nu-- (5.4.7)

Como |descarte; (V)| < |V| para qualquer indice I e qualquer vetor-
bloco V e considerando as hipoteses de indugéo (5.4.6a) e (5.4.6b) assim
como a equagao (5.4.7), podemos provar (5.4.6a) ao examinarmos a
linha 7 do Algoritmo 18:

|2}J_1)‘ = descarteI(Z(‘]_) Z 1D(J D1 RgJ_Q))‘
< |Z<J72) ZJ 1D(J 1)(J— 1)RIJ 2)|
< 277+ | Zoma| DGy | 1BE )
< ZY7 = Z,D o MY =20,

Para provar (5.4.6b), primeiro recordemos que, para I > J,

’§§J—1)

I+ZAJLZL§ U< 1A +Z|AJL| ‘Z Y

Como os termos |Ay;| e |As.| acima ndo sdo blocos diagonais, eles
podem ser substituidos por —C (A) ;; e —C (A),,, respectivamente. Em

relagao ao termo ZE‘?I)’ acima, ele ¢ o L-ésimo bloco de ‘2}‘]71) ,
entdao nos podemos usar (5.4.6a) para concluir que Eg_l) < 2%_1).
Portanto
J-1
(-1 S(J-1 TF(I-1
)R§ ) <-C (A).II - ZC (A)JL ZEJ ) = _MI( g
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Para provar (5.4.6¢), devemos comparar os blocos

J—-1
DJJ = C(A)JJ-FZC(A)JIZ[J e
I=1

J-1
C <DJJ) = C (AJJ + ZAJ1Z1J> :
1=1
Primeiramente percebamos que, usando |A;;| = —C (A4),; e a hipotese
de indugao (5.4.6a), o Lema 5.5 garante que
C(A),, Z1y < AjiZiy < —C (A);; Z1g.

Agora comparemos as entradas da diagonal principal. Como C (A) é
uma M-matriz ndo singular, (5.3.5d) implica que D;; é uma M-matriz
nao singular e portanto sua diagonal é formada de entradas positivas,
de acordo com o Lema 5.3. Com isso temos:

J-1
0< (DJJ)ii - (C (A).]J)ii+ (C (A))s ZIJ)u‘
=1
-1

IA
<~

(AJJ)ii+ (AJIZU)n'

(]

~
Il

1

(]5”)7:1‘ =(C (ﬁﬂ) ) -

i

Para as entradas fora da diagonal, primeiro vejamos que, pela de-
finigao de matriz comparagao, (C (A)JJ)ij < (A < —(C (A)JJ)ij
para ¢ # j. Junto com as desigualdades em (5.4) ¢ as formulas (5.4.8)

e (5.4.8), concluimos que (ﬁJJ)ij < (ﬁu)“ < _(BJJ)ij e portanto
Dy)).. <— =(c(D
(Dss),, < (¢ (Dn)),

e, assim, provamos (5.4.6¢).
Nos acabamos de provar que C (ﬁjj) > ﬁJJ. Como C (5JJ> é

ij

(EJJ)Z.J. ‘ Finalmente, notemos que — ’(f);;)

uma Z-matriz ¢ por (5.3.5d) BJJ M-matriz nao singular, o Lema 5.6

garante que C (b_]]) ¢ uma M-matriz nao singular e portanto ZNDJJ é

uma H-matriz. Além disso, o Lema 5.11 garante que D 77 ¢ nao singular
e, entao, (5.4.6d) & provado.
O

Exercicio 5.1. Considere a matriz A tal que:

2,00 0,40 0,10 0,00
0,40 1,08 2,00 0,00
0,10 2,00 3,96 0,00
0,00 0,00 0,00 1,00

A=
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Mostre que A é uma matriz SPD. Mostre que A nao é uma H-matriz.

Exercicio 5.2. Mostre que o Algoritmo de Inversa Aproximada por
Blocos (BAINV), com descarte por tolerancia de 0,06 falha para tama-
nho de bloco igual a 1, isto €, produz wm pivd nulo. Mais explicitamente,
mostre que ps = 0. Mostre que, para o tamanho de bloco igual a 2, para
o descarte de bloco (ou de entrada a entrada) com tolerancia de 0,06 o
BAINV nao falha.

Exercicio 5.3. Mostre que a submatriz principal de uma M -matriz é
uma M-matriz. Conclua que a submatriz principal de uma H-matriz
também é uma H-matriz.



Capitulo 6

Inversa Aproximada em Blocos
para Matrizes Nao Simétricas

Neste capitulo, propomos algumas adaptacoes do BAINV para matrizes
nao simétricas, demonstrando sua consisténcia. Uma delas baseia-se no
SAINV para o caso escalar, sendo livre de falha para matrizes positivas
definidas. Além dessa, também propomos versoes em blocos para o

FFAPINV, SAINV-VAR e RIF-NS.

6.1 A-biconjugacao em blocos

Nesta secao, propomos o método de A-biconjugacao em blocos para
matrizes ndao simétricas, sendo esse método a base para a inversa apro-
ximada em blocos para matrizes nao simétricas. Seja A € R™ "™ uma
matriz nao simétrica e nao singular em blocos N x N. O objetivo é
encontrar as matrizes nao singulares Z, W e D tais que WAZ = D,
ou A" = ZD7'W, em que D ¢ bloco-diagonal, ¢ Z ¢ W sdo bloco
triangulares-superiores ¢ inferiores, respectivamente. O método de A-
biconjugacao em blocos busca fornecer dois conjuntos de bloco-vetores
{Z 3, e bloco-linhas {Wy}_ | que sejam A-biconjugados, ou scja,
tais que Wy AZ; = 0se I # J. {Z; 3, e {Wpx}_| sio os bloco-
vetores ¢ bloco-linhas de Z e W, respectivamente.

A seguir, temos os Algoritmos 19 e 20 que sao as versoes pela direita
e pela esquerda, respectivamente, do algoritmo de A-biconjugagao em
blocos. E facil verificar que ambos os algoritmos produzem os mesmos
resultados finais e parciais, podendo ser provado conforme & versao
escalar, no Capitulo 2. Para demonstrar os resultados deste capitulo,
nos basearemos apenas na versao pela direita, ji que para a versao
pela esquerda isso pode ser feito de forma andloga. Vejamos alguns
resultados.
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Algoritmo 19: A-biconjugacio em blocos pela direita
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~ = ZD~1W.
0
ZV %« E, Ie{l,.,N}
w®« ET,  TIe{l,.,N}
para [ < 1 até N faga
Z,« 280w, e wi,
DII — A[*ZI )
para J < I + 1 até N faga
R A, 20D,
S0 A g
A A g

w | LWy e wi - syt

[

© 0 N O s W N

11 D « diag(D11,...,DNN) , Z + [ Zy, - ,ZN ] e
Wi
W
Wi

Algoritmo 20: A-biconjugagao em blocos pela esquerda

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~ = ZD~'W.
Z1 — El;
H/vl* — E{;
D11 < Anx;
para J < 2 até N faga
(0) .
Z'](O)e Ey;
WJ* — E:;
7 para [ + 1 até J — 1 faga

oA W N

8 RY™Y  apZ7Y;
0 STV e wlii Ay,
10 20« 7Y~z D RV,
11 WX) = Wﬁi_l) - SSI_I)Dfllwl*%

w2 | 2,2 w, e wl

13 | D,; < ApnZ;,

14 D« diag(D11,...,DyN) , Z 4 [ Z1, -+ ,Zn e
"Vl*

W :
WN*
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Lema 6.1. Caso o Algoritmo 16 nao falhe (i.e., Dy;’s singulares nao
sao gerados), ele fornece uwma matriz Z bloco-triangular superior e uma
matriz W bloco triangular-inferior. Além disso, os blocos-diagonais de
Z e W sao compostos pela identidade.

Demonstragao. Facamos por indugao em I, com I = 0,1,.... N — 1,
para provar que

Erz0 —wWE, =6,, VJL talque I<J<L<N, (61.1)
onde dr; ¢ dado como

P bloco identidade, se L = J
" o, seL#AJ

A expressao (5.2.2) é notavelmente verdadeira para I = 0, ja que Zf,m =
Eje W}Z) = ET. Agora, assumamos que (6.1.1) é verdadeira para
0<T7T< N —1. A partir disso e da linha 9 do Algoritmo 19,

ErZ0 — g0 — gTZ0 Do

) _ @t 7)) _
(I+1)(I+1)RJ =ELZ;" = oL,

Wit B = WiV E, - SL(JI)D&IH)(IH)WI@HEL = W) B = vy,
o que completa a indugao. ]

Lema 6.2. Se o Algoritmo 19 nao falhar, temos que, para qualquer
1< J <N fivo,

J—1 J—1
Z,=2- 3" 7D BTV w, =wi - N S YD,
I=K+1 I=K+1

para todo 0 < K <1 —1.

Demonstragao. Segue diretamente das linhas 4, 9 e 10 do Algo-
ritmo 19. O

A seguir demonstramos, no Teorema 6.1, que sob determinadas

condicbes, o Algoritmo 19 realmente produz a decomposicio A~ =
ZD7'W.

Teorema 6.1. Seja A uma matriz N x N em bloco tal que Ay.j1.5 €
nao singular para J = 1,2,...,N. FEntao, o Algoritmo 19 nao falha
e retorna uma matriz bloco-diagonal D nao singular e matrizes em
bloco Z e W nao singulares tais que A= = ZD7'W (ou, de forma
equivalente, WAZ = D).
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Demonstragao. Vamos fazer por indugao. E suficiente provar que as
hipoteses em H; sao verdadeiras para todo J € {1,...,N}.

AnZ, =0, Ie{1,2,...,0—1}; (6.1.2a)

W, A; =0, Te{l,2,...,.J—1} (6.1.2b)

oo I WeAZ =W AZ =0, Te (L2 T -1y (6.120)
T YWLAZ, =D, (6.1.2d)
WAy =D,y (6.1.2¢)

Dj; é ndo singular; (6.1.2f)

As hipoteses (6.1.2¢), (6.1.2d), e (6.1.2f) sdo suficientes para chegar
no resultado desejado. Ja as hipoteses (6.1.2a), (6.1.2b), e (6.1.2¢)
servem como suporte técnico para a demonstragao.

Para J = 1, as condi¢bes (6.1.2a), (6.1.2b) e (6.1.2¢) sao alcancadas
por vacuidade e as condigoes (6.1.2d), (6.1.2¢) e (6.1.2f) seguem pelos
fatos de que Z; = Fy, Wy, = ElT e D;; = A, Para o passo de
indugao, assumimos que Hy, Hs, ..., H;_; sao verdadeiras e utilizadas
para demonstrar H ;.

Para provar (6.1.2a), nés primeiramente multiplicamos a linha 9 do
Algorimto 19 por Aj, para I < .J, obtendo

An 2\ = ALZVY — ALz, DRV,

Temos que o primeiro termo do lado direito é R‘(,Ifl) (linha 7 do Al-
goritmo 19) e, sendo A;.Z; = Dy (linha 5 do Algoritmo 19), nos
concluimos que

AnzW =0 vI<J

Agora, a partir do Lema 6.2, para 1 < K < J,

J-1
ApiZy = A 28 = D7 A 2Dy RYTY.
I=K+1

Foi provado em (14) que o primeiro termo do lado direito da expressao
¢é zero. Como a hipdtese de inducdo garante que Ag,Z; é zero para
1 < K <1 < J, osomatoério do lado direito também é zero, provando
(6.1.2a).

Analogamente, para provar (6.1.2b) primeiramente multiplicamos
do lado direito a linha 10 do Algoritmo 19 por A; para I < .J, obtendo

wiha, =wiDa, — YD w, A

Temos que o primeiro termo do lado direito é S‘(,I*l) (linha 8 do Algo-
ritmo 19) e, sendo W, Ar = Dy (pelas hipoteses de inducao (6.1.2¢)),
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concluimos que

wiha, =0 vi<.u (6.1.3)

Agora, a partir do Lema 6.2, para 1 < K < J,

J-1
WAk = Wi A — > SYVD W, A

I=K+1

Foi provado em (6.1.3) que o primeiro termo do lado direito da expres-
s@o é zero. Como a hipétese de indugéo garante que W, A é zero para
1 < K <1 < J,osomatoério do lado direito também é zero, provando
(6.1.2b).

A partir do que ja foi provado, temos que a N x J bloco-matriz Z; e
Wi.;.A sao bloco-triangulares superiores e a J x N bloco matriz W7,
e AZ; sao bloco triangular inferiores. Notemos que W;.;.AZ; é o pro-
duto de duas matrizes bloco-triangular inferiores, dado por W.;.(AZ;),
resultando em uma matriz bloco-triangular inferior. Da mesma forma,
Wi.;.AZ; é o produto de duas matrizes bloco-triangular superiores,
dado por (Wi.;.A)Z;, resultando em uma matriz bloco-triangular su-
perior. Isto prova (6.1.2c).

Escrevendo a matriz identidade como I = 2%21 ExEL, temos que

N
WrAZ; = (Wy.Eg)(ERA)Z, =
K=1
J—1 N
=Y (WiE)AZy+ (WiENARZy+ > (WinEk)Ak.Z,.
K=1 K=J+1

Notemos que o primeiro somatoério do tltimo termo é igual a zero por
conta da hipdtese de indugao (6.1.2a) e que o segundo somatorio é zero
de acordo com o Lema 6.1. Entao chegamos ao (6.1.2d) pelo Lema 6.1
e linha 5 do Algoritmo 19.

A partir de (6.1.2d), Lema 6.1 e linha 1 do Algoritmo 19 nés temos

J—1
Dy =WynAZ; =Wy AE; =Y WAZ D RSV,
=1

O somatorio no ultimo termo é zero por conta de (6.1.2¢). Portanto,
temos D,y = W, Ay, provando (6.1.2¢).
A hipéteses (6.1.2¢) e (6.1.2d) resultam que

1/1/1:.],:142;_1;] - diag(D117 sy DJJ)v
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uma matriz bloco-diagonal com Dy;, 1 < I < J, na sua diagonal em
blocos. Além disso, o Lema 6.1 garante que Z;y1.51.; € Wi.7 41,8 S80
zero. Desta forma,

diag(Da, ... 7DJJ) = VVI:J,:AZ:J:J = VVLJ,LJALJ:,LJZLJ:,1:J~

As matrizes Zy.51.; ¢ Wi.j1.0 sao bloco-triangulares e seus blocos di-
agonais sao formados por identidades, portanto elas sado nao singula-
res. Como, por hipotese, Ajy.;. 1.7 é também nao singular, chegamos a
(6.1.2f).

O

No Coroléario 6.1 temos mais uma opgao para o célculo dos blocos
D;; do Teorema 6.1.

Corolario 6.1. Considerando os elementos do Algoritmo 19, temos
que Dy = W, Ar.

O resultado a seguir verifica que as relagoes (2.3.12) e (2.7.20) do
caso escalar também valem para a versao em blocos.

Proposigao 7. Seja A matriz em blocos N X N esparsa e nao singular.
Considerando o Algoritmo 19 aplicado a A, temos

RV = Wi, Ay, (6.1.4)
ST = A, Zp (6.1.5)

Demonstragao. Pelas linhas 1, 2, 9 e 10 do Algoritmo 19, temos que

J-1 J-1
Zy=E;— ZZID;IlR‘(I[il) e W, =E] - ZS‘(IFUD;;WI*-
1=1 =1

Seja 2 < J < N fixo. Como Wk,AZ; = 0 para todo K # J (pois
D =WAZ), entao, para K = 1,....,J — 1,

0= Wi A(E, —Y7-) Z,D; R ™Y)
0=WiAy — ST Wi, AZ, D} RY™Y
0= Wi Ay — Wi AZ Db RV

0 =Wk, Ay — R

R = Wy, A,

0=Wk.AZ,

N
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Analogamente,
0=WyAZx = 0=(E] =X/ Sy VD W,.)AZ
= 0=AnZx— S0 SV VD W, Az
= 0=A.Zk - S IDAWLAZe
= 0=A;Zx— 8%V
= S((;Kil) = AnZk
obtendo (6.1.5). O

Os proximos resultados mostram que, assim como no caso escalar,
podemos relacionar os fatores da inversa aproximada em blocos de A
com os fatores LDU em blocos de A.

Proposigao 8. Seja A wma matriz em blocos N x N ndo singular.
Considere a fatorag¢ao bloco LDU de A como A = LDU, tal que L,
D e U sdao matrizes em blocos N x N nao singulares, em que L e U
sao bloco triangulares inferior e superior, respectivamente, cujos blocos
diagonais sao iguais a identidade e D € bloco diagonal. Entao L, D e
U sao unicas.

Demonstragao. Ver exercicio 6.2.

Seja a decomposigao
A=W'Dz™, (6.1.6)
onde Z é bloco triangular superior e W é bloco triangular inferior,
ambas com identidades na diagonal e D ¢é bloco diagonal nao singular,
sendo os blocos de tamanho ¢. Entdo (6.1.6) pode ser considerada a

decomposigao bloco LDU de A com blocos de tamanho ¢. Como essa
decomposigao é tnica (Proposi¢ao 8), temos que:

wW=Lr"' z=U"!
e D ¢ a mesma matriz.

Proposigao 9. Seja A uma matriz em blocos N x N esparsa e nao
singular. Seja a fatoragao LDU de A em blocos, em que L e U sao bloco
triangulares inferior e superior, respectivamente, nao singulares, com
identidades nas diagonais e D € bloco diagonal nao singular. Entao, o
Algoritmo 16 quando aplicado a A, sem os descartes, produz

Upy = Dy RS, (6.1.7)
Ly =5SY"YD;} (6.1.8)
onde 0 <[ < J<N.
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Demonstragao. Ver exercicio 6.3. ]

Proposigao 10. Seja A uma matriz em blocos N x N esparsa e nao
singular. O Algoritmo 16 quando aplicado a A, sem os descartes, alende
a sequinte propriedade

I-1
RYY = A =375 Uk,
K=1

I-1
S((IFD = Ay — Z L.]KR§K71)7
K=1
com0<I<J<N.

Demonstragao. A partir da fatoragao LDU em blocos de A, entdo, para
0<I<J<N,

I -1
A= Z Lik DUkt = Ly DU + Z Lk DrrUkr.
K=1 K=1
Diante de (6.1.7), (6.1.8) e de que Uy = 1,

A = S0 D+ S ST D D DGR

I-1 -1 K—1 _ K—1

S‘E]I 1) = S‘(II 1)DK1KB(§K 1)

= SV = Ay = i Ly R

Analogamente, a partir da fatoracdo LDU em blocos de A, com 0 <
I <J<N,

1 I-1
A= LikDixUxy = LuDyUps + Y | Lix DUk .
K=1 K=1

De acordo com (6.1.7), (6.1.8) e de que L;; =1,

A = Dﬁl%HR(JH)JF(Z?:)H S§K7]>D;<)1KDKKD;(1KR(JK7])
I-1 I—1 K-1 —] K-1
R;]I X + 2 k=1 SII . D(I}\lkﬁfl
= RJ_):A]J_ K_:lsl B UKJ

O

Mesmo que A seja esparsa, as matrizes Z e W produzidas pelos
Algoritmos 19 e 20 podem ser densas e, para contornar este fato, sao
efetuados descartes de blocos ou entradas de Z e W. Ao se efetuar os
descartes em Z e W & possivel que as matrizes Ar.Z; ou W, Ar sejam
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singulares, mesmo quando A;.;1.; é ndo singular para J =1,2,..., N.
Se A for positiva definida, uma alternativa livre de falha seria utilizar
as expressoes

(Z1)" Az, (6.1.9)

ou

Wr AW (6.1.10)

para o calculo de Dy;. Isso se da pois se A for positiva definida, entao
(Z1)'AZr e Wi, A(Wp)T também serao positivas definidas e, portanto,
nao singulares. Esta é uma saida eficaz para se evitar a falha em ma-
trizes positivas definidas.

6.2 Trabalhos desenvolvidos

Nesta secao, apresentamos os dois principais trabalhos encontrados na
literatura sobre o AINV em blocos.

6.2.1 Inversa Aproximada em Blocos Nao Simétrica
(BAINV-NS)

Em [22], de 2000, Bridson e Tang apresentaram uma versao do SAINV-
NS pela esquerda para quaisquer matrizes nao singulares em blocos,
chamada de Inversa Aproximada em Blocos Nao Simétrica (Nonsy-
metric Block Approzimate Inverse ou simplesmente BAINV-NS). Eles
justificaram seu uso afirmando que esse tipo de abordagem pode re-
duzir os custos de operacoes em relagao a versao escalar. Além disso,
eles afirmaram que particionar A em pequenos blocos densos pode ser
vantajoso em métodos diretos, reduzindo operagoes redundantes, como
pode ser visto em [32].

O SAINV-NS (caso escalar) possui o SAINV como base, modifi-
cando o céalculo dos multiplicadores e do pivo. E possivel adaptar es-
sas modificagoes, levando em consideracao as relagoes (6.1.4), (6.1.5) e
D, ; =W;,AZ;. Podemos ver esse processo no Algoritmo 21.

Determinar quando aplicar o descarte de blocos nas matrizes Z e
W foi uma das principais questdes abordadas, principalmente quando
uma mesma tolerancia é usada em blocos de diferentes tamanhos. Uma
estratégia seria comparar a norma de Frobenius do bloco dividida pelo
numero de entradas dos blocos com uma tolerancia 7. Caso o valor
seja menor que 7, o descarte ¢ aplicado. Eles utilizaram, entao, esta
estratégia de descarte com 7 = 0, 1.

Foram comparados o BAINV-NS e o SAINV-NS para os métodos
CG para os casos SPD e BICGSTAB. Os precondicionadores gerados
foram utilizados para os métodos CG, no caso SPD, e BIGSTAB, para
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Algoritmo 21: BAINV-NS

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~! ~ ZD~1W.

1 Zy = By

2 Wi, « ET;

3 Dyy « A

4 para .J < 2 até N faga

s | 2) < By

6 I/V}? < E:;

7 para l < 1 até J — 1 faga

8 RU™Y W, Ay

9 ST Ay, 7;

10 ZQ(]I) «— descarteI(Z'(]I*U _ ZIDI—IIRF]I—I));
" Wi e descarte (W5~ — S5 Dtwy):
o | 7y g,
13 | Dy WAz,

14 D<—diag(D117...,DNN) AR [ Z1, - L IN ] e
Wi
W :
Wi




Trabalhos desenvolvidos 95

os demais tipos de matrizes. O lado direito foi calculado usando o vetor
solugao com todas as entradas iguais a 1 e o critério de parada utilizado
foi quando a norma dois do residuo ficou menor que 107%. Em relacao
aos resultados, os autores afirmaram que esperavam que o algoritmo em
blocos oferecesse ganhos em relagao a eficiéncia de cache, mas a esses
ganhos foram compensados pela sobrecarga da implementagao. Eles
também afirmaram que a versao em blocos melhorou a convergéncia de
alguns problemas com estrutura em blocos mal condicionados, gragas ao
seu tratamento do pivo. Porém, para outros problemas, nao foram obti-
dos bons resultados, ja que a estratégia de descarte utilizada eliminava
blocos inteiros, podendo impactar na qualidade do precondicionador.
Na Tabela 6.1 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste
trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Bridson e Tang - 2000

Entrada: Matriz esparsa A ndo simétrica e nao singular e
particionada em Blocos.

Saidas: Z,W e D tais que ZD7'WT ~ A~1L,

Robustez: -

Na Literatura

Método iterativo: BICGSTAB

Descartes: Tolerancia (normalmente 0,1)
Escalamento: Block Jacobi

Reordenamento: ~ MIP, MMD, GND, MC e QMD

Tabela 6.1: NS-SBAINV

6.2.2 Inversa Aproximada em Blocos Estabilizada (SBAINV)

Em 2001, Benzi, Kouhia e Ttma apresentaram o BAINV em [11], que é
uma versao em blocos do AINV pela direita, para matrizes SPD. A par-
tir desse, eles apresentaram a Inversa Aproximada em Blocos Estabili-
zada (Stabilized Block Approximate Inverse ou simplesmente SBAINV)
como uma versao estavel para matrizes SPD, baseando-se no SAINV,
pois utiliza a relagio D;r = Z] AZ; (equagao (6.1.9)) no célculo dos
pivos. Os autores salientaram que a estrutura em blocos pode surgir
tanto naturalmente, da discretizagao do problema real, quanto artifici-
almente, caso melhore o desempenho. O método proposto ¢ exibido no
Algoritmo 18, no Capitulo 5.

No BAINV, as inversas dos pivos foram calculadas aplicando fato-
ragao triangular. Por causa do descarte, os pivds poderiam nao ser
SPD, e, para isso, era feita primeiramente uma fatoragdo LU do pivo
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e, posteriormente, ele era calculado como LLT, para deixa-lo simétrico.
Se necessario, algumas modificagoes no pivo foram feitas para que ele
se tornasse SPD. Com o SBAINV, eles nao tiveram essa preocupacao
por ser garantidamente livre de falha para matrizes SPD.

Como mencionado, a estrutura em blocos de A pode vir natural-
mente, mas nem sempre isso ocorre, podendo ser necessario reordena-
mentos de linhas e colunas em A para que tenha uma divisao em blocos
“favoravel". Os autores sugeriram, entao, alguns tipos de reordenamen-
tos e modifica¢des na matriz A, dentre eles o uso do reescalamento Bloco
Jacobi. O descarte utilizado foi de toleréncia fixa ou tolerancia rela-
tiva, podendo variar de acordo com algum aspecto do problema. Eles
também utilizam padrao de zeros pré-definido “copiando”a esparsidade
de A no precondicionador. Outro descarte feito foi a pos-filtragem,
eliminando entradas de Z menores que um determinado valor apds a
execucao do algoritmo.

Os autores compararam os precondicionadores BAINV, SBAINV,
AINV, SAINV, Ichol e Ichol de Ajiz-Jennings em blocos [1] para o CG.
O critério de parada utilizado foi quando a norma euclidiana do residuo
ficou menor que 1075 ou 1071°, dependendo do lado direito utilizado que
variou podendo ser realistico ou artificial. Quanto aos resultados, os au-
tores concluiram que o desempenho da versao em blocos foi melhor para
problemas de casca fina, onde os blocos possuem geralmente tamanho
igual a seis, do que em relagao a versao escalar da inversa aproximada.
J& em relagao aos problemas de mecanica dos solidos, cujo tamanho
dos blocos foram iguais a trés, o SBAINV, apesar de confiavel, obteve
resultados inferiores ao SAINV-NS. Na Tabela 6.2 exibimos um resumo
das principais caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano: Benzi, Kouhia e Tiima - 2001

Entrada: Matriz esparsa A SPD ¢ particionada em Blocos.
Saidas: Z e D tais que ZD ' ZT ~ A~L.

Robustez: Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo: CG
Descartes:

e AINV(0) - copia em Z a esparsidade de A.
o Tolerancia

e Descarte Relativo (cada entrada de Z é
descartada caso seja menor que uma tole-
rancia multiplicada pela norma infinito da
atual linha de A).

e Forma pré-definida de zeros.

e Filtragem posterior (depois que Z é calcu-
lado, usa-se outra tolerancia, para descar-
tar mais entradas de Z).

Escalamento: Block Jacobi
Reordenamento: MMD

Tabela 6.2: BAINV

6.3 Variagoes propostas

Nesta sec¢ao, apresentamos algumas adaptacoes para a inversa aproxi-
mada em blocos, algumas delas baseadas nas versoes escalares do AINV
exibidas no Capitulo 3.

6.3.1 Inversa Aproximada em Blocos Estabilizada Nao
Simétrica (SBAINV-NS)

Propomos uma versdo nao simétrica para o BAINV proposto por Benzi
e Tama em [11]. Temos como base o método de A-biconjugacao em
blocos, no Algoritmo 19, e incluimos a possibilidade de calcular o pivo
como nas equacoes (6.1.9) e (6.1.10), se A for positiva definida. Por isso
chamamos o método de Inversa Aproximada em Blocos Estabilizada
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Nao Simétrica ou simplesmente SBAINV-NS, exibido nos Algoritmos
22 e 23, nas versoes pela direita e pela esquerda, respectivamente.

Algoritmo 22: SBAINV-NS pela direita

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W néo singulares com A~ ~ ZD 1.
Z9« E, Ie{1,.,N}

1
2 W EF,  Te{l,.,N}
3 para [ < 1 até N faga
a | 2,207
s | Wy, «wh,
6 DH — AI*ZI ou VV[*AI ]
7 | D+ (Z1)"AZp ou Wi A(Wp,)T se A for positiva definida;
8 para J + [ +1 até N faga
9 MY ALz,
10 S(JFI) — W}{;l)AI;
1 20 descarter (27 — z, D MYy,
v (I-1) _ oI=1) p-1 .
12 W;, « descarter (W, Sy VD WL);
13 D<—diag(D11,.,.,DNN),Z<—[Zl, ,ZN]e
LVI*
W S
Wi

Lema 6.3. Caso o Algoritmo 22 nao falhe, ele gera uma matriz bloco
triangular inferior Z e uma matriz bloco triangular superior W. Além
disso, os blocos diagonais de Z e W sao formados pela identidade.
Demonstragao. A prova ¢ andloga a do Lema 6.1. As tinicas observagoes
adicionais sao de que E¥descarte;(V) = ETV e que

El'V =0 = Eldescarte;(V) =0,
assim como descarter(V)Er = VEr ¢ que
VE; =0 = descarte;(V)E; = 0).
O

Desta forma, sendo A uma matriz em blocos nao singular, se o
Algoritmo 22 nao falhar, entao D é bloco diagonal nao singular e Z
e W sao bloco triangulares inferior e superior, respectivamente, com
blocos diagonais formados pela identidade e, portanto, também nao
singulares.
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Algoritmo 23: SBAINV-NS pela esquerda

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~! ~ ZD~'W.

1 Zl “— El;

2 Wi E1T7

3 Dy1 < Agg;

4 para J < 2 até N faga

s | 2V E,w « ET.

6 para [ < 1 até J — 1 faga

7 MY a2

8 SYD e wl Ay

9 ZV(]I) — descarte](Z‘(,I_l) - ZID;IIM(,I_I));
10 I/Vg) — descartej(ﬂ/xfl) - Syfl)Dfll W)
u | 2,2 w, e wl T,
12 DJJ%AJ*ZJOUVVJ*AJ;
13 | Dy« (ZNTAZy ou Wi, A(Wy,)T se A for positiva definida;

14 D(—diag(Dll,...,DNN) s Z [ Zl, ,ZN ] e
Wi
W :
Wi
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6.3.2 Inversa Aproximada Fatorada pela Frente em
Blocos (BFFAPINV)

Nesta se¢ao, apresentamos a versao em blocos do algoritmo FFAPINV
[69]. Utilizando as relagoes (6.1.4) ¢ (6.1.5) propomos a Inversa Apro-
ximada Fatorada pecla Frente em Blocos, ou simplesmente BEFAPINV,
que, de forma anéloga ao caso escalar, utiliza os elementos de W para
calcular M}Iﬁl) e os elementos de Z para calcular S'(,Ifl)‘ Este processo
pode ser visto no Algoritmo 24. Vejamos que, como no caso escalar,
ele é exibido baseando-se na versao pela esquerda do algoritmo de A-
biconjugagao.

Algoritmo 24: BFFAPINV
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z ¢ W nio singulares com A~! =~ ZD~1W.

1 Zl — El;

2 Wi, E{;

3 D1 < Aig;

4 para J < 2 até N faga

s | 2V Ej;

6 | Wi« ET;

7 para [ < 1 até J — 1 faga

8 MY WAy

9 S‘(Ilil) — 44J*Z[;

10 Z‘(]I) — descarte;(Z‘(]Fl) - ZIDI_IIM},I*I));
11 W}i) — descartey (W}i_l) - Sgl_l)D;Ilwl*);
12 Z; Z{(]Jfl); W, + W/’}f%);
13 D,; Wy AZy,

14 D(—diag(D117...7DNN) s 7 [ Z1, 7ZN ] e
Wi
W+ : ;
Wi

6.3.3 Inversa Aproximada Estabilizada Variada em

Blocos (SBAINV-VAR)

Nesta secao, apresentamos a versao em blocos do algoritmo SAINV-
VAR [65], a algoritmo da Inversa Aproximada Estabilizada Variada
em Blocos, ou simplesmente SBAINV-VAR, descrito no Algoritmo 25.
Baseado no SAINV-VAR, sao produzidas aproximagoes dos fatores Z,
L e D de A, sendo possivel chegar na aproximacao de L por meio
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da equacgao (6.1.8). Por sua vez, para se calcular 531—1) é utilizada a
Proposigéo 10 e a equagdo (6.1.8), ou seja, seu calculo é executado sem
a utilizagao do fator W. Para o calculo de Dy;, é dada a opgao de

se utilizar a expressdo Z7 AZ; que evita a falha em matrizes positivas
definidas.

Algoritmo 25: SBAINV-VAR
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: matriz bloco diagonal D nao singular e matrizes Z e
L nao singulares.
72O B, Te{l,.,N}
para [ < 1 até N faga
7 72\,
D;; < ApZr ou Z?AZI se A for positiva definida ;
para J <+ [ +1 até N faga
MY ALz
S(Jl_l) — AJ[ — 22’7:11 LJKMI(K_l);
8 Ly + descarte(S&I_l)Dfll);
9 ZSI) — descarteI(nyl) — ZIDI_IIJ\/[‘SFI));

N o Ch W N

10 D%diag(DH,...,DNN), 7 [ Zl, 7ZN ] BLH[LJ]];

No SBAINV-VAR, além da utilizagao do descartey, também utili-
zamos o descarte para promover a esparsidade dos blocos L, definido
a seguir.

Definigao 6.1. Seja a matriz M de ordem t, a nota¢ao descarte indica
a matriz resultante do procedimento de descartar determinadas entradas
de M, i.e., (descarte(M));; = m;; ou (descarte(M));; = 0.

Para obter a aproximacao de W, fazemos a aproximacao da inversa
de L (W = L71) por meio do trucamento da série de Neumann de grau
1 (veja [55]):

Wy=I+F+F*+F+ . +F, (6.3.11)

onde FF' =1 — L e I é aidentidade. Por meio de (6.3.11) e do método
de Horner [43], obtemos a inversa aproximada A~! ~ ZD~1W,. A ideia
é utilizar a formula de Horner [43] para multiplicar W; pelo residuo do
método iterativo, fazendo uso da multiplicagao matriz-vetor. Ou seja,
a aplicagao do precondicionador gerado pelo SBAINV-VAR se da por
meio do método de Horner e da multiplicacao das matrizes Z ¢ D!
pelo residuo em cada iteragao do método iterativo. Este processo pode
ser visto no Algoritmo 26.
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Algoritmo 26: Aplicagao do precondicionador gerado pelo
SBAINV-VAR
Dados: matrizes D, Z e L nao singulares, vetor residuo r e
inteiro [ (grau do polinémio Neumann).
Resultado: vetor v.
1 79T
2 parai < 1 até [ faga
3 | re e — Lo

!
4y < Zizo Tl
5 v < ZD 1y,

Comentario 5. Notemos que o SAINV-VAR produz as matrizes W,
D e U e calcula Z através da aprozimagao de UL, a partir do so-
matdrio de Neumann. Jd o SBAINV-VAR produz as matrizes Z, D
e L e calcula W através da aproximacio de L™', a partir somatério
de Neumann. Vejamos que, apesar de produzir matrizes diferentes, o
SBAINV-VAR tem a mesma ldgica de raciocinio que o SAINV-VAR.
Escolhemos produzir fatores diferentes na versao blocos por questoes de
implementacao.

6.3.4 Fatoracao Incompleta Robusta Nao Simétrica em
Blocos (BRIF-NS)

Nesta segao apresentamos a versao em blocos do algoritmo RIF-NS [64],
chamada de Fatoragao Incompleta Robusta Nao Simétrica em Blocos,
ou simplesmente BRIF-NS. A ideia principal do BRIF-NS ¢ encontrar
a fatoragao bloco LDU aproximada de A através do processo de bicon-
jugacao em blocos de A e utilizando a equagao 6.1.6, caso A for positiva
definida. As entradas das aproximacoes de L ¢ U sdo obtidas através
das equagoes (6.1.8) ¢ (6.1.7) ¢ as matrizes R;’s calculadas com base na
Proposigao 10. No Algoritmo 27, vemos a implementagao do BRIF-NS.

Desse modo, propomos uma versao em blocos do Algoritmo RIF-NS,
o qual havia sido introduzido em [64]. Mais amplamente, ao longo deste
capitulo, realizamos as versoes bloco para trés algoritmos, a saber, o
FFAPINV, o SAINV-NS e RIF, todos estruturados para matrizes nao
simétricas. Além disso, apresentamos uma revisao sistematica dos tra-
balhos desenvolvidos no ambito dos algoritmos de inversa aproximada
em blocos.
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Algoritmo 27: BRIF-NS pela direita

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.

Resultado: a nonsingular block-diagonal matrix D,
and nonsingular block-matrices L and U such that

A~ LDU.
W« BT, Ie{l,.,N}
para [ < 1 até N faga
-1
W, « Wé 1;;
DWW, TAp

*

para J < I + 1 até N faga
Sf][—l) - W‘(Iiil)AH
Ly + descarte(Sy*UDl—Il);
MY Ay + i S U
10 Ury + descarte(Dl—Ilj\,fy*l))

11 VV;Q — descarteI(W‘gifl) — Syfl)D;IlWI*);

© 00 N O ook W N

12 D %diag(Dll,...,DNN) s L+ [LJ[} e U [UIJ};

D+ VVI(i_l)A(WI(i_U)T(SC for positiva definida);

Exercicio 6.1. Considere a matriz A tal que:

0 -1 0 0
1 -2 -1 1
A=19 ¢ 10
01 0 2

Mostre que A € wma matriz nao singular. Mostre que o Algoritmo de
Biconjugacao nao pode ser aplicado a matriz A. Mostre que o Algoritmo
de Biconjugagao em Blocos (para o tamanho de bloco igual a 2) produz

uma fatoracao da inversa de A.
Exercicio 6.2. Demonstre a Proposicao 8.

Exercicio 6.3. Demonstre a Proposi¢ao 6.1.7.
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