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Prefacio

Aplicagoes na industria petrolifera, nao raro, utilizam de simulagoes compu-
tacionais como importante ferramenta para tomadas de decisdes, auxiliando
os profissionais de engenharia de petréleo. Estes profissionais precisam di-
mensionar e demarcar possiveis campos de reservatorios de petréleo, otimizar
a posi¢ao dos pogos de injecao e extragao, tentando maximizar a produgao e
a vida 1til dos reservatorios. E de se esperar que os modelos utilizados para
a simulacao em escala industrial sejam bastante sofisticados, incorporando a
fisica dos escoamentos em subsuperficie, em meios altamente heterogéneos,
combinando a presenca de fraturas e carstes', além de diversos processos qui-
micos que ocorrem na extracao dos hidrocabonetos®. Enquanto a modelagem
precisa dos processos fisicos e quimicos envolvidos nesses escoamentos requer
alto grau de sofisticagao, os principios basicos de conservagao que os regem
sdo bastante simples, de forma que o estudante interessado na area pode
construir gradativamente o conhecimento basico necessario para compreen-
sdo desses fendmenos, para a construgdo de modelos mateméticos e para o
desenvolvimento de métodos numeéricos adequados para a solu¢ao dos mode-
los desenvolvidos. Este livro se apresenta como um guia para os primeiros
degraus desta escada de conhecimento.

Este livro é fruto de pesquisas realizadas pelo grupo de Mecénica de Flui-
dos Computacional do Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao,
da Universidade de Sao Paulo. O conhecimento contido neste livro foi lapi-
dado por diversos cursos de métodos numéricos para escoamentos de fluidos,
oferecidos a alunos de graduagao e pos-graduagao desta universidade nos ul-
timos anos. Este material é destinado a alunos em final de graduagao ou
inicio de pos-graduacao, com formagao béasica em Matematica (Aplicada ou
Industrial), Ciéncia da Computagao ou Engenharias, que pretendem se apro-
fundar no estudo de métodos numéricos, com foco nao apenas em aplicagoes
na industria petrolifera, mas em qualquer aplicagao que envolva escoamen-
tos de fluidos em meios porosos. A ideia deste livro ¢ apresentar passo a
passo, de forma mesclada, a modelagem fisica e matemética de escoamen-
tos em meios porosos, com énfase na industria de petréleo, com métodos

IFormacoes geologicas caracterizadas pela dissolugao de rochas carbonéaticas, formando
estruturas como tuneis, vazios e dolinas.

2Compostos quimicos formados por carbono e hidrogénio. Petréleo, gas natural e pa-
rafina sdo exemplos de hidrocarbonetos.

xi



xii

de discretizagao e solugdo numeérica, notadamente métodos de volumes fini-
tos conservativos, para solu¢ao dos modelos apresentados. Propusemos ao
longo do texto, exercicios tedricos e implementagoes de problemas praticos,
com o intuito fornecer as ferramentas necessarias para treinar o estudante
interessado nesta éarea.

O texto esta organizado na seguinte forma: uma introdugao ao problema
da extragao de petroleo é apresentada no Capitulo 1, seguida da apresenta-
¢ao de diversas defini¢des, nomenclatura e conceitos bésicos de escoamentos
em meios porosos no Capitulo 2. O Capitulo 3 traz uma discussao sobre
a modelagem de escoamentos monofasicos (4gua ou petroleo), baseando-se
em principios de conservagao, com discussoes sobre condi¢oes auxiliares e
adimensionalizacao. O Capitulo 4 introduz o estudante ao método de volu-
mes finitos para discretizagao do modelo de escoamento monofésico em meios
porosos, com discussoes sobre principios de consisténcia, estabilidade e con-
vergéncia dos métodos produzidos. O Capitulo 5 introduz o problema de
transporte (passivo) em meios porosos, com dedugao das leis de conservagao
hiperbolicas que modelam tais fendmenos. Finalmente no Capitulo 6, o es-
tudante é apresentado ao universo dos métodos de volumes finitos para leis
de conservagao hiperbolicas, focando-se em problemas lineares com coeficien-
tes variaveis, e aplicagbes no transporte passivo em meios porosos, incluindo
a modelagem de pocgos de injecao e produgao em reservatorios de petroleo.
Consideragoes finais s@o tragadas no Capitulo 7, concluindo o texto.

Esperamos que este material possa incentivar estudantes entusiasmados
a aprofundar seus conhecimentos nesta area tao interessante. Boa leitural

Sao Carlos, 03 de fevereiro de 2023.

Fabricio Simeoni de Sousa
Franciane Fracalossi Rocha



Capitulo 1

Introducao

Reservatorios de petroleo sao formagoes rochosas sedimentares que possuem
diversos espagos vazios entre seus graos minerais. HEsses espagos vazios for-
mam redes de poros interconectados que armazenam e permitem o escoa-
mento de fluidos derivados de hidrocarbonetos, como é o caso do petréleo. A
extragao de petroleo, que consiste na retirada desse fluido através de pogos
de produgao, é uma atividade base para vérios setores industriais. Diversos
fatores interferem nos aspectos da producao de petroleo, como por exemplo,
o tipo de rocha que compde o reservatorio e os fluidos envolvidos no esco-
amento. HEstimar caracteristicas da producdo ¢ uma importante etapa na
busca por uma utilizagao 6tima dos campos de produgao de petroleo. Nesse
contexto, as simulagoes numéricas de escoamentos em reservatorios de petro-
leo surgem como ferramentas para o auxilio no gerenciamento da produgao.
Nas proximas segoes, os principais aspectos da modelagem de reservatorios
de petroleo sao discutidos.

1.1 O problema da extracao de petroéleo

A producao de petroleo é uma atividade industrial extremamente importante
para a humanidade, tendo inimeras aplicagoes como: no setor energético,
transportes, fabricagao de plésticos, tintas, cosméticos, produtos de limpeza,
produtos farmacéuticos, eletrodomésticos, eletroportateis, entre outros. O
petroleo vem sendo explorado e comercializado desde as civilizagoes antigas.
As técnicas de extragao de petroleo evoluiram ao longo dos anos, acompa-
nhando os avangos tecnologicos e fazendo surgir diferentes mecanismos para
a extragdo do mesmo. Por exemplo, desenvolveram-se os simuladores para
fornecer previsdes quantitativas e qualitativas relacionadas a extragao do pe-
troleo, permitindo um melhor planeamento e redugao nos custos operacionais.

O problema da extragao de petroleo é um problema interdisciplinar atual
e relevante, que envolve varias areas de pesquisa como a fisica, quimica, ma-
temética, computacdo, engenharia, geologia, entre outras. Avangos e novos
desenvolvimentos em diversos topicos ainda se fazem necessarios, visando
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tanto a utilizagao otimizada dos campos existentes como a descoberta de
novos campos de petroleo. Também existe a necessidade de estudos voltados
para a quantificagado dos limites de uso sustentavel dos recursos, com o obje-
tivo de minimizar os prejuizos ambientais associados & producao de petroleo
[20].

1.2 Reservatorios de petroéleo

As rochas sedimentares sdo materiais sélidos constituidos de particulas mi-
nerais ou organicas que sao depositadas e acumuladas na superficie da Terra.
Essas rochas sdo encontradas em reservatorios formados por bacias sedimen-
tares, onde ocorreu um processo de sedimentagao em larga escala. Ao longo
de milhoes de anos, camadas de sedimentos sao criadas em dguas profundas,
aguas costeiras rasas ao longo do litoral, lagos, rios e diversos outros lugares.

Cada ambiente sedimentar possui diferentes caracteristicas em relagao a
forma e ao tipo de sedimento. Por exemplo, os arenitos sdo formados por
particulas minerais que sao perdidas de um material sélido por intemperismo
e erosao, sendo transportadas pela dgua até o local em que sao depositadas.
Ja as rochas carbonéticas sao formadas por esqueletos de organismos mari-
nhos que possuem um alto teor de calcio, como os corais. Outros exemplos
sao as rochas formadas por lama, argila e limo, que possuem pequenos poros
e capacidade limitada de transmitir fluidos, além das rochas quimicas, for-
mados por minerais que precipitam de uma solugao, como é o caso dos sais
impermedaveis que ocorrem através da evaporagao dos oceanos [33].

Em geral, as camadas sedimentares sao constituidas de areia, lama, pe-
quenas particulas de rochas, planctons, algas e outros organismos que vi-
viam na agua e morreram cobertos por lama. Esses organismos consistem
de celulose, gorduras, proteinas, agticar e muitos outros produtos formando
0 querogénio, que ao longo de milhoes de anos se transforma em petroleo e
gas natural, os quais ficam aprisionados e acumulados nessas rochas porosas,
formando os reservatorios de petroleo. O petroleo e o gas natural podem ser
aprisionados por diferentes estruturas [42], como as seguintes:

e Anticlinais: dobras produzidas devido & pressao lateral nos estratos;

e Armadilhas estratigraficas: acumulam hidrocarbonetos devido as alte-
ragoes no tipo de rocha;

e Armadilhas de falhas: sao formadas quando os estratos sao movidos
em dire¢oes opostas ao longo de uma linha, fazendo com que as rochas
permeéaveis entrem em contato com rochas impermeéveis;

e Cupulas de sal impermeéveis: sao criadas por depositos de sal.

Na estrutura dos reservatorios de petroleo existem varias camadas de dife-
rentes misturas de particulas rochosas com variagoes nos tipos minerais, teor
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Figura 1.1: Esquema ilustrando a estrutura de um reservatorio marinho profundo,
como os reservatorios do pré-sal brasileiro. Nota-se a presenga dos poros contendo
dgua e petroleo na representagao a direita.

de argila e tamanho dos graos. Também existem alterndncias de camadas
grossas e finas de material, camadas impermeéaveis, fraturas e falhas. Todas
essas variagoes interferem na movimentagao dos hidrocarbonetos que estao
confinados nas redes de poros da rocha. A figura 1.1 apresenta um esquema
ilustrando a estrutura de um reservatorio marinho profundo, como os reser-
vatorios do pré-sal brasileiro. E possivel notar a presenca dos poros contendo
agua e petroleo na representacao a direita. FExiste uma diferenga significa-
tiva nas escalas: os reservatérios possuem escala em quilémetros, enquanto
os poros da rocha sao da ordem de centenas de micréometros.

1.3 Processos de recuperacao do petréleo

Vérias técnicas para deslocar o 6leo até pogos de producao sao utilizadas
para a extragao do mesmo. O tipo natural de recuperacao de 6leo, chamado
de recuperagao primdria, consiste no deslocamento do 6leo por diferenca de
pressao. Nesse tipo de recuperagao, quando o pogo é furado gera-se uma
diferenga de pressdo que permite o 6leo fluir naturalmente para fora do re-
servatorio, veja uma ilustragao desse processo na figura 1.2. A medida que
0 6leo vai sendo produzido, a pressao no reservatorio decai gradativamente,
e, consequentemente, a taxa de produgdo. Este processo de recuperagao de
petroleo é responsavel por cerca de 15% a 30% da producao do reservatorio
[12, 18].

Para aumentar a produgao e recuperar parte do 6leo que ficou retido no
reservatorio, surgem os processos de recupera¢ao secunddria, que injetam um
fluido como agua ou gas para manter a pressao no reservatorio e as taxas de
escoamento. Nesse processo, o fluido injetado nos pogos de injegdo empurra
o0 6leo até os pogos de producao, conforme ilustragao na figura 1.3. Esse tipo
de recuperagao ¢ um dos mais utilizados atualmente devido ao baixo custo
quando comparado com outras estratégias mais complexas. No entanto, a
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Figura 1.2: Recuperagao primaria: o 6leo retido no meio poroso flui naturalmente
pelo pogo de producao por diferenga de pressao.

Figura 1.3: Recuperagao secundaria: um fluido como agua ou gas é injetado no
meio poroso para empurrar o 6leo até os pogos de produgao.

recuperagao secundaria nem sempre ¢é eficiente, por exemplo, a dgua injetada
pode varrer o reservatorio muito rapidamente e deixar parte significativa do
Oleo para tréas. Isso ocorre pois a dgua, geralmente, se move com maior faci-
lidade através do meio poroso, formando caminhos preferenciais e avancando
diretamente para os pogos de produgao. Este fendmeno é comum quando o
Oleo apresenta alta viscosidade com relagao a agua, sendo conhecido como
formagao de dedos viscosos (em inglés, viscous fingering). Cerca de 50% do
Oleo ainda é deixado no reservatério apds o processo de recuperagao secun-
daria [12, 18].

Para recuperar mais do 0Oleo residual, técnicas de recuperacao tercidria
sao aplicadas, as quais s@o processos especiais de recuperacao escolhidos para
atuarem nos pontos onde os processos anteriores falharam. Essas estratégias
envolvem efeitos quimicos e térmicos para facilitar o movimento do 6leo den-
tro do meio poroso [12, 18]. Por exemplo, a inje¢ao de um solvente (dioxido
de carbono, nitrogénio ou o proprio gis natural produzido no pogo) ou sur-
factante que se misture ao 6leo e faga-o fluir mais facilmente. Outra possi-
bilidade é a adigdo de polimeros & agua para aumentar a sua viscosidade e
alcangar uma mobilidade proxima a do 6leo, evitando-se assim que a mesma
percorra caminhos preferenciais rapidamente. Também ¢é possivel aumentar
a mobilidade do 6leo através da injegao de vapor ou algum outro método ter-
mal que diminua a viscosidade do mesmo. A figura 1.4 apresenta esquemas
exemplificando algumas das estratégias utilizadas na recuperagao terciéria.
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Polimerof¥ Vapor de agua

Figura 1.4: Recuperagao terciaria: efeitos quimicos e termais como a inje¢ao de
solventes, polimeros ou vapor de agua sao utilizados para facilitar o movimento do
Oleo até os pogos produtores.

Existem ainda outros métodos e mecanismos menos convencionais tais como
a injecao de microorganismos, que através de processos biologicos produzem
substancias que ajudam a aumentar a mobilidade do 6leo, e o uso de on-
das eletromagnéticas para aquecer o reservatorio, também com o objetivo de
aumentar a mobilidade do oleo [17].

As tecnologias desenvolvidas para aumentar a quantidade de 6leo produ-
zido, e consequentemente, aumentar a vida produtiva do reservatério, con-
sideram os diferentes métodos de recuperagao e também a combinagao de
mais de um desses processos. Basicamente as fases da vida de um campo de
petroleo consistem na descoberta, projeto exploratorio, declaragao de comer-
cialidade, operacao e abandono, sendo que a fase de operac¢ao ou producao
pode ser composta por uma, duas, ou as trés etapas de recuperagao discutidas
acima. Um gerenciamento baseado em aspectos técnicos e econémicos pode
possibilitar o aumento da vida ttil de um reservatério através da aplicagao
das técnicas mais adequadas para cada estagio da produgao. Neste contexto,
os simuladores utilizados para fazer previsdes da produ¢ao sao fundamentais.

1.4 Simulagao de reservatoérios de petroéleo

Os diferentes métodos de recuperagao sao considerados por diversos simula-
dores de escoamentos em meios porosos para estimar aspectos da produgao
de petroleo. O objetivo da simulagdo é o entendimento dos complexos pro-
cessos quimicos, fisicos e de escoamentos de fluidos que ocorrem dentro do
reservatorio [37]. Tais simulagbes complementam as observagoes de campo,
testes de laboratorio, testes em pogos e modelos analiticos, sendo utilizadas
para estimar caracteristicas de produgao, calibrar parametros de reservato-
rios, identificar padrdes nos escoamentos, etc. Existem diferentes técnicas
que sao utilizadas para simular tais processos, as quais compreendem mode-
los geologicos, fisicos, matematicos, computacionais, entre outros [3].

A simulagdo numeérica é essencial para a obtengao de previsoes acuradas
sobre a performance do reservatério de petroleo [11]. Apo6s uma etapa de
modelagem, onde é feita a caracterizagao do meio poroso, os simuladores
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Figura 1.5: Etapas de modelagem e simulagdo de um reservatorio de petroleo.
Tem-se inicialmente apenas informagoes geologicas do reservatorio, as quais sao
modeladas numericamente e em seguidas utilizadas por simuladores para gerar in-
formagoes sobre a produgao do petroleo.

sao alimentados com os dados obtidos e fornecem importantes estimativas
sobre o escoamento, como por exemplo, as curvas de produgao [41]. O es-
quema mostrado na figura 1.5 fornece uma ideia da importancia das etapas de
modelagem e simulagao de um reservatério de petréleo. Tem-se inicialmente
apenas informagoes geologicas do reservatorio, as quais sao modeladas nume-
ricamente e, em seguida, utilizadas por simuladores para gerar informagoes
sobre a producao do petréleo.

A caracterizagdo do reservatorio pode ser feita de diferentes maneiras,
por exemplo, através de modelos baseados na analise da sismica. Neste caso,
sao feitos estudos de dados geofisicos e geologicos das bacias sedimentares
através de ondas acusticas ou elasticas produzidas artificialmente, seguindo
as etapas de

e Aquisicao sismica: as ondas aciisticas ou elasticas sao geradas e propa-
gadas na sub-superficie, sendo refletidas nas interfaces das camadas e
registradas em receptores posicionados na superficie;

e Processamento sismico: os dados obtidos passam por intmeros trata-
mentos com a finalidade de gerar imagens da sub-superficie;

e Interpretacgao sismica: os atributos sismicos do meio sao obtidos, per-
mitindo a caracterizagao do reservatorio.

Enquanto os reservatorios de petroleo possuem escala em quilometros, os
poros da rocha sao da ordem de centenas de micrometros. Levar em conta
essa diferenca nas escalas é um desafio para a simulagao de reservatorios em
meios heterogéneos, principalmente quando se trata de reservatorios grandes
como, por exemplo, os descobertos no pré-sal brasileiro. Simular reservatorios
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como esses, com resolugao razoavel, leva a problemas computacionais gigan-
tes que atingem facilmente a ordem de bilhoes de células computacionais.
Além das condigdes computacionais, outra dificuldade enfrentada na simula-
¢ao de reservatorios é a obtencao de uma caracterizacao precisa e completa
dos parametros da rocha que influenciam no escoamento. O conhecimento
sobre o modelo geologico do reservatério e as principais propriedades dos
fluidos envolvidos no escoamento é essencial para o manejo dos dados que
alimentam os simuladores [1]. Os simuladores, por sua vez, devem fazer uso
de métodos numéricos inovadores, capazes de tirar proveito de arquiteturas
de ultima geragao do tipo multicore na simulagao eficiente de reservatorios
de grande porte. Existe, portanto, uma necessidade constante de desenvol-
vimentos nesta area, buscando métodos avangados que combinem precisao,
estabilidade e desempenho, além de uma gestao de dados eficaz.

As técnicas desenvolvidas para a simulagao de reservatorios de petroleo
também podem ser aplicadas para resolver outros modelos como os reserva-
torios subterraneos de dgua [45], visando o uso e gerenciamento sustentével
dos mesmos. Por exemplo, esta modelagem pode ser utilizada para o mo-
nitoramento do espalhamento de contaminantes em aquiferos subterréneos.
Outra necessidade essencial para a manutengao sustentavel da atividade hu-
mana que pode se beneficiar dessas técnicas é a redugdo na emissao dos gases
do efeito estufa. Nesse sentido, o desafio é o estudo sobre o sequestro do gés
carbonico em meios porosos como o solo. Além disso, a modelagem utilizada
para reservatorios de petréleo também pode ser ttil na simulacao de outros
tipos de meios porosos, como por exemplo tecidos biologicos, plantas, filtros,
células de combustivel, concreto, etc.

1.5 Exercicios

1. Faga uma pesquisa sobre quanto tempo, em média, demora cada fase
da vida de um campo de petroleo (descoberta, projeto exploratorio,
declaragao de comercialidade, operagao e abandono) no Brasil.

2. Liste as principais questoes que um modelo computacional para a si-
mulagao de reservatorios de petroleo deve ser capaz de responder.
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Capitulo 2

Meilos Porosos

Cada ambiente sedimentar possui diferentes caracteristicas em relagdo a
forma e ao tipo de sedimento, o que influencia diretamente no movimento
dos fluidos dentro do meio poroso. Para modelar escoamentos em rochas
sedimentares é necessario descrever a geometria e as propriedades fisicas das
rochas e dos fluidos envolvidos [1]. As propriedades da rocha refletem a capa-
cidade que a mesma tem em transmitir e acumular fluidos em seus poros. Ja
as propriedades dos fluidos sdo aquelas que geralmente dependem da pressao
do reservatorio, como as massas especificas, viscosidades e compressibilidade.
Neste capitulo as referidas propriedades sao discutidas juntamente com al-
guns conceitos bésicos na modelagem de meios porosos.

2.1 Definigao de meio poroso

Um meio poroso é caracterizado por sua porosidade, que consiste na habili-
dade de armazenar fluidos, sendo determinada pela fragao do volume de poros
(volume vazio da formagao). Outra propriedade importante na modelagem
de meios porosos é a permeabilidade, que representa a capacidade do meio
poroso em transmitir fluidos. A seguir essas propriedades sao detalhadas.

2.1.1 DPorosidade

A porosidade ¢ de um meio é a fragdo do volume que é ocupada por espagos
vazios, isto é

v

6= (21)

onde V,, & o volume de vazios da rocha e V; é o volume total da mesma [41].
Portanto, a porosidade é uma grandeza adimensional que assume valores
entre 0 e 1, sendo que 1 — ¢ representa a fracao do reservatorio que é ocupada
pela rocha.

Os espagos vazios sao divididos em duas partes: poros interconectados,
onde ha escoamento, e poros desconectados. A fracao de espagos vazios que

sao interconectados é chamada de porosidade efetiva. A porosidade é medida
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geralmente em laboratorio a partir de pequenas amostras de rocha. O valor
da porosidade do reservatorio é entao estimado estatisticamente a partir dos
resultados de analises de uma grande quantidade de amostras.

Quando os sedimentos sdo depositados na agua, eles tem porosidade de
aproximadamente 0.5. Entretanto, a medida que eles vao sendo enterrados,
os minerais depositados, e a agua saindo, os espagos entre os sedimentos
diminuem consolidando-os como rochas. Quanto mais compacto for o meio
poroso, menor ¢é sua porosidade. Graos com tamanhos nao uniformes impli-
cam em menor porosidade, pois os graos menores ocupam os poros formados
por graos maiores. Por outro lado, rochas com graos uniformes tem maior
porosidade. Arenito e calcario tem porosidade de 0.05 a 0.5, sendo que a
porosidade do arenito depende principalmente do processo de sedimentacao
com que a rocha foi formada, enquanto que a porosidade do calcario depende
das mudancas que ocorrem apoés o depoésito de sedimentos.

Meios incompressiveis tem porosidade estatica, enquanto que rochas com-
pressiveis possuem porosidade dinamica. No caso compressivel, a porosidade
das rochas depende da pressao do reservatorio devido a compressibilidade ¢;.,
a qual relaciona a variacao de volume com a variagdo de pressao p em um
meio poroso:

. 1do  dln(e)

" gdp dp
Considerando-se uma compressibilidade constante, e integrando a equacao
acima temos

(2.2)

$(p) = Goe PP, (2.3)

onde py ¢ uma pressdo de referéncia para a qual a porosidade é ¢g [17].
Usando expansao em séries de Taylor em (2.3) temos

o) = | Lhetp-p)+ gdo-mP e @)

Normalmente assume-se a aproximagao linear:
o(p) ~ do[1 + ¢ (p—po)]. (2.5)

2.1.2 Permeabilidade

A permeabilidade representa a habilidade do meio poroso em transmitir flui-
dos através dos seus poros interconectados. E um parametro definido em
fungao do fluxo para medir a capacidade de transmissao do fluido quando o
meio poroso estéa completamente saturado com o mesmo. Quando existe um
unico fluido no meio poroso, esta propriedade recebe o nome de permeabili-
dade absoluta.

Em termos das equagoes que modelam escoamentos em meios porosos, a
permeabilidade é um fator de proporcionalidade entre a taxa de escoamento
e a pressdo. Sua unidade no Sistema Internacional de Unidades (SI) é m?,
sendo mais comumente expressa em unidade de Darcy (D) ou mili-Darcy
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(mD), onde 1D ~ 0.987 x 10~ *2m?. Tipicamente, reservatorios tem perme-
abilidade variando de 0.1mD a 20D para liquidos e menos de 10mD para
gases.

Rochas com poros grandes e bem conectados resultam em uma permea-
bilidade alta, como é o caso dos arenitos. Por outro lado, rochas com poros
menores e nao tao conectados possuem baixa permeabilidade e sdo conheci-
das como rochas impermeaveis. Normalmente a permeabilidade é altamente
heterogénea devido as diferentes particulas existentes numa rocha, grau de
cimentagao e transicao entre diferentes formagoes rochosas. Portanto, em
locais proximos pode haver uma grande variagao na permeabilidade.

Geralmente denotada por K, a permeabilidade ¢ dada por um tensor
simétrico positivo definido

K= Ky Ky Ky |, (2.6)
sz sz Kzz

onde os termos da diagonal representam como a vazao em uma dire¢do axial
depende do gradiente de pressao na mesma dire¢ao, e os demais termos mos-
tram a dependéncia entre a vazao em uma diregao axial e o gradiente de
pressdo em diregoes perpendiculares [18]. Se a permeabilidade é isotropica,
entdo K se torna um escalar. Quando K ¢é espacialemnete constante, tem-se
um meio homogéneo, caso contrario o meio poroso é heterogéneo. Na maioria
dos usos em simulagoes de reservatérios de petroleo assume-se K como sendo
diagonal.

2.2 Introducao a fisica de um meio poroso

Em geral, dgua, 6leo e gas existem simultaneamente em um reservatorio de
petroleo e deslocam-se por diferentes processos [11]. A seguir destacamos os
principais tipos de deslocamentos que ocorrem dentro de um reservatorio.

e Embebicdo: Um deslocamento por embebigdo ocorre quando a fase
molhante aumenta. Por exemplo, em um meio poroso com agua, a
embebigao fard com que a agua desloque o 6leo.

e Drenagem: Um processo de deslocamento por drenagem ocorre quando
a fase nao molhante aumenta. Por exemplo, em um meio poroso com
agua, a drenagem fara com que o 6leo desloque a agua.

e Embebicdo espontianea: Um processo de embebigdo espontaneo ocorre
quando uma fase molhante invade um meio poroso sob a acao de forgas
superficiais e auséncia de qualquer outra forga externa.

e Métodos de recuperagao de 6leo: Os métodos de recuperagao de 6leo
incluem os processos de recuperagao primaria, secundaria e terciaria
vistos anteriormente.
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Independentemente do processo de deslocamento, é esperado que um reser-
vatorio em operagao produza o6leo, gés natural e agua.

2.2.1 Propriedades dos fluidos

As propriedades dos fluidos presentes em um reservatoério devem ser conside-
radas para o entendimento do comportamento do escoamento. Geralmente
uma amostra representativa do reservatorio é retirada e as propriedades dos
fluidos sa@o medidas em laboratério. Quando dados de laboratério nao estao
disponiveis, formulas empiricas sao utilizadas para descrever as propriedades
dos fluidos. A seguir, as defini¢oes de compressibilidade e viscosidade de
fluidos sao introduzidas.

Compressibilidade

A compressibilidade (cf)! relaciona a variagdo do volume (V') ou massa es-
pecifica (p) com a variagdo de pressao p:

10V 10
ep=—=2| =29 (2.7)
Voplr poplr
em uma temperatura T fixa. Integrando-se a equagao acima temos
p = poest P, (2.8)

onde pp é uma pressao de referéncia para a qual a massa especifica é pg [11].
Usando expansao em séries de Taylor temos

1
P=,00[1+Cf(p—Po)+§C§(P—P0)2+"']7 (2.9)

e pode-se obter a aproximagao

p~poll+cs(p—po)l- (2.10)

A expressao acima também pode ser utilizada para descrever a relagao
entre a compressibilidade e densidade da rocha. Para o caso de gases, a lei
dos gases, que relaciona pressao, volume e temperatura, pode ser utilizada:

pV =nRTZ, (2.11)

onde p é a pressao, V é o volume, n é o nimero de mols, R é a constante
universal dos gases (R ~ 8,3144 nas unidades do SI), T' ¢ a temperatura e Z
é o fator de compressibilidade do gas. Note que um gas tende a se comportar
como ideal quando Z ~ 1. A equagdo (2.11) pode ainda ser expressa em

!Formalmente, a compressibilidade ¢ uma propriedade do escoamento, e niao do fluido.
Assim a propriedade ¢y associada a um fluido deve ser entendida como um parametro para
caracterizar o escoamento daquele fluido.
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termos da massa especifica, para isto basta multiplicar o niimero de mols por
volume pelo peso molecular W, obtendo-se assim:

pW
= . 2.12
P=7T7 (2.12)
Portanto, utilizando a equagdo (2.12) em (2.7) tem-se:
1 107
(2.13)

Os escoamentos presentes no reservatorio podem ser classificados como
incompressiveis, levemente compressiveis ou compressiveis. Um escoamento
incompressivel possui compressibilidade zero, o que implica uma massa espe-
cifica constante independentemente da pressao. Um escoamento levemente
compressivel possui uma compressibilidade baixa e constante, tendo a sua
massa especifica variando linearmente com a pressao. Um escoamento com-
pressivel, por sua vez, possui compressibilidade alta e sua massa especifica
cresce com a pressao, tendendo a se estabilizar em altas pressoes. Em modela-
gens de escoamentos multifésicos em reservatorios de petroleo, o escoamento
da agua é tratado como incompressivel e o do gés é considerado compressivel.
Ja o do 6leo é considerado levemente compressivel quando a pressao do re-
servatorio é maior que a pressao de ponto de bolha, e compressivel quando a
pressao do reservatorio é menor que a pressao de ponto de bolha. A pressao
de ponto de bolha é a pressao em que a primeira bolha de gas é liberada
do 6leo. Ou seja, para uma pressao acima do ponto de bolha o 6leo esta
insaturado e possui gas dissolvido que pode ser liberado, enquanto que para
uma pressao abaixo do ponto de bolha o 6leo estd completamente saturado
com géas.

Viscosidade

A viscosidade ¢ a medida da resisténcia de um fluido ao préprio escoamento.
Os gases, que possuem moléculas distanciadas, apresentam baixa resisténcia
ao escoamento e portanto, baixa viscosidade. Por outro lado, fluidos mais
densos apresentam alta resisténcia ao escoamento, e consequentemente alta
viscosidade.

E possivel medir a variacao da viscosidade com relacao a pressao do reser-
vatorio considerando o efeito da pressao nas massas especificas dos fluidos.
Por exemplo, o escoamento da agua é incompressivel e, portanto, quando
a pressao aumenta a viscosidade da dgua nao varia. Ja o escoamento do
gis é compressivel e sua viscosidade é baixa quando a pressao é baixa, au-
mentando quando a pressao aumenta, mas tendendo ao equilibrio em altas
pressoes. Para o caso do oleo, a relagao entre a pressao do reservatorio e a
viscosidade deve considerar que o 6leo pode transferir massa para a fase gas.
Quando a pressao ¢ maior que a pressao de ponto de bolha, a massa especifica
do 6leo diminui com a queda de pressao, fazendo com que a viscosidade do
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oleo decresga a medida que a pressao cai. No caso da pressao no reservatorio
ser menor que a pressao do ponto de bolha, ocorre a vaporizagdo na mistura
a medida que a pressao diminui, ou seja, o gas diluido no 6leo se desenvolve
e forma bolhas de gas em expansao, deixando o 6leo menos diluido e cau-
sando o encolhimento progressivo do mesmo devido a transferéncia de massa
para a fase gasosa. Ao mesmo tempo, ocorre uma expansao do 6leo e do
gas, no entanto, o efeito da liberagdo de gas é dominante e responsavel por
um aumento significativo na viscosidade do 6leo & medida que a pressao do
reservatorio cai.

O conhecimento sobre a relagao entre as viscosidades dos fluidos envolvi-
dos no escoamento é extremamente importante para a tomada de decisoes.
Por exemplo, como vimos anteriormente, os processos de recuperagao secun-
daria apresentam dificuldades quando o 6leo possui alta viscosidade, pois o
mesmo permite a formagao de dedos viscosos que facilitam o avango de flui-
dos menos viscosos para os pogos de produgdo. Nesse caso, os processos de
recuperagao terciaria sdo alternativas a serem consideradas para facilitar o
movimento do 6leo, os quais procuram deixar mais proximas as mobilidades
dos fluidos envolvidos no escoamento, seja diminuindo a viscosidade do 6leo
ou aumentando a viscosidade dos outros fluidos.

2.3 Principios de homogeneizacao e upscaling

Existe uma diferenga significativa nas escalas envolvidas nos problemas de
extragao de petroleo. Os reservatorios possuem escala em quilometros, en-
quanto que os poros da rocha sao da ordem de centenas de micrémetros.
Simulagoes de reservatorios raramente sao feitas diretamente no nivel de re-
solugdo dos pardmetros geofisicos. Utiliza-se, em vez disso, algum tipo de
upscaling ou homogeneizacao, onde é feito um processo de propagacao de
propriedades e parametros de um modelo de uma determinada resolucao
para um modelo de resolucao inferior [13]. Vale ressaltar que a malha com-
putacional utilizada na simulagao deve ter resolugao igual ou superior do que
a malha geoldgica, na qual os parametros sao representados.

Ao aplicar as técnicas de upscaling, diferentes escalas de malha geologica
sao introduzidas para conseguir levar em conta a heterogeneidade do meio.
Neste processo, regioes heterogéneas de um modelo detalhado de reservatorio
sao substituidas por regioes homogéneas, gerando um modelo mais grosso do
mesmo reservatorio [21]. O novo modelo deve ser equivalente ao anterior,
porém com muito menos parametros. As propriedades efetivas das novas
regides homogéneas sao definidas de modo que preservem os efeitos das va-
riagoes em pequena escala em um sentido médio. Na figura 2.1 temos uma
representagao do upscaling das propriedades petrofisicas, sendo que a perme-
abilidade absoluta foi a propriedade considerada. A forma como essa média
deve ser calculada depende do tipo de propriedade a ser ampliada.

A tarefa de aplicar upscaling nao € trivial e constitui uma das areas de pes-
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Figura 2.1: Upscaling das propriedades petrofisicas, sendo que a permeabilidade
absoluta foi a propriedade considerada.

quisa mais ativas na industria de petroleo [2]. Representar sistematicamente
a heterogeneidade de uma escala fina e detalhada do reservatério requer mé-
todos matematicos especializados [48]. Além disso, preservar a geometria dos
modelos geologicos complexos fornecidos na caracterizacao do reservatorio é
um grande desafio. Como esses procedimentos de média nao consideram o
acoplamento além do dominio local, eles também possuem dificuldades em
levar em consideragao o efeito das correlagdes de longo alcance e padroes de
escoamento em grande escala no reservatorio. Nesse sentido, técnicas que
utilizam algum tipo de informacao global sao recomendadas para preservar
as tendéncias de escala global e as estruturas de heterogeneidade de escala
fina [9, 10, 26, 46].

Na modelagem multiescala para rochas permeaveis podemos destacar os
seguintes modelos:

e Modelos microscopicos: usados para determinar a porosidade, permea-
bilidade, propriedades elétricas e elasticas das rochas através de estudos
de amostras usando microscopio eletrénico com resolu¢ao de micréome-
tros ou imagens geradas por tomografia (CT-scans).

e Modelos mesoscopicos: fazem upscaling das propriedades bésicas da
rocha para uma escala intermediaria (ordem de milimetros e centime-
tros), representando uma média do escoamento na escala do poro.

e Modelos macroscopicos: representam a geologia do reservatorio no nivel
de detalhe necessario para a simulacao. Dados sobre a geometria e a
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Porosidade

Figura 2.2: Escolha de um REV considerando a propriedade de porosidade, a qual
vale um na parte correspondente a um poro e zero na parte correspondente a rocha.

distribuigao das propriedades petrofisicas sao utilizados numa descri¢ao
volumétrica que decompode o reservatorio num conjunto de células.

Cada modelo representa diferentes aplicagoes no estudo de escoamentos mul-
tifasicos em meios porosos.

2.4 Volumes elementares representativos

Considerando que as propriedades do fluxo petrofisico sdo constantes em
alguns intervalos de escala, é possivel destacar volumes representativos. Os
Volumes Elementares Representativos, do inglés Representative Elementary
Volumes (REVs), sdo os menores volumes sobre os quais uma medida pode
ser feita para representar o todo [5]. Tais volumes encontram-se entre a escala
dos poros da rocha (de 1076 & 1072 metros) e a escala de Darcy (tipicamente
entre 1072 e 10! metros). Isso significa que o tamanho de um REV varia
entre milimetros cubicos e centimetros ctbicos [36]. Na figura 2.2 temos
uma ilustracao de como escolhe-se um REV considerando a propriedade de
porosidade, a qual vale um na parte correspondente a um poro e zero na
parte correspondente a rocha. Note que o REV é definido onde a propriedade
considerada torna-se constante.

2.5 A lei de Darcy

O fluxo fisico de 4gua em um filtro vertical de areia foi estudado, experimen-
talmente, por Henry Darcy em 1856 [15]. O filtro de areia foi inicialmente
preenchido com agua, sendo as taxas de fluxo de entrada e saida iguais e
os parametros hidraulicos de entrada e saida medidos com manoémetros de
coluna de mercirio, veja a ilustragao do conceito utilizado na figura 2.3.
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Figura 2.3: Conceito utilizado experimentalmente por Darcy.

A altura hidraulica em rela¢ao a um valor fixo z é dada por

h=-L 42 (2.14)

Py
onde p é a pressao da agua, p é a massa especifica da dgua e g é a magnitude
da aceleragao da gravidade. Com a agua fluindo no meio poroso, Darcy
mostrou que para o mesmo filtro de areia a taxa de fluxo ) é proporcional
a area da secdo transversal A e a diferenca na altura hidraulica hy — hy,
e inversamente proporcional ao tamanho do tanque L. Matematicamente

temos:
Q_\ Ju—hy,

é
A L ’
onde € ¢é o vetor direcao do escoamento e k é a condutividade hidraulica, que

(2.15)

K
para o esquema considerado é dada por k = P9

, sendo p é a viscosidade
do fluido e K é a permeabilidade absoluta do meio.

O fluxo de Darcy u = Q ao longo do filtro de areia representa o volume

total de fluido pela area total por tempo, sendo também é conhecido como
velocidade de Darcy. No entanto, como apenas uma fracao da érea da segao
transversal é considerada para o fluxo devido a presenga dos graos de areia, u
é uma velocidade macroscopica média dos fluxos microscopicos que ocorrem
dentro de REVs, dada por
Q_\ Ju—h.  _ pgK

pgK (17 > K
u=—=k Vh = Vi-——+z)=—-——(Vp—pgV2),
A L Iz jz pg u( paVz)
(2.16)
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—

Figura 2.4: Representagao para a velocidade dada pela Lei de Darcy em um REV.
A velocidade é composta pela média dos fluxos que ocorrem dentro do REV.

onde z é a profundidade. A equagdo anterior é conhecida como Lei de Darcy
e representa a conservagao de quantidade de movimento, na qual duas forgas
governam o fluxo: a pressao e a gravidade. O fluxo dado pela Lei de Darcy é
estudado na escala de Darcy e é composto por médias dos fluxos que ocorrem
dentro dos REVs. Na figura 2.4 temos uma representacao para a velocidade
meédia dada pela Lei de Darcy em um REV.

2.6 Exercicios

1. De acordo com as defini¢goes apresentadas, é possivel identificar uma
correlag@o entre porosidade e permeabilidade? Explique.

2. Encontre uma expressao para a densidade da rocha p,., sabendo que a
compressibilidade da mesma é dada por

. _ 1 ap
" proplT



Capitulo 3

Modelagem de escoamentos
monofasicos em meios porosos

Escoamentos monofasicos em meios porosos sao induzidos devido & aplica¢ao
de presséo ou fluxo no dominio saturado por apenas um fluido [12]. Os
principios fundamentais que descrevem este tipo de escoamento refletem a
conservagao de massa e a relagdo entre pressao e velocidade em um meio
poroso, que é dada pela Lei de Darcy [18]. Neste capitulo apresentamos
como o escoamento monofésico em meios porosos ¢ modelado.

3.1 Equacoes gerais para escoamentos monofasicos

O escoamento de um fluido em um meio poroso é o fluxo que ocorre nos
espagos vazios interconectados do reservatoério. As equagbes que modelam
esse fenomeno consideram as propriedades do fluido e as caracteristicas do
meio poroso [33].

Se considerarmos um volume elementar representativo V', a conservagao
de massa do fluido implica que a massa acumulada em V deve ser igual a
taxa de fluxo pelas bordas de V' mais a quantidade de massa injetada em V',

ou seja
0
—f d)pdx—}—f pu-nds = jqu . (3.1)
ot Jy ov v
—_—
Massa em V' Fluxo pelas bordas Massa injetada

Aplicando-se o teorema da divergéncia temos

% fv op dx + fv V- (pu)dx = fv q dx (3.2)

A

0 . - .
e alternando — com a integracao espacial podemos escrever

ot
Jv (%((ﬁp) V- (pu)> dx = Jv q dx. (3.3)
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Como a equagao (3.3) vale para qualquer volume elementar V', obtém-se a

equacgao diferencial parcial

%(ép) + V- (pu) =q. (3.4)

Escrevendo a Lei de Darcy em (3.4), obtemos a seguinte equagao diferencial
parcial com incognitas p e p:

0 pK
5 (9P) =V (7(% - ngZ)> =q, (3.5)
que através da regra do produto pode ser escrita como
%, 0 g (PE g, _
da tra =V ( h (Vp ngZ)> =q, (3.6)
ou seja,
dp Op 0¢ Op pK B

Utilizando as relagoes entre pressao e porosidade, e pressao e massa especifica,
dadas respectivamente pelas equagoes (2.2) e (2.7), temos

op op pK B
Ppey oy + poena =V ( m (Vp—pgVz) | =g, (3.8)
ou, equivalentemente,
0 K
paﬁCtalZ -V (%(Vp - ngZ)) =q, (3.9)

onde ¢; = ¢y + ¢, representa a compressibilidade total.

Note que a equagao (3.9) é nao linear, pois p e ¢; podem depender de
p. No entanto, essas variaveis podem ser expressas de maneira explicita ou
implicita como uma fun¢do da pressao [18]. A seguir apresentamos alguns
casos especiais para a equagao (3.9), os quais produzem diferentes tipos de
escoamentos monofasicos [12].

3.1.1 Escoamento incompressivel

Quando a rocha e o fluido sdo incompressiveis, p e ¢ sao independentes de
p, e portanto ¢; = 0. Com isso, temos que a equagao (3.9) torna-se uma
equagao eliptica com coeficientes variaveis:

K
-V <%(Vp — ngz)) =q. (3.10)
Introduzindo o potencial do fluido ® = p — pgz, temos uma equagao de
Poisson dada por
K
~v. (p—vq>> =g (3.11)
1

ou ainda uma equacgao de Laplace para os casos em que o termo fonte é nulo:

~-V. (%V(b) —0. (3.12)
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3.1.2 Compressibilidade constante

Se a compressibilidade do fluido é constante e independente da pressao, po-
demos considerar que a porosidade do meio e a viscosidade do fluido nao
dependem da pressdo. Além disso, da equagao (2.7), temos que

1
Vp=—Vp, (3.13)
pecy
permitindo escrever a equagao (3.5) em fungao da massa especifica
op 1 9
— ——V - (K(Vp— Vz)) =q. 3.14
o= s (K(Vp—cpp*gVz)) = q (3.14)

A equacgdo acima é uma equagao parabolica, que no caso particular em que
nao existem efeitos gravitacionais e de termos fonte, transforma-se numa
equacgao linear para a massa especifica do fluido, similar & equacao do calor
com coeficientes varidveis:

o — Lv (KVp). (3.15)

A

ot oucy

3.1.3 Escoamento levemente compressivel

Quando a compressibilidade do fluido é pequena, pode-se assumir que a po-
rosidade depende apenas de x e que p é constante, entdo a equagao (3.9)
pode ser reescrita como

pocr st = (0¥ - (VD) + (KVp) - Vp) + 2V - (P V=) =g (310)

De (3.13) temos que Vp = pcrVp. Usando essa relagao, e desprezando os
efeitos gravitacionais e de termos fonte por simplificagao, temos

0
pd}ctai; = g(v - (KVp)+csVp- (KVp)). (3.17)

Quando ¢ ¢ suficientemente pequeno, tem-se que ¢y Vp-(KVp) « V- (K Vp),
e assim, o termo ¢fVp - (K'Vp) pode ser negligenciado, resultando em uma
equagdo linear para a pressao do fluido, similar a equagao (3.15)

op 1
= = (K . 1
o ¢uctv (K'Vp) (3.18)
Se o fluido ¢ um gés ideal temos que
pW
== 1
P="Tp (3.19)

e, como visto na equacao (2.13), ¢y = 1/p. Considerando que os efeitos da
gravidade sao insignificantes para os gases, e assumindo que ¢ é uma funcao
apenas de x e ¢ = 0, a equagao (3.9) pode ser escrita como:

pW 1dp .<pWK )

——Vp (3.20)
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resultando em p 1

D
— = —V . (pKV 3.21
ot on (pKVp), (3.21)

que é equivalente & seguinte expressao simplificada:
op* 1 2
- = V.- (KVp7). 3.22
ot oucy ( p ) ( )

3.1.4 Condigoes auxiliares

Para completar as equagoes diferenciais parciais que modelam escoamentos
monoféasicos em meios porosos sao necessarias condigoes de contorno, sendo
também requerida uma condigao inicial nos casos das equagoes de natureza
parabolica [33].

E comum nas simulacbes de reservatérios considerar um sistema fechado,
isto é, sem escoamento nas bordas externas, modelada por uma condi¢ao de
fluxo nulo, ou seja, uma condi¢ao de contorno de Neumann homogénea:

u-n=0 em 0, (3.23)

onde 082, representa as partes da borda do dominio €2 que recebem condigoes
de contorno do tipo Neumann. Nesse caso 0§, = 0f).

Também é comum que parte do reservatorio esteja em contato com um
grande sistema aquifero, cuja pressao é conhecida e pode ser modelada em
termos de uma condi¢ao de contorno de Dirichlet:

p(x) =p, em 09, (3.24)

onde 0f2, representa as partes da borda do dominio que recebem condig¢oes
de contorno do tipo Dirichlet e p, é o valor da condi¢ao de contorno.
Alternativamente, partes da borda podem ter fluxo de entrada prescrito,
modelado em termos de uma condigao de contorno de Neumann nao homo-
génea:
u-n=u, em oSy, (3.25)

onde up é o valor da condigao de contorno.

A borda do dominio pode ser dividida entre condi¢oes de Neumann e
Dirichlet, desde que 092 = 09, U 0, e 092, N 0Q, = &. Considerando, por
exemplo, um dominio bidimensional = [0, L,] x [0, Ly], é comum impor
condig¢oes chamadas de tipo slab: 0 = 0, U 0o U 0204, onde

Qin ={(0,y) : y € [0, Ly}
aQno={(xv )e( )xe[()?LﬂC]}
aQout = {(Lmvy) Yy e [0 L ]}

sendo impostas as condi¢ées de contorno:

e Fluxo imposto u - n = uy, na borda de entrada 02, (esquerda);
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IL L IL T Produgao
@ @
—@— @—
@
>
Injecdo
@ Injetor ® Produtor

O A quarter of the five-spot
(a) Reservatorio. (b) Dominio .

Figura 3.1: Configuracdo do dominio do tipo a quarter of the five spot.

e Nenhum fluxo u-n = 0 nas bordas superior e inferior 0§2,,,;
e Pressdo imposta p = pp na borda de saida 0€Q,; (direita).

No caso das equagoes parabolicas é necessaria também a especificagao
de uma condigao inicial para a pressao, sendo tipicamente utilizada uma
distribui¢ao hidrostatica, como a dada por uma coluna de gravidade que é
governada por uma equagao diferencial ordinaria do tipo

% = —pg, p(20) = po- (3.26)
Outro exemplo classico de modelagem utilizada em aplicac¢oes de reserva-
torios de petroleo é o chamado modelo five-spot, que considera uma configu-
ragao com pogos de injecao e pogos de producao intercalados, como ilustrado
na figura 3.1a. Uma porgao do reservatoério contendo exatamente um pogo
injetor e um pogo produtor é denominada a quarter of the five spot. Essa
porgao do reservatorio é definida como o dominio €2, onde a inje¢ao e produ-
¢ao sao induzidas através de um termo fonte ¢ aplicado em células localizadas
nos extremos de €2 de acordo com o esquema apresentado na figura 3.1b.
Para um dominio do tipo a quarter of the five spot, considera-se condigdes
de contorno homogéneas de Neumann, isto &, Q0 = 09, e up = 0, e o termo
fonte vale:

¢ no pogo de injegao
q=1< —¢ no pogo de produgio (3.27)
0 no restante do dominio.

Devido a este problema ter apenas condigbes de contorno de Neumann, ele
admite infinitas solugdes, portanto a pressao deve ser especificada em algum
ponto do dominio para remover essa indeterminagao.
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3.2 Unidades de medida

Nesta se¢ao descrevemos as unidades de medida para as varidveis utilizadas
em escoamentos monofésicos e a relacao entre elas através das equagoes go-
vernantes. A tabela 3.1 apresenta cada parametro e seus respectivos simbolos
e unidades no SI.

Parametro Simbolo  Unidade no SI
Tempo t S
Comprimento L, x, y, z m
Porosidade 10} -
Massa especifica P kg/m3
Permeabilidade K m?
Viscosidade 1 Pa-s
Compressibilidade cr, Cr,y G Pa!
Aceleragao da gravidade g m/s?
Profundidade z m
Pressao P Pa
Velocidade u m/s
Taxa de fluxo q kg/m?3 - s

Tabela 3.1: Parametros, simbolos e unidades de medida no ST que sao utilizados
em escoamentos monofésicos.

Na pratica, varias unidades de medida utilizadas na simulagao de re-
servatorios nao sao dadas no SI e, portanto, conversoes sao frequentemente
requeridas [11]. Por exemplo, a permeabilidade geralmente é expressa em
Darcy ou mili-Darcy, o tempo em dias, a pressao pode ser encontrada em psi
(1psi ~ 6894, 7573Pa) e a viscosidade em centipoise (1cP = 0.001Pa - s).

O sistema de equagdes governantes para escoamentos monofasicos consi-
dera as equagoes (3.4) e (2.16), juntamente com condigdes de contorno, como
segue:

0
5 (@P) + V- (pu) =q em Q
K
u = *;(Vp —pgVz) em (3.28)
P =D em 0§,
u-n = u em 0€),.

Uma verificacao da consisténcia nas unidades de medida nos fornece

1 kg 1 kg m kg
lal = - —

— = — = — 3.29
s mmd s mdos (3:29)
para a primeira equagao, e
m?> (Pa kg m m m m? kg m
= — =+ ———=— 3.30
l = o ( ) -2 (3:30)

s ke g m?-s2 s
m-s

m mdsZm
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para a segunda equacao.

3.2.1 Adimensionalizacao

A adimensionalizagdo das equagdes governantes é uma pratica comum no
estudo de equagoes diferenciais e na simulagao numérica [4, 29]. A seguir
apresentamos um exemplo de adimensionalizagdo para as equagoes que des-
crevem escoamentos monofasicos no caso incompressivel, onde o sistema de
equagoes (3.28) pode ser simplificado para

Vou =12 em )
p
K
u = —;(Vp —pgVz) em (3.31)
D =D em 0€),
u-n =u em 0€),.

Para obter a forma adimensional do problema acima, consideramos as se-
guintes quantidades adimensionais:

u p
u* = ) p* = ’
Uyef Pref
K L
K* = . g = q
Kmax PUref
g z
g* = g f’ ¥ = Z7
re

onde L é um comprimento caracteristico, Kyax ¢ 0 valor maximo atingido
pela permeabilidade absoluta e as varidveis de referéncia tyef, Pret € gref Sa-
tisfazem

L:uuref e _ HUref
Kmax gref meax ’

Pref = (332)

Note que cada quantidade com o sobrescrito * representa uma quantidade
adimensional. Usando essas quantidades nas equagoes de (3.31) e conside-
rando o operador adimensional V* = LV obtemos

1
TV (trer u*) = %q* em £}
KHI' XK* 1 1
Upef U = _dT (ZV*(pref p*) — PYref g*fV*(Lz*)) em )
Pref p* =P» em an
(uref U™) -1 = em 0€),.

(3.33)
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Substituindo os valores de prer € gref € manipulando as equagoes, concluimos
que a forma adimensional do sistema (3.31) é dada por

V*.u* =qg* em €
u* = —K*(V*p* — g*V*2*) em Q (3.34)
P* = Pb/Pret em 0§, :
u*n = up/uper em 0€,.

3.3 Meios homogéneos

Com o objetivo de apresentar alguns modelos frequentemente utilizados em
simulagoes de reservatorios de petroleo, vamos adotar algumas hipdteses sim-
plificadoras para o escoamento. Considere o sistema de equagoes governantes
de um escoamento incompressivel, isotérmico e sem efeito gravitacional de
um fluido de massa especifica constante num meio poroso incompressivel:

q

V-u == em )
p
K
u = fEVp em () (3.35)
P =Dp em 0€,
u-n =u em 0€,.

Para escoamentos monofasicos governados pelo sistema (3.35), um meio
poroso ¢é dito homogéneo quando a permeabilidade absoluta K é constante
e uniforme, ou seja, nao depende de x. Meios porosos homogéneos sao fre-
quentemente utilizados em testes de verificacdo de codigos e implementa-
¢Oes, em muitos casos através de comparagdes com solugoes analiticas ou
semi-analiticas para este problema eliptico bastante simplificado.

3.4 Meios heterogéneos e o projeto SPE10

Para escoamentos monofasicos governados pelo sistema (3.35), um meio po-
roso é dito heterogéneo quando a permeabilidade absoluta K varia com X.
Nesse caso, o escoamento tende a passar pelas regioes de alta permeabilidade
e evitar regioes de baixa permeabilidade.

Na figura 3.2 temos um exemplo de campo de permeabilidades heterogé-
neo no dominio 2 = [0,1] x [0, 1], gerado em uma malha cartesiana regular
com 64 x 64 células, por K(x) = e*%®) onde £(x) ¢ uma distribuicao
Gaussiana auto-semelhante de medida nula e fungdo de covarianga dada por
C(x,y) = [x —y|~%? [24]. O resultado é um campo com alto contrate de
permeabilidade, que é definido como o quociente entre os valores maximo e
minimo da permeabilidade: Kpmax/Kmin & 106.

Na figura 3.3 temos um exemplo campo de permeabilidades heterogéneo
tridimensional. Trata-se de um campo realistico fornecido pela Sociedade
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Figura 3.3: Campo de permeabilidades do projeto SPE10 em escala logaritmica.

de Engenheiros de Petroleo (Society of Petroleum Engineers - SPE) através
do projeto SPE10 (https://www.spe.org/web/csp/datasets/set02.htm)
[13], um modelo utilizado como referéncia em simulagoes de reservatorios de
petroleo.

O modelo SPE10, que possui uma geometria relativamente simples, é
muito utilizado para a comparagao entre métodos computacionais e simula-
dores pela comunidade académica. O conjunto de dados é uma realiza¢ao
geoestatistica tridimensional das formagoes Jurassic Upper Brent do Mar do
Norte de dimensoes 365.76m x 670.56m x 51.81m. Uma malha cartesiana
regular com 60 x 220 x 85 células é utilizada para descrever o modelo, sendo
que as 35 camadas superiores representam a formacao marinha rasa de Tar-
bert e as 50 camadas inferiores representam a formagao fluvial de Ness (uma
formagao do tipo canalizada de alto contraste).

Geralmente subconjuntos dos campos do projeto SPE10 sao utilizados
em testes numéricos, como por exemplo, a escolha de uma das 85 camadas
para a simulagao de problemas bidimensionais. Na figura 3.4 tempos a 362
camada do campo SPE10, amplamente utilizada em testes, comparagoes e
validagoes de simuladores. Essa camada é uma formagao do tipo canalizada
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Figura 3.4: Permeabilidade da camada 36 do projeto SPE10 em escala logaritmica.

de alto contraste, com variagoes abruptas e descontinuidades na distribui¢ao
dos valores da permeabilidade, possuindo inclusive um canal de alta perme-
abilidade pronunciado.

3.5 Exercicios

1. Mostre que as equagoes (3.21) e (3.22) sdo equivalentes.

2. Escreva a versdo unidimensional do sistema (3.35) com condigao de
contorno de Neumann & esquerda e de Dirichlet & direita. Mostre como
o sistema pode ser escrito em cada um dos casos a seguir:
(a) K escalar e homogéneo;
(b) K escalar e heterogéneo, dado por uma fungao continua em x;

(¢) K escalar e heterogéneo, com descontinuidades em z.

3. Fornega a forma adimensional do seguinte problema:

0
p¢ct£+v~(pu) =q em )
K
u = —;(Vp —pgVz) emQ (3.36)
p =m em 06,

u-n =u em 0€,,.



Capitulo 4

Método de volumes finitos para
equacoes elipticas

Neste capitulo apresentamos esquemas de volumes finitos para equagoes elip-
ticas com o objetivo de aproximar numericamente a solugao do seguinte sis-
tema:
-V - (KVp) =q emQ
p =pp, em 0§, (4.1)
(=KVp)-n =u, em 0%y,

sendo a pressao relacionada com a velocidade de Darcy:
u=—-KVp. (4.2)

Observe que a viscosidade () e a massa especifica (p), que sdo uniformes
no caso incompressivel, foram consideradas unitarias com o objetivo de fa-
cilitar o desenvolvimento da formulacao. Para reverter essa simplificacao,
basta dividir K e ¢ pelos valores constantes a serem adotados para p e p,
respectivamente.

Para obter uma discretiza¢ao de volumes finitos integramos a primeira
equagdo de (4.1) sobre um volume de controle genérico Vj,

—| V- (KVp)dx= J q dx, (4.3)
Vi Vi

e utilizando o teorema da divergéncia chegamos em

- J (KVp) -ny ds = J q dx, (4.4)
oVy Vi

onde ng é o vetor normal & Vi. A discretizacdo de K deve ser tratada
adequadamente [19, 47, 43], tendo grande impacto na solu¢ao aproximada.
Para introduzir a correta discretizagao deste termo, utilizaremos um dominio
unidimensional para o estudo deste problema na préxima segao.
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Figura 4.1: Esquema de volumes finitos unidimensional.

4.1 O caso unidimensional

Considere um dominio unidimensional 2 = [a, b] onde a primeira equagao de

(4.1) & escrita como:
d dp
2 (KZE) =g 4.5
dx < dx) 7 (4:5)

Aplicando o mesmo processo de discretizagdo por volumes finitos discutido
na se¢ao anterior, temos uma particio do dominio em N intervalos V; =

[xF 1T, 1 ], temos que, integrando a equagao em um V; qualquer,

Tivd Tird d dp dp dp

— dx = — | K— |do = K— - K —

L ¢ar L . dx < do ) d|, | dx
i—3 i+

i1
T2

(4.6)

T

i

[N

Considerando que a permeabilidade absoluta é constante em cada volume
de controle, que é a forma mais comum de apresentagao desta propriedade,
temos a situagdo apresentada na figura 4.1. No método de volumes finitos,
a incognita do problema (neste caso a pressdo) ¢ interpretada como sendo
uma aproximagao para a média da solugao exata no volume de controle V;,

ou seja,
1

pi = | plx) d, (4.7)
Vil Jv,

a qual serd considerada constante por célula (como indicado na figura 4.1).
Como temos que discretizar o termo K % na borda do volume de controle,
a primeira pergunta que surge é: como discretizar K7 Mais especificamente,
quanto vale K (x; 1 )? Uma resposta ingénua seria tomar a média simples de

K nos volumes adjacentes:

K; K;
K(r;, 1) = % (4.8)

Mas note que o termo K g—i(xi n 1) representa a vazao de uma quantidade
2

(neste caso fluxo) ao longo da fronteira z = x;

e obviamente deve preservar essa quantidade que passa através de x

1 entre os volumes adjacentes,
2

2,01

i+357
2

saindo de um lado para outro. Se o método de volumes finitos possuir esta
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propriedade, dizemos que o método é conservativo. Supondo a existéncia
de um valor intermedidrio p; pemr =1, podemos fazer a discretizacgao
do fluxo em cada lado de ;1 para encontrar o valor de p, 1 que preserve
o fluxo entre os volumes de controle. Desta forma,

d Dip1 — Di
lim KL~ g2 (4.9)
- dl’ 2%
i+
e
. dp Pi+1 — pi+%
it
Impondo a continuidade do fluxo na interface, devemos ter:
d, d
lim K2 = lim K%, (4.11)
ToT dx z—az’ 1 dx
it5 itg
ou seja, os fluxos discretos devem satisfazer
pi+l —Pi Di+1 — pi+l
2K, — 22— =2K; 1 ———— 2 4.12
7 ALEZ' i+1 Axi+1 ( )
Com isso, temos
Arin Kip; 1 — Avip1 Kipi = AziKip1pivr — AriKivip, 1, (4.13)
isto &,
(A.I’i+1Ki + A$1Ki+1)pi+% = Ax; 1 Kipi + Ax; K 1pis1- (414)
Portanto,
Az 1 Kipi + Avi Kip1piva
Piyl = : (4.15)
2 A1 K + Az K

Substituindo este valor em (4.9) (ou analogamente em (4.10)), obtemos o
fluxo

9K Ari 1 Kipi + Az Kip1piv1r — Az 1 Kips — Av K 1p;
’ Az (Azi1 K; + Az K1)

Jras

dx
Tivd

Pi+1 — Di
= 2K, K; 4.16
e (AxiHKi + AziKiJrl)’ (4.16)

que deve ser tnico dos dois lados da interface w, Se considerarmos

3
Ax;1 = Ax; = Az, fica facil de ver que

dp 2KiKiv1 (piv1—pi
K— = 4.17
dx © K+ Kijy1 Az ’ ( )

Média harmonica
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ou seja, o coeficiente que torna o método conservativo, tanto na equagao
(4.17) quanto na equagdo (4.16), ¢ de fato a média harmonica entre K; e
Kiy1, e que define o valor adequado de K em x; 1 Observe que o termo
entre paréntesis em (4.17) é a discretizagao central de g—g em ;1.

Da equagao (4.16), é possivel determinar os valores de K g—g nas interfaces
Tip1ew; 1. Voltando & equagao (4.6), resta apenas aproximar a integral do
lado esquerdo, a qual é dada por:

Tird
f ? g dv = Azg;, (4.18)
x

1
=3
onde ¢; ¢ o valor médio do termo fonte em V; e, portanto, constante por
partes. Considerando uma malha de tamanho uniforme Az, a aproximacao
da equagao (4.5) em cada volume V; ¢é finalmente dada por

2KiKit1 (pz‘+1 *M) 2K; 1 K; (pi *pi—l) ~ Avg (419)
- (3 .

K+ K\ Az K, +K\ Az
ou ainda,
1
As? (_KH%(le —pi) + KZ;%(Pz‘ —pi71)) = ¢, (4.20)
onde

K 2K K+

= . 4.21
3T K+ Koo (4.21)

Considerando uma discretizagdo com N células computacionais, o es-
quema numérico de (4.20) pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ap =b, (4.22)

com p = (p1,--,pN)T, b= (q1,--- ,qv)", ¢ A & uma matriz tridiagonal

definida por

1
(Ap); = (—Ki_%pz—l + (Ki_

T Ax? + Ki+%) Pi — Ki+%pi+1) , (4.23)

)=

para i = 2,--- ,N — 1. As linhas ¢ = 1 e ¢ = N da matriz podem ser
modificadas pela imposi¢ao de condigoes de contorno ao problema, como
veremos a seguir. Esta discretizagao pode ser generalizada para o caso de
espacamento variavel Ax; = x, 1@ 1, que fica como exercicio.

4.1.1 Tratamento das condicoes de contorno

Suponha uma condi¢gdo de Neumann no contorno a esquerda do dominio,
o que equivale a uma condi¢do de fluxo imposto em = = a. Note que, na
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notagao de malha que utilizamos, esta posicdo equivale a 2, 1 quando i = 1,
2
isto é, x1 = a. Assim a condigao é dada por
2

Jrass

— = uy. 4.24
dx o ( )

z1
2

Da equagao (4.6) aplicada para ¢ = 1, temos
d d,
_ ( o dp

- K
dx

T3
2

dx

) = Azq, (4.25)

Ty
2

que substituindo diretamente o valor da condi¢ao dada em (4.24), pode ser
reescrita como

— I?f(j-[;z'z <P2A—$P1) = Azqr + uyp, (4.26)
ou, equivalentemente
L(*K‘g(m*}h)) =g+, (4.27)
Azx? 2 Az
que é a primeira equacgao do sistema Ap = b. Para o contorno a di-

reita, vamos considerar uma condigao de Dirichlet, ou seja, pressao imposta
p|1N+1 = pp. Mais uma vez, de (4.6) temos
2

dp
— (K=
< dx

dp

- K
dx

) = Azqy, (4.28)

TN+t TN

Nl

onde a discretizagao do fluxo em x5, _1 ¢ feita normalmente, porém em x5, 1
a discretizagdo deve ser modificada de forma a acomodar a condigao de con-
torno. Para tanto, faremos uma discretizagao regressiva da derivada da pres-
sao, considerando apenas meio volume de controle, resultando em

Pl (M) s (PE2Y). )
TNt 2

K2E
dx

Nessas condigoes, quando ¢ = N, a tultima linha do sistema linear ¢ dada
por:

Pv — PN PN —PN-1)\

ou, equivalentemente

1

AL? (QKNPN + KN,%(Z?N - prl)) =qN +

2Knpy
Ax?

(4.31)
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Ax

Yjvl -
Pig, Kij Pi+1,j: Kitj
. o Ay

Vij Vitrg

-1
yJ_? i i i
xi_% Ii—»—% SL‘H%

Figura 4.2: Elementos da malha bidimensional de volumes finitos.

Considerando as equagdes (4.27) e (4.31), temos que a matriz do sistema é
dada por

Ks “Ks
2 2
K (K; n §) “Ks
2 2 2 2
1
A=
Az?
Ky (Knos+Ky_1) ~Ky_s
2 2
i 7KN7% (KN7%+2KN) |

O primeiro e o ultimo elementos do vetor b também devem incorporar as
condigoes de contorno, ou seja

Uy 2Kpr>T (4.32)

b = + yt S gN— +
((h Axﬂh dN-1,4N A2

Observe que se trata de uma matriz simétrica diagonal dominante de forma
que o sistema acima pode ser aproximado por diferentes métodos numeéricos
para solugao de sistemas lineares (veja por exemplo em [25, 27, 38, 39]).

4.2 O caso bidimensional

Nesta se¢ao vamos estender o método de volumes finitos para o caso bidimen-
sional. A generaliza¢do para dimensao maior segue procedimento anélogo ao
descrito aqui. Nosso objetivo ¢ obter uma discretizagao para a equagao (4.4)
em um dominio < R2. Para tanto, consideremos uma malha de volumes
finitos obtidos por uma partigdo cartesiana de um dominio ) retangular, de
acordo com a figura 4.2.

Primeiramente, note que a integral do lado direito de (4.4) pode ser escrita
em termos da defini¢ao de ¢; ; como sendo a média da fungao do termo fonte
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N
Vi
w Vij E
S

Figura 4.3: Componentes norte, sul, leste e oeste de oV, ;.

¢(z,y) no volume V; ;, de acordo com a interpretagao de volumes finitos, da
seguinte maneira

f ¢ dx = [Viglai; = AzAy giy, (4.33)
Vi

onde AzAy é o volume da célula V; ; e ¢; ; é constante por célula. Para a
integral do lado esquerdo de (4.4) consideramos a decomposi¢ao em segmen-
tos de reta da borda de V; ;, isto ¢ 0V; j = N+ S+ E+W,onde N, S, e
W representam, respectivamente, as componentes norte, sul, leste e oeste de
0V; j, como ilustrado na figura 4.3.

Com isso temos

J (KVp)-nds=J (K'Vp) -ny ds+f(KVp)~ns ds
Vi N s
+ JE(KVp) ‘np ds+ JW(KVp) ‘nyy ds, (4.34)

sendo ny, ng, ng e ny os vetores normais a cada aresta de 0V ;, apon-
tando para fora de V; ;. Usando a discretizacao conservativa vista no caso
unidimensional, vamos aproximar cada integral separadamente:

1. Integral na face norte (N): ny = (0,1)

T, 1
f(KVp)JlNds:J +§K(}p dx
N

oy Oy

1 (@9, 1)

NJIH% 2K; i K 41 (pi,j+1—pi,j> i
e 1 Kij+ Kijn Ay
=2

_ Az 2K Kijn (Diji1 — pij)
Ay Kij+Kijq o 00007
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2. Integral na face sul (S): ng = (0,—1)

z, 1
JXKVM'ns%=i[+?—K%Z dx
s 2y ey,

~ f”% 2K K (Pm' —Pi,j—1> i
- Ki,j—l + Ki’j Ay

_ Az 2K K
Ay Kij-1+ Kij

(Pij—1 — Pij)-

3. Integral na face leste (E): ng = (1,0)

Yi+d K(’)p

J(KVp)-nEds:f P dy
E vy Pl
N fy_wr% 2K; jKit, (pi+1,j _pi,j) dy
Kij+ Ki1 Az

Y4
Ay 2K ;K1

= Ac Ko, + Kivy (Pir1,j — Dij)-

4. Integral na face oeste (W): ny = (—1,0)

Vil 0
J (K'Vp) - nyr ds:Jj+2 —K,—p dy
w Y 1 Tz, 1)
2 )
N Jyﬁ% _ 2Ki1,Ki; (pi,j_pi—l,j) dy
v,_1 Ki*Lj + Km' Ax
Ay 2Ki 1K
= e (pie1y — pig)-

N AixKi_l_’j + Ki,j

Portanto a forma discreta de volumes finitos da equagao (4.4) é dada por

Al‘ 2Ki,jKi,j+l A.T 2Ki,j*lKi,j

AzAy g 5 — — =% O e
Y qij Ay Ki,j n Ki,j+1 (pz,]+1 pz,]) Ay Ki,j—l T Ki,j (pz,] 1 pz,])

(N) (S)

Ay 2K; jKiy1 Ay 2K, 1;K;;
TR KL+ K, P TP T R R K
i, i+1,5 T L1 + 2¥)

(E) W)

(Pi—1,j — Dijj)s

(4.35)
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que é equivalente a

1
Ui = = g ligeiPian = x el 1piia

1 1
A2 Kt Pty — A e lio1Pic1g

1 1 1 1
+ <7Ay2Ki’j+% + 7Ay2 Kz’,j—% + A2 Ki+%,j + 7Am2Ki7%’j> Pij,
(4.36)

onde
2K, ;K i1 K 2K; iK1

a1 = e 1= T (4.37)
YT Kij+ Kijn el K+ Kipy

Considerando uma discretizagdo com M x N células computacionais, o
esquema numérico de (4.36) pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ap =b, (4.38)

com p = (p1,-,pun) eb = (q,--- ,qun)’. Cada linha da matriz A
esta relacionada com uma célula (4, 7) e leva em consideragao as contribui-
¢oes de seus quatro vizinhos (i — 1,7), (¢ +1,7), (4,7 —1) e (4,7 + 1). Aqui
é importante observar a necessidade de uma ordenagéo para as células com-
putacionais, que impacta diretamente na estrutura da matriz A. Tal escolha
também ¢é possivel no caso unidimensional, porém a ordenacgao positiva dos
intervalos (da esquerda para a direita) é a escolha mais natural. Qualquer or-
dem pode ser escolhida, desde que se mantenha a consisténcia na numeragao
das incognitas e das equagoes. No caso bidimensional, héd pelo menos duas
ordenagoes consideradas triviais, a ordenagao usual por linhas ou ordenacao
usual por colunas.

Para exemplificar a ordenagao usual por linhas, considere uma malha 3x3
onde as células sao ordenadas da esquerda para a direita e depois de baixo
para cima, como ilustrado na figura 4.4. Temos que a linha 5 da matriz Agxg,
que esta relacionada a célula (i, 7), tem contribui¢des nas colunas 4, 5, 6, 2
e 8. A coluna 5 tem como contribuicdo o fator que multiplica p; ; em (4.36),
jé as colunas 4, 6, 2 e 8, recebem contribuigoes dos fatores que multiplicam,
respectivamente, p;_1,j, Pi+1,j, Pi,j—1 € Pij+1. Com esta ordenagao, a matriz
terd uma estrutura pentadiagonal, trés diagonais sucessivas (diagonal infe-
rior, principal e superior) e as outras duas diagonais afastadas da principal
a uma distancia de M posigdes acima e abaixo da diagonal principal.

A ordenacao usual por linhas pode ser facilmente calculada por uma
relagao algébrica, dada por

k=i+(j—1)M (4.39)

onde k£ é o ntimero da incognita e correspondente linha da matriz e M o
ntmero de células em cada linha da malha. Note que esta formula funciona
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i—1Lj+1 4,541 [i+1,j+1

7 8 9
i—1,j 2% i+ 1,
4 5 6

i—1,5—1| 4,5—-1 |i+1,j—1

Figura 4.4: Exemplo de ordenagao das células computacionais para um problema
bidimensional.

apenas parai = 1,2,..., M ej=1,2,...,N. Uma formula para a ordenacao
usual por colunas pode ser obtida de forma analoga.

Uma vez calculada a pressdo de (4.38), o campo de velocidades pode
ser calculado de forma consistente com a discretiza¢ao por volumes finitos,
usando-se a mesma estratégia para aproximagao dos fluxos nas integrais em
0V ;. Pela definicao em (4.2), temos

Para se manter a consisténcia com a aproximagao conservativa de volumes
finitos, calcula-se as componentes horizontal e vertical do campo de velocida-
des em cada face correspondente de V; ;, usando a estratégia de discretizagao
dos fluxos discutida anteriormente:

Pi+1,j — Pijj Pij —Pij-1
ue = KH%J Ax ’ ‘= Ki_%’j Az ’

Pij+1 — Pij Pij — Pij—1
UN ~ —Ki,ﬁ% Ay , e vUg ™~ —Km;% Ay .

Para fins de visualiza¢ao ou utilizagdo do campo de velocidades para o
transporte de um tragador passivo, o campo vetorial pode ser calculado no
centro das células, fornecendo um campo discreto mais conveniente para a
maioria das situagdes. Isso pode ser facilmente calculado através de médias
simples dentro de cada volume de controle, ou seja,

up + uw UN + Us
Wij = 2 € Vi = 2 :



Outras malhas e discretizagoes 39

Centrados na célula Centrados no vértice
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Figura 4.5: Pontos da malha e volumes de controle para discretizagoes de
volumes finitos centrados na célula e centrados no vértice.

Figura 4.6: Exemplo de malha nao estruturada gerada através de triangula-
¢ao de Delaunay (esquerda) e respectivo diagrama de Voronoi (direita).

4.3 Outras malhas e discretizacoes

Existem varias possibilidades para a escolha das malhas computacionais a
serem utilizadas pelo método de volumes finitos, desde malhas ortogonais e
estruturadas até malhas nao ortogonais e nao estruturadas.

Dependendo de como os volumes elementares sdo definidos, e da escolha
do posicionamento das incognitas, podemos ter duas formas de discretizagao
por volumes finitos, os centrados em células e os centrados nos vértices.

O método de volumes finitos centrados em células foi o método apresen-
tado neste capitulo, onde as incognitas podem ser consideradas como posi-
cionadas no centro dos elementos da malha, como ilustrado na figura 4.2.
Por outro lado, as técnicas de volumes finitos centrados em vértices alocam
as incognitas nos vértices da malha, e os volumes de controle, onde serao
integradas as equacgoes diferenciais, sao definidos como regioes fechadas em
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torno destes vértices. Ha varias formas de obter tais volumes de controle.
Em malhas cartesianas, por exemplo, os volumes de controle podem ser ob-
tidos por uma malha “deslocada” ou “dual"; como ilustrado na figura 4.5.
Outro exemplo, em malhas néo estruturadas baseadas em triangulacao de
Delaunay, os volumes de controle podem ser obtidos através do diagrama de
Voronoi, dual & trangulagao de Delaunay, ilustrados na figura 4.6.

Explorar os diferentes tipos de discretizagdo em malhas nao cartesianas
estd fora do escopo deste livro, porém o leitor interessado podera consultar
outras obras mais completas, como por exemplo [34].

4.4 Condicoes de contorno

Nesta se¢ao vamos discutir o tratamento das condigdes de contorno para o
problema bidimensional considerando o caso de discretizagoes de volumes
finitos centrados nas células.

4.4.1 Condicao de Neumann

Quando a condigao de contorno é uma condi¢ao do tipo Neumann, significa
a imposicao de um fluxo naquela fronteira. Considere primeiramente que
temos uma condigao de fluxo nulo, dada por uma condi¢gdo de Neumann
homogénea, ou seja

P»

7K(?n

=—(KVp)-n=0 emT cdV,;. (4.40)
Para melhor introduzir a discretizagdao do contorno em cada situagao, vamos
considerar como exemplo que a face £/ do volume V;; esteja em I', como
ilustrado na figura 4.7a, sendo que a sua generalizacado pode ser feita de
forma analoga para outras situagoes. Neste caso, apenas a integral (E) serd
alterada:

J (KVp) - np ds = 0, (4.41)
E

de forma que sua contribuigao seré eliminada da equagao (4.35).

Quando a condi¢ao de contorno é uma condi¢do do tipo Neumann nao
homogénea, tem-se

op
- Ka—n = —(KVp)-n=g(z,y) emI cdVj;, (4.42)

onde g é uma fungao conhecida para o fluxo na borda. Vamos considerar
como exemplo que a face S do volume V; ; esteja em I', como ilustrado na
figura 4.7b. Neste caso, a integral (5) sera alterada:

$i+% X .

L(K Vp) -ng ds = Ll (KVp) - ng do = — J

xr. 1
=g
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(a) Condigdo homogénea na borda (b) Condi¢gdo nao homogénea na
leste de Vi ;. borda sul de V; ;.

Figura 4.7: Condicoes de contorno do tipo Neumann na borda de V; ;.

Portanto, é preciso integrar numericamente a fungao g. Seja G; a aproxima-
¢do da referida integral pela regra do trapézio [7, 23], entéo

Y1) + 9($i+%,y%)). (4.44)

1
2
Desta maneira, a equagao (4.35) serd modificada quando j = 1 para
Az A
AzAy qig — Gi = — IyKi (pi2 — pin) — AizK”%*l(piH’l —pi1)

3
2

(N) (E)
Ay
~ ApKi-1aPicry = pia).- (4.45)
W)

4.4.2 Condicao de Dirichlet

Quando a condigdo de contorno é uma condi¢do do tipo Dirichlet, isto é,
imposi¢ao da pressdao em alguma borda, tem-se

p=g(z,y) emT <V, (4.46)

onde g é uma fungao conhecida para a pressao na borda. Vamos considerar
como exemplo que a face W do volume V7 ; esteja em I', como ilustrado na
figura 4.8. Neste caso, a contribuigdo da integral (W) deve ser recalculada:

Yi+d op
KVp)-n = ~KZE
fw( Vp)-n L . (x1,y) dy

Ji—

Jyﬁ% K (pm —g(x;7y)> "
y 5:J r1— 21
b 2

[N

e

|
|
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&
s
[y
&
+
=
&,
S8
N <.
I
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<
=
QL
<
—
=~
=
i
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Figura 4.8: Condicao de contorno do tipo Dirichlet na borda oeste de Vi ;.

E, novamente, é preciso integrar numericamente a fun¢do g. Temos que o
valor de G; pela regra do trapézio e dado por

Ay

Yipl
Gyim [ gty dy = G (gl ) aloyyy). (@a8)
Y.

Dessa forma, a equagao (4.35) sera modificada quando i = 1 para

2 Az
ArAy qij — EK%,J‘G]' =— IyK1,j+%(p1,j+1 —p1j)

(N)

Az
- AiyKl,jfé(pLjfl — 1)

(%)
Ay Ay
~ap e P2y —pLg) + 20 Ky, (449)

(E) W)

onde K%’j = K, . Note que quando g(z,y) # 0 temos uma condicao de
Dirichlet nao homogénea, que altera o lado direito do sistema linear, o que
nao ocorre com o caso de condigao de Dirichlet homogénea (g(z,y) = 0), que
alteraria somente a linha correspondente na matriz A.

4.5 Consisténcia, estabilidade e convergéncia

Para avaliar a acuracia dos métodos de volumes finitos para equacoes elip-
ticas, precisamos de alguns conceitos bésicos de andlise numérica. Primeiro,
precisamos definir o conceito de convergéncia, que é a propriedade do método
numérico de fornecer uma solugdo que se aproxima cada vez mais da solugao
analitica da equagao diferencial, quando o espagamento caracteristico da dis-
cretizacdo vai a zero. E a principal propriedade que gostariamos de avaliar
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em um método numérico, o que nos garante na teoria que estamos fazendo
uma boa aproximagao.

Para tanto, precisamos definir erro entre a aproximagao e a solu¢do ana-
litica. Nao é algo trivial, uma vez que a solugao que obtemos pelo método
de volumes finitos é constante por partes em cada elemento de malha (vo-
lume de controle), ainda mais, ¢ um conjunto finito de valores, que deve ser
comparado com uma fungao.

Seja p : © < R? — R a solucdo exata do problema eliptico (4.1). Re-
cordemos que a solucao pelo método de volumes finitos, constante em cada
elemento da malha, é de fato uma aproximagdo para a média da solu¢ao
exata em cada elemento, de forma que podemos escrever

1

—_— p(x) dx, 4.50
Vil v, (x) (4.50)

Dk~ Pr =
ou seja, o valor de cada incognita py calculado pelo método é uma aproxima-
¢ao para a média de p(x) em Vj, representada pelo valor p. Note também
que

lim — [ p(x) dx = p(xx) (4.51)

h—0 |Vk| Vi ’
ou seja, a média converge para o valor de p em um ponto x; do elemento
Vi, que pode, sem perda de generalidade, ser identificado como o centroide
de Vj. Com isso, podemos definir o erro global entre as solu¢oes numeérica e
exata em um volume de controle V; como sendo e = pp — pr, componentes
do vetor erro e, = Py, — Pr, € portanto temos os ingredientes necesséarios para
definir matematicamente a propriedade de convergéncia.

Definigao 4.1 (Convergéncia). Dizemos que um método de volumes finitos
para resolver o problema eliptico (4.1) é convergente em uma norma || - | se

li = li —pul =0
lim e Lim [prn — bnl =0,

onde h € o espacamento caracteristico da malha utilizada.

Com relagao a norma usada para o céalculo do erro, pode-se pensar que
basta utilizar uma norma de vetor em espagos euclidianos de dimensao finita,
j& que ep, tem ntmero finito de componentes. Contudo, é preciso observar que
quando h — 0, o nimero de componentes deste vetor cresce infinitamente,
portanto é preciso tomar um cuidado extra aqui. De fato, devemos pensar
e, como sendo uma amostragem discreta de uma fungao erro continua e(x),
e como tal, devemos usar normas associadas a espagos de fungdes normados
que contém a solugao do problema exato. Em geral utilizamos normas nos
espagos L4(Q)), dadas por

1
q
leloay = ( [ e dx) 7 (1.52)
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onde o parametro ¢ (ndo confundir com o termo fonte da equag¢ao de modelo)
normalmente é escolhido como ¢ = 1, ¢ = 2 ou ¢ = o0, resultando nas normas

el = jﬂ o] dx. (4.53)
1
2
lellzzy = ( [ rer dx) , (454)
lellze (@) = qh_{g) lell ooy = sup le(x)]- (4.55)

Por exemplo, a restrigdo da norma dada em (4.54) para uma amostragem
discreta pode ser escrita como

1 1
2 2
len) 2@y = (ZJ Ik — Prl® dX) = (Z [Viel[pw —ﬁk|2>
k Ve k
1
d 2 2
= h2 (Z Dk — D] ) ; (4.56)
%

onde na ultima igualdade foi usada a simplificagdo de uma malha uniforme
de elementos V;, de tamanho h e volume A%, num espaco R%. Note que esta
norma é muito similar a uma norma de vetor em um espago euclidiano, porém
estd multiplicada por um fator hs.

Geralmente nao é possivel obter uma expressao para o erro global, e por-
tanto, temos que usar de resultados da anélise numérica para garantir que
um método seja convergente. Este estudo nos leva as defini¢oes de consis-
téncia e estabilidade, propriedades cruciais para garantir a convergéncia de
um método numérico [14, 32]. Enquanto a consisténcia garante que estamos
de fato aproximando a equacao diferencial que nos propusemos a resolver,
com erro local que diminui com a reducao de h, a estabilidade garante que
pequenas flutuagoes nos erros locais nao cresgam catastroficamente a ponto
de comprometer a solugao. Veremos estes dois conceitos com mais detalhes
nas proximas segoes, no contexto de equagoes elipticas.

4.5.1 Erro de truncamento local e consisténcia

O erro de truncamento local (ETL) refere-se ao erro da aproximagao local
de volumes finitos & equacgao diferencial, de forma que seja dependente do
parametro de malha h.

Definigao 4.2 (Erro de truncamento local). Seja F(pp) a formula discreta
de volumes finitos que aproxima (4.1), que satisfaz

F(pn) =0,

e seja P, = (p(x1), p(x2), - .. ,p(xN))T a solugdo ezata calculada nos pontos
X1,...,XN dos volumes de controle. O erro de truncamento local é definido
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como
Th = f(ﬁh)?

ou seja, é a medida do quanto a solug¢do analitica do problema eliptico (4.1)
nao satisfaz, pontualmente, a equac¢ao de aproximagao de volumes finitos.

Para exemplificar o ETL, considere o problema unidimensional (4.5), a
formula de volumes finitos é dada por (4.20), entao segundo a definigao 4.2,
a i-¢sima componente do ETL 7} pode ser estimada por

i = Fi(Pn) (4.57)
1
= A2 (_Kl;%p(xifl) + (KZ;% + KH%) p(x;) — Ki+%p(9€i+1)) —q(;).
Para simplificar a analise deste caso, considere uma permeabilidade uniforme
K =1, o que resulta

ni= (= plain) + (e~ plei) —a@m). (459

Desta forma é possivel estimar como o ETL se comporta em termos do

espacamento da malha h = Ax = x;11 — x;, considerado uniforme para esta

andlise. Para tanto, usaremos expansoes em série de Taylor da solucao exata

p. Supondo que p seja suficientemente suave, os termos p(z;+1) = p(z; + Az)

e p(x;—1) = p(z; — Az) podem ser expandidos em série de Taylor em torno
de z; da seguinte forma:

p(xi + Ax) = p(x;) + Az p' ()

A ) + A+ SOy ¢ (450)
p(xi — Ax) = p(xi) — Axp'(2:)
+ ATQEQP”(%‘) - %xgpm(%‘) + %pw(ﬂ?z) o (4.60)
Substituindo (4.59) e (4.60) em (4.58) obtemos:
7= —p(x) — Al—fp(“)(xi) o= q(my). (4.61)

Como p(z) é a solugao exata do problema (4.5), entdo —p”(x) — q(z) = 0,
para qualquer x, de modo que

Az?
_ArT )
127

Note que o erro de truncamento ¢ dominado pelo termo que multiplica Az?,
pois como Az é um valor pequeno (de fato infinitesimal em um processo de
convergéncia), os outros temos de 7; com poténcias maiores de Ax sdo muito
menores, e assim, dizemos que o erro de truncamento local é da ordem de
Az? ou, matematicamente, |7,| = O(Ax?). Com isso, podemos definir a
propriedade de consisténcia:

(23) + - (4.62)

T =
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Defini¢ao 4.3 (Consisténcia). Um método de volumes finitos com erro de
truncamento local T, é dito ser consistente com a equagao diferencial (4.1)
se

lim | 7] = 0.

hl—>0 H h,“

Em particular, se
ITn] = O(h%),

dizemos que o método possui ordem de consisténcia q.

Portanto, pela equagao (4.62), podemos concluir que o método de volumes
finitos para o problema unidimensional analisado acima é consistente de or-
dem 2. Célculos anédlogos podem ser realizados para concluir a mesma coisa
para o método de volumes finitos para problemas em dimensdes maiores.

4.5.2 Estabilidade

Da defini¢ao 4.2 de erro de truncamento local, podemos escrever que
Tn = F(Pn) = ApPn — by, (4.63)

onde Aj é a matriz de discretizagdo do método de volumes finitos e by, o
lado direito correspondente, que satisfazem o sistema discreto Appn = by,
sendo pp a solu¢do discreta aproximada. O indice h serve para denotar
explicitamente a dependéncia da discretizagao sobre o parametro de malha
h, que influencia diretamente na dimensao do sistema linear. Subtraindo o
sistema discreto da equagao (4.63), temos

An(Pr —Pr) = —Th (4.64)
de modo que o erro global e}, = py — Pn,
Apep, =—1, = e =—A'm,. (4.65)

Aplicando-se uma norma | - | em ambos os lados desta igualdade, podemos
tentar limitar o erro global da seguinte forma

lenl = AL Tl < (1AL I7all, (4.66)

onde || - || ¢ uma norma de matriz, consistente com a norma | - |. Note
portanto que, a norma do erro global é limitada pela norma da matriz in-
versa da discretizagao de volumes finitos multiplicada pela norma do erro de
truncamento local.

Numa situagao infinitesimal quando h — 0, passando os limites dos dois
lados da equagdo (4.66), vemos que para haver convergéncia, é necessario que
o termo da direita va a zero quando i — 0, como vimos no inicio desta segao.
Se o método for consistente, isso serd garantido para o erro de truncamento
(veja definigdo 4.3). Note porém que concluir a convergéncia nao é trivial,
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uma vez que nio sabemos como [|A; || se comporta. A situagio ¢ ainda
pior quando notamos que a dimensao de Agl vai ao infinito quando h — 0.
Portanto precisamos de algum limitante para este termo, para que possamos
garantir a convergéncia do método numérico.

O limitante que precisamos vem da seguinte propriedade, a qual damos
o nome de estabilidade para métodos numéricos para equagoes elipticas:

Definigao 4.4 (Estabilidade). Dizemos que um método de volumes finitos
que aprozima o problema eliptico (4.1) € estdvel na norma || - || se existem
uma constante C > 0 independente de h, e hg > 0 de forma que

A <C, ¥ h<ho,

ou seja, que a matriz inversa da discretizagao de volumes finitos seja unifor-
memente limitada por uma constante independente de h.

A estabilidade é uma propriedade que garante que pequenas flutuagoes
nos erros de discretizacao nao sejam amplificados de forma catastrofica. Note
que se a matriz da discretizacdo Aj comeca a se aproximar cada vez mais
de matrizes singulares quando h — 0, a sua inversa certamente tera norma
divergindo ao infinito, de forma que o erro limitado em (4.66) pode crescer
catastroficamente. Desta forma, a definigdo 4.4 nos d4 um limitante para o
crescimento deste erro, garantindo que

li < lim [|A; Y < lim C =0, 4.67
Lim flep| < lim [JA, 7] [7a] < lim C|7s] (4.67)

onde foi usada a propriedade de consisténcia para zerar a tltima igualdade.
Isso é suficiente para garantir convergéncia do método numérico, de acordo
com a defini¢do 4.1. De fato, a equacao (4.67) é uma parte pequena da
demonstragio do teorema da equivaléncia de Lax [32], enunciado a seguir.

Teorema 4.1 (Equivaléncia de Lax). Um método numérico que seja consis-
tente com a equagao eliptica (4.1) é convergente se, e somente se, for estdvel.

O método de volumes finitos para equacoes elipticas descrito no presente
capitulo, além de ser consistente, ¢ estavel [19]. Para a matriz simétrica tridi-
agonal descrita na equagao (4.23), tem-se que a norma de matriz compativel

com a norma | - ||z2(g), denotada por || - [|2, coincide com o raio espectral da
propria matriz, e considerando K = 1, temos o seguinte resultado
1
—1
ALz < (4.68)

ou seja, [|A; ||z é limitada uniformemente por uma constante C' = 72,

confirmando a estabilidade e consequentemente a convergéncia do método.
Um ultimo comentario que se faz necessario é que a andlise feita aqui é
bastante simplificada, utilizando muitas das ferramentas consolidadas para
métodos de diferencgas finitas. Uma analise mais completa necessitaria de
ferramentas de anéalise funcional, o que nao é o objetivo deste livro. O leitor
interessado pode buscar mais informagoes em livros como [30] e [39].
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Figura 4.9: Pressao gerada com o dominio do tipo a quarter of the five spot.

4.6 Simulagao de escoamentos monofasicos

A equagao (3.35), que modela escoamentos monofésicos considerando algu-
mas simplificagoes, é de natureza eliptica e a aproximagao de sua solu¢ao
pode ser feita utilizando o método de volumes finitos apresentado neste ca-
pitulo. Nesta secao, sao apresentadas algumas simulagoes numéricas de es-
coamentos monofésicos obtidas com o método de volumes finitos.

Campo homogéneo

Nas figuras 4.9 e 4.10 temos, respectivamente, o campo de pressoes e 0 campo
de velocidades resultantes da aproximagao do problema (3.35) no dominio
Q= [0,1] x [0,1] considerando uma malha cartesiana regular com 20 x 20
células. Foi utilizada uma configuracao do tipo a quarter of the five spot com
G/p =1, K/u = 1 e pressao nula imposta no ponto de fronteira superior
esquerdo. Essa escolha para a imposicao de pressao sera utilizada em todas
as simulagbes que envolvem problemas do tipo a quarter of the five spot.
Na figura 4.10b temos o mesmo campo de velocidades da figura 4.10a, com
seus vetores normalizados para facilitar a visualizagao. Note que os perfis de
pressao e velocidade indicam um escoamento iniciando no pogo de injecao
com diregao ao pogo de produgao.

Campo heterogéneo

Na figura 4.11 temos os campos de pressoes e velocidades resultantes da
aproximagao do problema (3.35) considerando o campo de permeabilidades
da figura 3.2 e uma configuragio do tipo a quarter of the five spot com ¢/p = 1
e u = 1. Note que os perfis de pressao e velocidade indicam um escoamento
iniciando no pogo de injegao com dire¢ao ao pogo de produgao passando por
caminhos preferenciais determinados pelas regioes de alta permeabilidade.
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(a) Campo original. (b) Campo normalizado.

Figura 4.10: Campo de velocidades gerado com o dominio do tipo a quarter of the
five spot.

Campo heterogéneo canalizado

Na figura 4.12 temos os campos de pressoes e velocidades resultantes da
aproximagao do problema (3.35) considerando o campo de permeabilidades
da camada 36 do projeto SPE10 e uma configuracao do tipo a quarter of the
five spot com ¢/p =1 e = 1. Percebemos que o campo de velocidades tem
intensidade maior no canal de alta permeabilidade, o que indica que ha a
tendéncia do escoamento em passar por esse canal.

4.7 Exercicios

1. De acordo com a equagao (4.36), escreva a linha £ = 5 completa de Ap,
cuja representacao da ordenagao das células esté ilustrada na figura 4.4.
Utilize uma notagao consistente com a ordenagao das células compu-
tacionais, por exemplo, K e p; para representar a permeabilidade e
pressdo da célula (i — 1,5 — 1).

2. Escreva a discretizagao final e a forma matricial para o problema uni-
dimensional com espagamento variavel Ax; = z;11 — ;.

3. Escreva uma féormula para a ordenag@o usual por colunas, para o caso
bidimensional. Generalize para obter féormulas para a ordenacao de
incognitas em um dominio hexaedral em trés dimensoes.

4. Mostre que tanto a ordenagao por linhas quanto por colunas, no caso
bidimensional, leva a uma estrutura pentadiagonal da matriz A. Ima-
gine agora que a malha que discretize o dominio seja colorida como
um tabuleiro de xadrez. Considere a seguinte ordenacao de incégnitas:
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(a) Campo de pressoes. (b) Campo de velocidades.
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Figura 4.11: Campos de pressoes e velocidades gerados com o dominio do tipo a
quarter of the five spot em um meio heterogéneo.
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(a) Campo de pressoes. (b) Campo de velocidades.

Figura 4.12: Campos de pressoes e velocidades gerados com o dominio do tipo a
quarter of the five spot na camada 36 do projeto SPE10.

primeiro numera-se somente os espagos pintados de branco do tabu-
leiro, sequencialmente, da esquerda pra direita, e de baixo para cima.
Apos todas as casas brancas serem preenchidas, comece a numerar as
pretas, da esquerda pra direita, de baixo para cima. Qual seria a es-
trutura da matriz A obtida da discretiza¢do por volumes finitos com
essa numeracao? E possivel tirar vantagem desta estrutura?

4.8 Projetos computacionais

1. Implemente o método de volumes finitos para a solugdo do seguinte
problema unidimensional:

d dp
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com condigoes de contorno de Dirichlet p(0) = 0 e p(1) = 1. Considere
um problema de interface descontinua com K (z) dada por

K(x) =

<z <az*
{e, se0<zx<uz (4.70)

1, sez* <z<1.

Note que sua malha deve ter uma interface entre volumes finitos justa-
mente no ponto x*. Este problema tem solugao analitica dada por:

x
_ se0 <z <a*
¥ —ex* + ¢’

p(z) = e(z—1) (4.71)

m+1, Se$*<1'<1.

(a) Compare a solu¢do numérica obtida pelo método de volumes fini-
tos conservativo com a solugao analitica;

(b) Calcule o erro e responda se faz sentido calcular ordem de conver-
géncia para a solugdo numérica obtida pelo método conservativo;

(¢) Repita a mesma comparagio, mas com um método de volumes fi-
nitos “nado conservativo", isto ¢, ao invés de calcular K na interface
z* com médias harmonicas, usar médias simples;

(d) Calcule a taxa de convergéncia da solu¢ao numérica para a solugao
analitica deste método “nao conservativo".

2. Considere um reservatério modelado por um problema de valor de con-
torno unidimensional dado por
d d
{ (K—p) = —25c0s(25x) em Q = [0,1]

Cde\" dx
p = x sobre 012,

(4.72)

onde K(z) = 2 + sin(25z) ¢ a permeabilidade absoluta do meio, co-
nhecida em todo o dominio. Note que a pressao é prescrita nos con-
tornos (extremos do intervalo = [0,1]), que deve gerar um fluxo de
fluido (para qual sentido?). A solugdo exata do problema ¢ conhecida:
p(z) = z. Pede-se:

(a) Implemente o método de volumes finitos conservativo para resol-
ver este problema;

(b) Faga uma andlise de convergéncia do cédigo produzido, compa-
rando as solugbes aproximadas com a solugdo exata, e indique a
ordem obtida com sua implementacao.

3. Considere agora um reservatorio modelado pelo problema de valor de
contorno unidimensional

d K dp
%(—;%) =0 CInQ—[O,L]
Kdp _ (4.73)
——— = Uy, emxz=0
o dx

P = Pout emz =1
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onde a permeabilidade absoluta K ¢é constante por partes, obtida pela
primeira linha (y = 0) da camada 33 do projeto SPE10 (disponi-
vel em https://www.spe.org/web/csp/datasets/set02.htm), cuja ilustra-
¢do encontra-se na figura 4.13. Assuma neste caso que o reserva-
torio de comprimento L = 670 m estd completamente saturado de
dgua (= 8.9 x 107" Pa - s), e que injetamos 4gua a velocidade de
Uin, = 0.036 m/h (metros por hora), sendo a pressao no pogo produtor
dada por poyt = 6 M Pa. Note que o valor da massa especifica da agua
(p) néo é necessario neste caso (por qué?).

(a) Faca a adimensionaliza¢ao deste sistema;

(b) Implemente um codigo de volumes finitos que resolva este pro-
blema na forma adimensional;

(¢) Apresente graficos da permeabilidade absoluta, da pressao do re-
servatorio e da velocidade do escoamento neste meio poroso. Apre-
sente os resultados convertidos para unidades do sistema SI;

(d) Utilize outras linhas da camada 33 do SPE10 para gerar diferentes
permeabilidades, resolva e ilustre os resultados para cada escolha
(pelo menos mais 3 simulacoes diferentes).

4. Considere agora um reservatorio modelado por um problema eliptico
bidimensional, dado por

V-u = —8xn2cos(2rx)cos(2my) em Q= [0,1] x [0,1]
—KVp =u
un =0 sobre 052,

(4.74)
onde a permeabilidade absoluta é constante K = 1.

(a) Verifique que a solugdo exata deste problema ¢ dada por p(z,y) =
cos(2mx) cos(2my);

(b) Implemente um codigo de volumes finitos que resolva este pro-
blema e faga um estudo de ordem de convergéncia comparando as
solugdes numéricas com a solugao exata. Qual a ordem obtida?

5. Considere mais uma vez um reservatério modelado por um problema
eliptico bidimensional, dado por

V-ou = em Q = [0, L,] x [0, L,]

\
\
<
i
I
RRES)

u em ) (4.75)

p =ps em 0,
u-n =uwu, em 08y,
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Figura 4.13: Permeabilidade em escala logaritmica da camada 33 do projeto
SPE10.

onde a permeabilidade absoluta do meio é a camada 33 do projeto
SPE10, ilustrada na figura 4.13. Assuma neste caso que as dimensoes
do reservatorio sao L, = 670 m, L, = 365 m, e que ele esta totalmente
saturado de dgua (u = 8.9 x 10714 Pa - s, p = 997 kg/m?).

(a)
(b)

(c)

(d)

Faga a adimensionalizagdo do sistema;

Implemente um codigo de volumes finitos que resolva este pro-
blema;

Resolva o problema com condi¢oes do tipo slab. Considerando
que o contorno pode ser dividido como 092 = 02, U 00 U 0Qout,
onde

aQin = {(Ov ‘Y E [O)Ly]}
0o = {(Z‘, e (m,Ly) ‘T € [OvLZ]}
ut = {(Layy) 1y € [OvLy]}

Y)
0)

sao impostas as condigdes de contorno: u-n = u, = 0.036 m/h
em 0Q,, u-n=0em 0Q,, e p=p, =6 MPa em 09,,;. Neste
caso, o termo fonte é ¢ = 0;

Resolva o problema com condigdes do tipo five-spot: u-n =0 em
09, sendo G o fluxo na célula de entrada, e —G o fluxo na célula
de saida, onde § = 0.0108 kg/m3 - s;
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Capitulo 5

Modelagem de problemas de
transporte passivo em meios
POrosos

O movimento de um fluido em escoamento monofasico em meios porosos ¢é
descrito por um problema de transporte passivo, onde o fluido marcado segue
o escoamento sem alterd-lo. Com a velocidade do fluido u, obtida através
da solugao do problema eliptico dado por (4.1) e (4.2), o deslocamento do
mesmo pode ser estimado pela seguinte equagao hiperboélica

%(¢C) +V-(uc) = ¢ em €
e(x,t=0)= co(x) emQ (5.1)
c(x,t) = cp(x,t) em 0N,

onde ¢ é a porosidade, ¢ é o termo fonte, ¢ é uma concentracao do tragador
presente na fase fluida, ¢y é a condigao inicial desta concentracao e ¢, € a
concentracao nas bordas de entrada 0Q~ = {x € 99, u-nyq < 0}. O modelo
acima também é conhecido como problema de transporte de tracadores passi-
vos, marcadores, particulas neutras, contaminantes, etc. [33, 16]. Em todos
estes casos, tem-se um mecanismo de transporte dado pelo movimento do
fluido sem que haja alteragdes nas propriedades do escoamento [31, 40, 28|.

Em simulac¢6es numéricas de escoamentos de um fluido em meios porosos,
temos que o termo fonte da equagdo (5.1) geralmente leva em conta os pogos
de injecao e produgao, os quais podem ser convertidos em uma condicao de
contorno adequada [18], gerando a seguinte equagao:

¢% +V-(ue)= 0 em )
/ c(x,t=0)= ¢o(x) emQ (5:2)
c(x,t) = cp(x,t) em 00,

onde a porosidade ¢ = ¢(x) é constante no tempo. Se, além disso, a porosi-
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dade for uniforme, é possivel escalonar a primeira equagao de (5.2) para:

e +V-(uc)=0 (5.3)
or
onde 7 = t/¢. Como a velocidade u é conhecida e ndo depende da concentra-
¢a0, temos uma lei de conservagao hiperbolica linear. Neste capitulo serao
apresentadas as principais propriedades dos problemas hiperbélicos como o
modelado pela equagao (5.3).

5.1 Derivacao de leis de conservagao hiperbdlicas

Equagoes diferenciais parciais hiperbolicas sao utilizadas para descrever uma
grande quantidade de fendémenos, incluindo varios tipos de aplicagGes de es-
coamentos de fluidos. Para entender fisicamente como esse tipo de equagao
surge, vamos derivar uma lei de balango para determinar a conservacao de
uma determinada propriedade em um dominio 2 ¢ R™ ao longo do tempo.
A propriedade considerada sera a concentragio c(x,t), e a lei de balango es-
tabelece que a variacdo temporal da quantidade de ¢ contida no dominio §2
é igual a taxa de fluxo de ¢ pelas fronteiras de 2 mais o total de ¢ injetado
ou retirado de €2 através de termos fonte. Matematicamente temos

%L pe(x,t) dx = — LQ fle(x,1)) - ds + L q dx, (5.4)

onde n ¢é o vetor normal a Q, f(c¢) é a funcdo de fluxo, que depende de ¢
(ndo necessariamente de maneira linear), e ¢ é o termo fonte. Aplicando o
teorema da divergéncia obtemos

N

< JQ pc(x,t) dx + fﬂ V- (f(c(X, t))) dx = JQ q dx, (5.5)

ot
ou seja
L <%(¢C(x, H) + V- (£ex1) g )dx 0. (5.6)

Como a equagao acima vale para qualquer dominio arbitrario () e a porosi-
dade ¢ = ¢(x) ¢é constante no tempo, entéo ¢ possivel obter a seguinte forma
diferencial

dc
¢£ +V-(f(c) =q. (5.7)
A lei de balango acima é uma equagao diferencial parcial hiperbélica, que
nao se limita apenas as aplica¢oes em meios porosos, sendo chamada de lei
de conservagao quando ¢ = 0. Vejamos alguns exemplos classicos de leis de
conservagao hiperbodlicas:
1. Equagao de transporte linear:
oc

5 TV (f) =0, (5.8)
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f(c) = uc, (5.9)

onde ¢ é a concentragdo do fluido e u é a velocidade constante do
escoamento. Note que esse problema é equivalente a (5.3). Em uma
dimensao temos:

Fn + a—x(uc) =0, (5.10)
ou ainda p 5
c dc

it i 11

o + u@x 0, (5.11)

a qual é conhecida como equagio de advecgao linear [32].

2. Equacao de Burgers unidimensional:

ou 0

com u2
flu) =5 (5.13)

¢ um modelo simples, porém nao linear, que captura propriedades im-
portantes da dinamica dos gases [8]. Neste caso a incognita considerada
é u(z,t). Expandindo a derivada, temos a versao nao conservativa da
equagao de Burgers:

ou ou
— — =0. 14
o +u(’)x 0 (5.14)

3. Equacao de Buckley-Leverett:
0s
¢E +V- (tp(s)u) =0, (5.15)
com )
Ms Ho

= M= —. 5.16
P8) = 2 a2 ° . (5.16)

Esta equagao modela escoamentos de agua e 6leo em meios porosos,
onde a incognita s(x,t) é a saturagdo da agua, u é a velocidade do
escoamento, e (i, € (L SA0, respectivamente, as viscosidades do 6leo e
da agua [6].

Note que, tanto o exemplo 2 quanto o exemplo 3 acima trazem funcoes
de fluxo néo lineares em termos da incognita da equagao hiperbélica, e por-
tanto estas sdo chamadas de leis de conservacao hiperbolicas nao lineares.
Equagoes nao lineares modelam problemas mais complexos e interessantes,
como o escoamento bifasico entre agua e 6leo em meios porosos modelado por
Buckley-Leverett, porém, primeiramente, é necessario compreender como os
métodos numéricos se comportam em situagoes simples, em equacoes line-
ares, que ja trazem desafios importantes na sua modelagem computacional.
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Por esta razao, este e o proximo capitulo estdo focados apenas no transporte
passivo modelado por equagdes lineares, com coeficientes constantes ou va-
riaveis, sendo os métodos para equagdes nao lineares deixados de fora do
escopo deste livro.

5.2 Leis de conservagao hiperbélicas lineares

Para discutirmos a teoria matemaética e desenvolvermos métodos numeéricos
para a solucao de leis de conservacao hiperbodlicas, iniciamos considerando
o problema simplificado de uma equagao de advecgao unidimensional com
coeficiente constante.

5.2.1 Solucao da equacao de adveccgao

Considere a equagao de advecgao (5.11), que também pode ser escrita como
¢t +ucy =0, (5.17)

onde u € R é a velocidade constante do fluido. Para estabelecer a solugao de
(5.17), vamos considerar um problema de Cauchy, onde o dominio espacial
da equagdo ¢ Q = (—o0, +m0), e ¢ imposta uma condi¢do inicial ¢(x,0) =
co(z), x € R. Suponha uma parametrizagio para as variaveis x e t da forma
x =2z(¢) e t = t(¢), de maneira que

c(z,t) = c(x(C), (<)) (5.18)

Entao,
de dcdt O dic dt dx

— ===+ ——==C-5+Cx—=- 5.19
ac _otdc Torac " ac T eue (5.19)
Note que a expressao acima transforma-se na equagao (5.17) quando
dx dt
— = — =1 5.2
T-v e g-tb (5.20)
e, com isso,
de
ac = ¢t +ucy =0, (5.21)

o que significa que a solugdo ¢(x,t) é constante em relagdo ao pardmetro .
Além disso, se resolvermos as equagdes (5.20), obtemos

r(()=z0+u¢ e t{)=to+(=¢, (5.22)

onde podemos considerar ty = 0. Portanto,

c(z,t) = c(x(C), 1(C)) = e(zo + ug, (). (5.23)
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Figura 5.1: Representa¢ao do comportamento da solucao ¢(z,t) quando u é
uma constante positiva.

Como c(z,t) é constante com relagdo a ¢, e para ¢ = 0 temos c(z,t) =
¢(x0,0), usando a condigdo inicial encontramos

c(z,t) = c(x0,0) = co(z0) = co(x — uC) = co(z — ut), (5.24)

ja que t = ¢ pela equagao (5.22) ou seja, a solugao ¢(z,t) é simplesmente a
condigao inicial transladada de ut, ou seja, transportada com velocidade

dx
priakcy (5.25)

A solugao de um problema hiperbolico linear é, portanto, a propagacao de
uma onda indeformével dada pela condicéo inicial, com velocidade w [44, 14].
Um exemplo pode ser visto na figura 5.1 que ilustra o comportamento da
solugdo ¢(x,t) quando u ¢ uma constante positiva.

Outra observagao importante é que a condigao inicial de problemas hi-
perbolicos pode admitir descontinuidades, as quais, caso existam, sdo propa-
gadas sem alteracao [44, 22|. A figura 5.2 ilustra a solugao c(z,t) com u =1
e uma condi¢ao inicial descontinua da forma

(5.26)

1, sex <0
00($)={

0, sex>0.

Esta ultima observacao pode parecer um contrassenso, uma vez que
admite-se uma solu¢ao descontinua para uma equagao diferencial. FE im-
portante complementar que solugoes descontinuas aparecem em equagoes
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Figura 5.2: Representagao do comportamento da solugao c¢(z,t) quando u =
1 e a condi¢ao inicial é descontinua.

hiperbolicas lineares somente quando a condigao inicial é descontinua, po-
rém em equagoes nao lineares, pode haver a formacdo de solugdes descon-
tinuas, mesmo que a condicao inicial seja perfeitamente suave. Esse nao é
um artificio numérico ou erro de modelagem, uma vez que descontinuida-
des s@o observadas na fisica dos escoamentos: por exemplo, uma onda de
choque aerodinamica é uma descontinuidade de pressao que se observa em
vHos supersonicos, ou ainda em escoamentos bifésicos, onde sao observadas
descontinuidades da densidade dos fluidos (massa especifica).

Para pensar em solugoes descontinuas para equagoes hiperbodlicas, é pre-
ciso estender o espaco de busca de solugdes, considerando uma formulagao
variacional da equacao diferencial. Com isso, pode-se mover as derivadas da
variavel principal para uma outra fungdo auxiliar que seja suave, através do
uso de teoremas de integracao, enfraquecendo o requisito de suavidade da so-
lugao. Este mecanismo permite que solugbes descontinuas sejam admitidas,
porém o seu estudo esté fora do escopo deste livro. O leitor interessado pode
encontrar o embasamento necessario em [31].

5.2.2 Curvas caracteristicas

As trajetorias
X(t) = zo + ut, (5.27)

solugoes da equagao (5.25), sdo conhecidas como curvas caracteristicas da
equagdo (5.17), ao longo das quais vale o seguinte:

d

Ze(X(8),8) = (X (1), 1) + (X, )X (1) = +uey =0, (5.28)
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X

(a) u > 0 constante. (b) u < 0 constante.
t t
//x (777
(¢) u=u(t) =t (d) u=u(z) ==

Figura 5.3: Diferentes tipos de curvas caracteristicas para a equagao (5.17).

de onde se conclui que a solugdo c¢(z,t) é constante ao longo das curvas
caracteristicas.

Uma forma comum de se representar graficamente as curvas caracteris-
ticas é desenhar o conjunto de solugdes de (5.25) no plano (z,t). Como
a solugdo é uma fungdo X (), o mais imediato seria desenhar o grafico de
X em fungao da abcissa t. No entanto, na maioria dos livros e artigos so-
bre o assunto, convencionou-se ilustrar as curvas caracteristicas colocando X
como abcissa, o que ajuda na interpretagao das muitas solugoes em fungao
da constante de integracao g e da propagacao delas ao longo do tempo.

Por exemplo, se u é constante, entao as curvas caracteristicas sao retas
paralelas no plano (z,t), como ilustrado nas figuras 5.3a e 5.3b para u > 0
e u < 0, respectivamente. Para casos mais gerais, as caracteristicas nao
necessariamente sao retas. A figura 5.3c ilustra uma situagao em que u =
u(t) = t, e portanto, as curvas caracteristicas sdo da forma

X(t) =20+ —. (5.29)

Jéa a figura 5.3d representa o caso onde u = u(x) = x, cujas curvas caracte-
risticas sao dadas por

X(t) = xo + €. (5.30)
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b

a b

Figura 5.4: Representagao das especificacoes das condigoes de contorno nas
bordas de entrada quando a < x < b e u é constante.

5.2.3 Condigoes de contorno

Até agora nao nos preocupamos com condigdes de contorno para o problema
hiperbolico. Alisamos apenas o problema de Cauchy, onde o dominio espacial
da EDP é Q = (-0, 4+). No entanto, em qualquer aplicagdo mais pratica,
o dominio da EDP é um conjunto limitado (por exemplo, um intervalo [a, b]
em uma dimensao), de forma que é necessério pensar sobre as condigoes de
contorno nas fronteiras desse dominio.

As curvas caracteristicas possuem mais uma interpretagao importante
para nossa analise: elas transportam a informagao vinda da condigao inicial,
propagando-a para dentro do dominio Q x R,. Se € é um conjunto limi-
tado, entao é esperado que alguma informagao nestes contornos também seja
propagada para dentro do dominio.

Para simplificar, considere um problema linear unidimensional, definido
em um intervalo limitado Q = [a,b], com velocidade constante u > 0, de
forma que as caracteristicas sio retas com inclinagdo 1/u no plano (z,t)
(lembre-se que o plano “invertido” com abcissa z). Portanto a informagao se
propaga da esquerda para a direita ao longo do tempo, de forma que nao faz
sentido impor uma condigao de contorno para c(b,t) no extremo direito b, ja
que essa informacao nunca seré propagada para dentro do dominio. Como
se trata de uma equacao de ordem 1, temos direito de impor apenas uma
condigao de contorno, idealmente no extremo esquerdo de [a,b], ou seja,
c(a,t) em z = a. Essa situagdo fica clara na figura 5.4 (esquerda). Caso
u < 0, a situagdo se inverte, caso que também é ilustrado na figura 5.4
(direita).

Num contexto de escoamento de fluido, dizemos no caso u > 0, que
x = a representa a fronteira de entrada de fluido (em inglés, inflow), e que
x = b representa a fronteira de saida de fluido (em inglés, outflow), onde
nao é necessario nenhum tratamento especial para a solugdo, apenas que
0 que passar desta fronteira, saird do dominio de interesse. Obviamente a
nomenclatura também se inverte caso u < 0.
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5.2.4 Problema de Riemann

Um caso classico muito utilizado no contexto de leis de conservacao hiperboli-
cas é o problema de Riemann, o qual ¢ constituido de uma equagao diferencial
parcial na forma de conservagao juntamente com uma condi¢do inicial dada
por uma fung¢ao Heaviside do tipo:

Ce, sex <0
H(x) = © = 31

(@) {cd, se x>0, (5.31)
com ¢, # ¢qg. A equagdo de advecgao (5.17) com w constante positiva, com
condigao inicial dada por (5.31) tem solugdo constante por partes dada por
(5.24), ou seja, c(x,t) = H(x — ut), que resulta

) e, sex<ut
c(z,t) = { ey sex > ut, (5.32)

como ilustrado na figura 5.2 parau =1, c. =1 e ¢4 = 0.

5.2.5 Coeficientes variaveis

Quando a velocidade do fluido varia com z ou ¢, ou seja, u = u(x,t) tem-se
uma equagao de adveccao com coeficientes variaveis, mas ainda linear

a + (u(z, t)c)x =0. (5.33)

Neste caso, as curvas caracteristicas X () sdo solugoes da equagao diferencial
ordinaria
X'(t) = u(X(t),1), (5.34)
cuja solugdo nao necessariamente ¢ um conjunto de retas, como visto nos
exemplos das figuras 5.3c e 5.3d.
A equacgao de advecgao com coeficientes variaveis também assume uma
forma simplificada ao longo das caracteristicas:

d

ﬁc(X(t),t) = (X (), 1) + X' (t)er (X (1), 1)

— /(X (), )e(X (), 1). (5.35)

Observe que a solu¢ao ¢ nao é mais constante ao longo das curvas, mas
ainda assim a equagao diferencial parcial original foi reduzida a conjuntos de
equagoes diferenciais ordinérias lineares, que possuem solugado ja que o lado
direito da equagao € linear em ¢, e portanto, Lipschitz continua.

A equagao (5.33) esta na forma conservativa. Também ¢ comum encon-
trar a equagao de advecgao com coeficientes variaveis na forma nao conser-
vativa

et + u(z,t)ey =0, (5.36)
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caso em que as curvas caracteristicas X (t) também satisfazem a equagdo
(5.34), porém a segunda linha de (5.35) é igual a zero, de modo que ¢ passa
a ser constante ao longo das curvas caracteristicas.

5.2.6 Funcgoes de fluxo em problemas lineares com coeficien-
tes variaveis

Usualmente, no caso escalar, as leis de conservacao sao definidas a partir
de fungoes de fluxo f(x,t,¢,Ve,--+). Para que a lei de conservagao seja
hiperbolica, f ndo pode depender das derivadas de ¢. Veremos mais adiante
que, na deducao dos métodos de volumes finitos, normalmente utiliza-se a
defini¢ao de fluxo f = f(¢). Porém, como visto acima, equagdes lineares
admitem coeficientes nao constantes, sendo que f também pode depender de
tex.

Nos casos unidimensionais é facil demonstrar uma equivaléncia entre
equagoes escalares ou sistemas hiperbolicos, onde a fungao de fluxo depende
explicitamente de x e t, e sistemas hiperbolicos onde a funcao de fluxo de-
pende exclusivamente da incognita ¢, com dependéncia implicita de x e t.
Contudo, tal mudanga nao traz beneficio outro, sendo generalizar a notagao
das equagoes e dos métodos apresentados na sua formulagao de fluxo, o que
serd util no proximo capitulo.

A titulo de exemplo, considere o caso escalar com dependéncia f =
f(z,t,¢) na equagio

dc 0
— 4+ — t,c) = 0. 5.37
e+ w0 (537)
Note que podemos definir
q1 z
a@t)=| ¢ |=| t |, (5.38)
q3 &
de modo que
5 0
— t) = 1 5.39
Sa-| 1 (539)
ot
Definindo ~
0
F(q(z,t)) = —q (5.40)
f(Q17Q2aQS) i
temos
PR 5 0 0 1 0
5|t +0—’ —x = 1-1 | =0, (5.41)
c * f(z,t,e) % + % | 0

que é um sistema hiperbolico da forma

q:+F(q): = 0. (5.42)
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No caso onde a dependéncia explicita de x e t € em um sistema hiperbélico
da forma
c.+f(x,t,c), =0 (5.43)

0 processo é analogo, uma vez que definindo

x
T t
)=t | =1 (5.44)
c C2
e
0
0 —q1
F(q) = -q1 = | fla,q) |, (5.45)
f(QlaQ%'") fQ(QhQQa"')

novamente encontramos um sistema hiperbélico na forma

qt + F(q), = 0. (5.46)

5.3 Exercicios

1. Mostre que se nao for especificada uma condigao inicial, entao qualquer
fungao suave da forma c(x,t) = é(x — ut) é solugao de (5.17).

2. Mostre que as trajetorias (5.29) e (5.30) sdo as curvas caracteristicas da

equagao (5.17) quando u = u(t) =t e u = u(z) = x, respectivamente.

3. Justifique que (5.32) é a solugdo da equagao de advecgao (5.17) com u
constante positiva e condigao inicial dada por (5.31). Qual a solugao
para o caso u constante negativa?

4. Considere uma equacdo com coeficientes variaveis

oc 0
i + %(u(m)c) =0,

onde u(x) é uma fungao escalar de x. Transforme esta equagdo em um
sistema hiperbolico da forma (5.42).
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Capitulo 6

Método de volumes finitos para
leis de conservacao hiperboélicas
lineares

Como a solugdo numérica de equagoes hiperbolicas admite descontinuida-
des, para que a solugao calculada seja representativa da solugao do problema
fisico, as descontinuidades devem ser corretamente tratadas pelos métodos
numéricos. Estes devem levar em conta a diregdo e a velocidade de pro-
pagagao de informagdes ao longo do dominio computacional. Os esquemas
de volumes finitos, que sao derivados com base na forma integral da lei de
conservagao, sao adequados para este tipo de problema. Nesse capitulo, se-
rao apresentados alguns método de volumes finitos para leis de conservagao
hiperboélicas lineares.

Os métodos de volumes finitos consideram leis de conservagao hiperbo-
licas da forma (5.7). Sendo ¢ = 1 e ¢ = 0, temos a forma unidimensional
dada por:

oc 0

o + éwﬁf(c) =0. (6.1)
Vamos considerar uma discretizagdo do dominio computacional no espago
e no tempo, como indicado na figura 6.1. Por simplicidade, faremos uma
discretizacao uniforme centrada nos pontos: xzj, j = 1,---, N, de maneira
que as interfaces entre dois volumes de controle V;_; e Vj sao dadas por

=x;+ — (6.2)

Com isso, cada volume de controle é dado por

Vi = [;z:j_%,x

it %) (6.3)
A discretizacao temporal inicialmente sera considerada uniforme, com cada
passo de tempo de tamanho At, sendo os niveis no tempo denotados por
t" = nAt.
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Figura 6.1: Representagao de uma discretizacao de volumes finitos para leis
de conservagao hiperbolicas.

Em cada passo de tempo t", a aproximagao da solu¢ao no volume de
controle V; é dada por um valor médio da concentracao nessa célula compu-
tacional

" 1 (% "
cl = EJ c(x,t")dx. (6.4)

Z .
j—

[

Se C’;-l é conhecida em um certo passo de tempo t", o método de volumes

tn+1

finitos calcula a aproximacao C]’.’H, no préoximo passo de tempo . Para

tanto, integra-se a lei de conservagao (6.1) sobre o dominio [z; 1,7, 1) X
2 2

[tn, ") isto &,

¢+l

Tivs (Oc 0 B
. L 1 (54-%]"(0))(133 dt = 0. (6.5)
I=3

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do calculo, temos

T, 1 T, 1
J e c(x, t" ) dx — J e c(x, t")dx

xji% xji%
t"+1 tn+1
= 7Jn f(c(acj+%,t))dt+fn f(c(:rj_%,t))dt.
(6.6)
Definindo a média temporal da fung¢ao fluxo
1 tn+l
Py =+ ft (el D), 6.7)

e dividindo ambos os lados da equagao (6.6) por Az, obtemos:

At (- -
n+l _ ~m _ n - _ m
ot =0y - (Fj+% ijé). (6.8)
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A equagao acima estabelece um principio de conservagao: a variagdo média
da concentracao na célula é dada pela diferenca dos fluxos nas fronteiras da
mesma. Note que trata-se de uma equagao exata, pois ainda nao houve apro-
ximagoes nem para as médias de ¢, nem para as médias temporais dos fluxos.
Diferentes esquemas de volumes finitos sdo obtidos a partir de diferentes de-
finigoes para os fluxos discretos an+ 1 que aproximam a média temporal da

fungao fluxo dada por (6.7).

6.1 Esquemas de volumes finitos para leis de con-
servacao hiperboélicas lineares com coeficientes
constantes

A seguir apresentamos algumas escolhas para as aproximagoes dos fluxos

discretos Fj T; 1 para leis de conservagao hiperbélicas lineares com coeficientes

2

constantes, ou seja, f(c) = uc, com u constante. Mais adiante, veremos
propriedades e caracteristicas de cada esquema, especialmente em termos de
estabilidade e convergéncia.

Esquema central

A tentativa mais intuitiva possivel para a defini¢ao do fluxo em x 4l é tomar
a média aritmética entre os dados a esquerda Cj e a direita Cj1:
Fr = S(FC) + F(Ch) = 5 (07 + O (6.9)
e assim, a equagao (6.8) se torna
1 ult
Cpt = cp - oo ( - ;11). (6.10)

Na pratica, este método nao é 1til, pois nao é um método estavel para pro-
blemas hiperbdlicos, como veremos a seguir.

O método de Lax-Friedrichs

O método de Lax-Friedrichs, cujos fluxos sdo dados por
u Az
Fry= (C - C") - Tm( - C”) (6.11)

¢ uma pequena modificagdo no esquema central para fornecer uma aproxi-
macao estavel. Escrevendo o método de Lax-Friedrichs na forma da equagao
(6.8), encontramos

o =3( ) -y (). @

Note que a modificagdo com relagdo ao método central é que o valor de C7
da equagdo (6.10) foi substituido pela média aritmética (C7'_; + C71)/2.
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O método de Lax-Wendroff

O método de Lax-Wendroff, com fluxos definidos por

ulAt (

n _ u n n n n
7y =5(@a+ ) - 55 (G- ), (6.13)
é um método que utiliza expansoes em séries de Taylor no tempo da solugao
c(x,t) para obter segunda ordem formal de precisdo. Escrevendo o método

de Lax-Wendroff na forma da equacéo (6.8) obtemos

et = op— 2= (O = Oy ) + %(C.+1 =207+ C1Ly). (6.14)

YN 2(Az)2 \ I
Note que
¢ = —falc) = —ucy (6.15)
e
en = (—uey), = —u(es), = —uler), = —u( —ucy), = ulcry.  (6.16)

Portanto, se considerarmos expansoes em série de Taylor no tempo para
¢(x,t), supostamente suave, temos:

At)?
c(zj, ") = c(xj, t") + Atey(zj, t") + ( 2) ci(zj, t") + O((At)?), (6.17)
ou seja,
u?(At)?

ez, ") = c(x),t") — ultey(xj, ") + crn(j, ") + O((A1)3).
(6.18)
Aproximando as derivadas espaciais por diferencas finitas centrais de segunda

ordem [32]

2

cr . —=Cr
any Jj+1 Jj—1
e (z5,1") Y (6.19)
¢ 1
Cwm(xjatn) ~ (ACE)2 (C;L+1 _QC]T’l—i_ ]n-kl)a (620)

encontramos a mesma aproximagao da equagao (6.14).

O método upwind

Os métodos considerados anteriormente sao métodos centrados, simétricos
em relagdo ao ponto onde estamos atualizando a solu¢ao. Para problemas
hiperbélicos, no entanto, esperamos que as informagoes se propaguem como
ondas que se movem ao longo de caracteristicas. Com isso, faz sentido tentar
usar o conhecimento da estrutura da solugao para definir as fung¢oes de fluxo
numérico. FEsta ideia d& origem a métodos do tipo upwind, nos quais a
informacao em cada ponto é obtida olhando a dire¢ao na qual a mesma se
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o C G Cla

(a) u > 0 constante. (b) u < 0 constante.

Figura 6.2: Propagacao da informacdo em uma célula de um passo de tempo ¢"
para "1,

propaga. Para a equagao de advecgao escalar, ha apenas uma velocidade,
que é positiva ou negativa e, portanto, um método upwind é um método
unilateral, com valores determinados com base nas informagoes a esquerda
ou a direita.

Na figura 6.2 ilustramos como a informagao em uma célula é propagada
do passo de tempo t" para t"T!. Para u positiva, temos que o fluxo na face

., 1 86 depende de C” "1, enquanto que esse mesmo fluxo depende apenas de

]+

CJ ',1 quando u é negativa. Essas observacdes sugerem que o fluxo numérico

seja definido da seguinte maneira:

m ,
m-{d, T o)
Com isso, a equagao (6.8) para o método upwind é dada por
C’;LH cl - %(C” ]7-1_1>, seu >0 (6.22)
e
ot =y~ "o, — ), seu<o (6.23)

Também podemos analisar o método upwind sob um ponto de vista de pro-
pagacao de ondas. Considere as fungoes de salto

W1 = Clhy = Cf (6.24)
(6]
W, 1 =Cp =y, (6.25)

que representam, respectivamente, as ondas que estao se movendo para as
células Vi1 e V; com velocidade u. Voltando as expressoes (6.22) e (6.23),
temos

At
ot = cr - “—w 1, seu>0 (6.26)
¢ At
n+1 _ mn u .
cym =0F - A ~ Wi se u < 0. (6.27)
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Definindo os fluxos discretos por

F]’L% =ut O +u” Cfyy, (6.28)
onde ut = max{u,0} e v~ = min{u, 0}, podemos combinar (6.26) e (6.27)
em uma Unica formula:
At
o= oy - A—x(qﬁ Cltu Oy —ut CFy —u” c;?)
At _
—cr - E(“+ W, 1+ u Wj+%). (6.29)

6.2 Volumes finitos para equagoes com coeficientes
variaveis

Quando a velocidade do fluido varia espacialmente, os métodos de volumes
finitos desenvolvidos para a equagio (6.1), que esta escrita na forma de con-
servagao, nao podem ser aplicados diretamente, pois neste caso temos uma
fungao do tipo f(¢,x) = u(z)c, levando a equagao

de 0
% + %(u(x)c) = 0. (6.30)

Note que a equagao resultante ainda é hiperbodlica, e a dependéncia de x da
fungao f pode ser “retirada”, transformando a equagao (6.30) em um sistema
hiperbolico, assim como discutido na secao 5.2.6. Isso permitiria aplicar
sem muito trabalho os esquemas de volumes finitos deduzidos anteriormente,
porém adaptados para sistemas ao invés de equagoes escalares. Ao invés
disso, vamos simplesmente deduzir novamente os esquemas escalares a partir
de (6.30), o que permitira tratar adequadamente a velocidade varidvel nestes
esquemas de volumes finitos.

Integrando (6.30) sobre o dominio [z ) x [t7, ") temos

=3 Tith

i+l (0c 0 _
L]. 1 (E + a—m(uc)>dz dt = 0. (6.31)
2

ntl

n

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do calculo, obte-
mos

Tl T 1
J e c(x, " dx fj e c(x, t")dx
C

“imd i}
tn+1 tn+1
=— dt+J dt. 6.32
|, wol, o] wol, o @
Definindo

tn+1

= 1
== f el D (6.33)

=9
2
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e dividindo ambos os lados da equagdo (6.5) por Az, obtemos:

C]n+1 Cm _ ﬁ(

(7 ijé), (6.34)

J+2

onde CT" é o valor médio da concentragao na célula V; no tempo t", como
definido em (6.4), isto &,

T
C’-l= 1 J+%

i Ar ) c(z,t")dx. (6.35)

=32

Dessa maneira, os esquemas de volumes finitos apresentados anterior-

mente precisam considerar fluxos discretos F] ?l+1 que aproximem (6.33). A
3

seguir vamos apresentar a generalizagdo dos métodos discutidos anterior-
mente para o caso f(c,z) = wu(x)c. Da forma como os esquemas foram
apresentados, em termos dos fluxos numéricos, essa generalizagao é bastante
simples, caso contrario nao saberiamos exatamente onde avaliar u(z).

Esquema central

Fluxos discretos:

po, = ) o 6.36
A D) (CF + ) (6.36)

e portanto,

At
=y - m(u(w#%)(cjﬂ_l +Cp) = ulw;_ 1) (CF + ;L_l)). (6.37)

O método de Lax-Friedrichs

Fluxos discretos:

F]ﬁr% = @(Cﬁl +C}) - %( =07, (6.38)
e assim,
n+1 n At ulz %) n n Az n
=G —M{Q(Cﬂﬁq‘)—mt( 41— CF)
e u(x; Yiensen,) - bl (e e/ (6.30)
ou seja,

1
Ol = S (O + Cy)
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O método de Lax-Wendroff

Fluxos discretos:

u(®jey) (u(z;,1))*At
Fioy=—5 2 (Ca + Cf) = 53— (Ol = CF), (641)
de onde obtemos
2
m n At u(x'+l) n n (u(x'+l)) At n ”
cot o ]2 (cﬁﬁcj)f;#(cm,cj)
At |wlx_y) (w(a;_) a0
" Ar %(CJ +C) ngm (€7 =Ci) |
(6.42)
ou seja,
At
Cn+1 cr — Az [u(xj+%)(c;l+1 + CJ") - u(;r] %)(C” +Cr )]
(At)z 2 n 2 n n
+m[(u(mﬂ'+%)) (Cfa = C7) = (ulz;_1)) " (CF - j_l)].
(6.43)

O método upwind

No caso de coeficientes variaveis, o método upwind nao é mais um método
apenas unilateral, pois agora com u(x) variavel, a discretizacao pode variar
também, dependendo do sinal de u.

Fluxos discretos:

Fj";r% = u+(m].+%)(}j” + u_(:vj+%)C;”+1, (6.44)
onde vt = max{u,0}, v~ = min{u, 0}. Consequentemente:
ot = o - I[w(%%)cj +u(25,1) Ol
—ut (1) Oy — (1) c;l]
= —E[U ( i+ ) O +u (]+ )(C]+1 C)
+u( 1)C}-L+u ( _%)(Cj’} ")
— (1) O —u” (x]%)cy], (6.45)
e, finalmente
Cn+1 Cmf At +( )7 +( )Jr —( )7 —( ) Cm
y AW @) mut @) e (@) —un (s
NI .
,Ix[u (7 )Wy 1 +u (as]+;)Wj+;] (6.46)
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A velocidade utilizada nos métodos descritos acima precisa estar definida
nas interfaces, o que pode ter consequéncia na escolha dos métodos para
resolver o problema de velocidade e pressao. Note que o desenvolvimento
apresentado aqui é compativel com o método de volumes finitos apresentado
no Capitulo 4, que por sua vez entrega os fluxos nas interfaces entre os
volumes de controle.

6.3 A condicao CFL

A condigdo CFL (Courant, Friedrichs e Lewy) é uma condigao necesséria, po-
rém nao suficiente, para garantir convergéncia do método de volumes finitos
para a equagao diferencial, & medida que a malha é refinada. Isso significa
que, se a condigao CFL for satisfeita, o método pode convergir ou nao, a de-
pender de suas propriedades de consisténcia e estabilidade. Porém se ela nao
for satisfeita, o método numeérico nao terd nenhuma chance de convergéncia.

A solugao da equagao (5.17) é dada por (5.25), sendo o valor de ¢ cons-
tante ao longo de cada caracteristica. Por exemplo, se a curva caracteristica
é uma reta, entao para cada passo de tempo, a solugao exata obedece a
expressao

c(x, ") = c(x — ult, "), (6.47)

ou seja, a solucdo em (x;, t"*1) depende da informacdo localizada no ponto
(z; — uAt,t"). Lembrando que o método de volumes finitos calcula médias

espaciais, a solugao aproximada C;L deve ser comparada com

1 T, 1
=g ) e o (6.43)

que é o valor exato desta média. Os esquemas de volumes finitos vistos
até aqui sdo métodos explicitos, e podem ser escritos por uma fungao de
atualizacao da forma
n+1 _ n n n
OJ - H( j—vaj ’ j+1)7 (649)

a depender do esquema escolhido. Portanto, a construgao da solugao numé-
rica C"*! no volume de controle V; depende da informacao que esta con-
finada em Vj e nos volumes vizinhos V;_1 e Vj;1 e, portanto, no intervalo

. . n
[mj7%,$j+%], no tempo t".

Abrindo as recorréncias até t0 = 0, ¢ facil verificar que, sendo a solucéo
analitica dada por

c(z, ") = co(@ — u t"Y) = co(z — (n + 1)ult), (6.50)

a informagdo que compoe a média c?“ da solugao exata, que é propagada
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pelas caracteristicas, esta contida no intervalo

[zj_l —u tn+1’ o1 —u tn+1] _
2

Jt3
[xF% — (n + 1)uAt, Tig1— (n+ l)uAt] . (6.51)

Por outro lado, a solugdo numérica seré calculada dependendo dos valores
C’jo lepr -+ ,C’?, .. C;)+1+n e, portanto, a informacao que sera propagada
para a construgao de C;-H'l esta confinada no intervalo

[xj—%—(n+1)7 1’]'+§+(n+1)] =

[zj_% —(n+1)Ax, Tig1+ (n+ 1)A3:] . (6.52)

A ideia principal da condi¢gao CFL é que o método numeérico s6 tera
alguma chance de convergir para a solu¢ao exata com o refinamento de At
e Ax, se a informacao original carregada pelas curvas caracteristicas parte
de uma regiao coberta pela recorréncia do método numérico. Em outras
palavras, se o intervalo definido em (6.51) est4 contido no intervalo definido
na equagao (6.52). Um célculo algébrico mostra que isso s6 acontece se

vi= uﬁ <1, (6.53)
Ax
onde u é constante e v é conhecido como nimero de Courant [31]. Se esta
condigao nao for satisfeita, o método numeérico ndo tem chance alguma de
convergir, visto que a solu¢ao numérica sera construida com informagoes que
nao levam a solugao exata do problema. Podemos generalizar estes conceitos
usando a seguinte defini¢do e enunciando o teorema 6.1.

Defini¢ao 6.1 (Dominio de dependéncia). O dominio de dependéncia D de
uma solugao (exata ou numérica) de uma lei de conservagao hiperbdlica em
um certo tempo t, € o conjunto de pontos em t = 0 que podem influenciar o
valor da solugdo em t.

Por exemplo, de acordo com os célculos acima,

D(u (xjvtn+1)) = {zj —u "} (6.54)
"H = [ 1 —u T Tjl—u t"“] (6.55)
2 2
n 1
D(CF) = [ j—l-(n+1) 1’;‘+§+(n+1)]- (6.56)

Teorema 6.1 (Condigdo CFL). Uma condi¢ao necessdria, mas nao sufici-
ente, para que a solug¢io aprorimada de uma lei de conservagao hiperbolica,
calculada por um método de volumes finitos, convirja para a sua solu¢ao
exata, € que o dominio de dependéncia da solucdo exata deve estar contido
no dominio de dependéncia da solugao aproximada, para todo At, Ax — 0.
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Cﬂ_H—l

J C’(H—l
tn+1 - ~ J
tn+1 - /
cy At cr
Rl :
(LT " ’ At
tn - //'/ L tTL -
B B
Ax Ax

Figura 6.3: Propagacio da informacdo de t" para t"*1, para u = 1, mostrando
um caso em que a escolha de At e Az nao satisfaz CFL (esquerda) e um caso que
a escolha At e Az satisfaz CFL (direita).

Portanto, de acordo com o teorema 6.1, para o método de volumes finitos
devemos ter

D(c}™) = D(CPH). (6.57)

A figura 6.3 traz dois exemplos de escolhas dos espagamentos de malha At
e Ax que podem satisfazer ou nao a condigao CFL, com o mesma velocidade
u = 1. Na figura 6.3 (esquerda), a escolha nao satizfaz CFL pois At > Az,
situacdo em que o teorema 6.1 garante que o método nao ira convergir. E
possivel notar que, do tempo " para t"*!, uma informacao pode se propagar
por mais de uma célula de distancia. Por outro lado, na figura 6.3 (direita),
situagdo em que At < Az e, portanto ha chance (mas niao garantia) de que
o método seja convergente segundo o teorema 6.1. Neste caso, vemos que a
informagao nunca se propaga para além dos volumes vizinhos.

A observagao feita no paragrafo anterior é de fato outra interpretagao
da condicao CFL: Ela ¢ satisfeita se uma onda Wj+% partindo de Tjpi nao
percorre uma distancia maior que Ax em um tempo At.

6.4 Consisténcia, estabilidade e convergéncia

Para avaliar a acuracia e convergéncia dos métodos de volumes finitos para
leis de conservagao hiperbolicas vamos definir o erro global em um tempo
fixo T'= NAt por

eV =cN -V, (6.58)

N

onde CV ¢ o vetor com as aproximagdes de volumes finitos e ¢V & o vetor

com a solugao exata. No contexto de volumes finitos, em uma dimensao,
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para cada célula j temos que comparar C’JN com

N L Ny g (6.59)
Y = —— oz, Z. .
7 Az J,
imz
Para simplificar a notagao, geralmente assume-se que At e Ax estao rela-
cionados. Como a condigdo CFL para este problema resulta que (6.53) deve
ser satisfeita para que haja possibilidade de convergéncia, temos que a razao
At/Az & fixa (neste caso igual a 1/u). Neste contexto, temos a seguinte
defini¢ao

Definigao 6.2. (Convergéncia) Um método de volumes finitos da forma
(6.8) converge para a solu¢ao analitica de (6.1), em uma norma | - ||, se

lim [eV] = 0.
At—0
T=NAt

para todo 0 < T < Tax, com T = NAt.

A convergéncia dos métodos de volumes finitos para equagoes hiperbo-
licas é ditada pelo mesmo teorema introduzido no capitulo 4, o teorema
4.1 da equivaléncia de Lax [32]. Desta forma, precisamos novamente anali-
sar consisténcia e estabilidade para verificar se os métodos apresentados sao
convergentes.

6.4.1 FErro de truncamento local

Um método numérico explicito qualquer pode ser escrito como
c"tl = N(C™), (6.60)

onde N (-) representa o operador numérico que aproxima a solugao em um
passo de tempo "', dada a solucdo calculada previamente no passo de
tempo t". A cada passo de tempo, comete-se um erro local dado pela dife-
renca entre a solucio exata em t"*1 (c"!) e o que o método calcularia no
tempo "1, considerando que os célculos anteriores foram feitos exatamente
(NM(c™)). O actumulo desta diferenga em cada passo é o que chamamos de
erro de truncamento local, dado por

. Ai (V") — ™). (6.61)
t

O erro de truncamento local fornece uma indicagao do comportamento do
erro global em termos de sua ordem de precisdo nos casos em que o método é
estavel. A defini¢ao de consisténcia é a mesma estabelecida na definigao 4.3,
isto é, um método é dito consistente com a equagao diferencial se o erro de
truncamento local for para zero quando At — 0. A seguir ilustramos como o
erro de truncamento local pode ser estimado para alguns dos métodos vistos

anteriormente.
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1. O método upwind:

Considere o método upwind para a equagao de advecgao com velocidade
constante u > 0, dada por
n+1l _ ,m uAt n n
oyt = op = = (g - Oy, (6.62)
Aplicando-se este método a solugdo exata obtemos o seguinte erro de
truncamento local

1
" = A [c(a@ﬂf”) — E(c(m‘j,t") — c(a:j_l,t")> — c(a:j,t"H)] .
(6.63)
Assumindo suavidade suficiente para ¢, pode-se expandir os termos
c(wj_1,1") e c(x;,t"1) em séries de Taylor em torno de (z;, "), resul-
tando em
n n n AxZ n 3
c(xj_1,t") = c(z;,t") — Azcy(xj, t") + Tcm(ij ) — O(A.I’ )
(6.64)

2
c(xj,t”H) = c(z;,t")+ At ct(xj,t")—FA—t ctt(zj,t")+(’)(At3). (6.65)

2
Portanto,
T = E[c(xj,t ) — E(c(:ﬂj,t ) —c(xj, t") + Az cp(xj, t")
A 2
— Tx Cox(5,1") + (’)(Am3)) —c(mj, t") — At c(x,t")
12 3
_ TCtt(xj,tn) — O(At ):|
A
= —(Ct(:rj,t") + ucz(azj,t”)) + % Caa(5,1")
At
— O(Amz) - cu(z5,t") — O(AtQ). (6.66)

Como c¢ ¢ solucao da equacao de advecgao, c¢(z;,t") + ucy(xj, t") = 0,
alguns termos desaparecem devido & equagao

A At
T = % e (5, 4") = O(A2?) = = eu(w), ") — O(AF). - (6.67)
Note que ¢y = (ct)¢ = (—ucz) = —u(ct)e = u%(ce)e = u%cys, devido

a suavidade de ¢. Deste modo, o erro de truncamento local do método
upwind é dado por
uAx

7" = (L= e (1) + O(AF), (6.68)
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onde v = uAt/Azx é o nimero de Courant, que estabelece a relacao
entre At e Ax que deve ser respeitada em uma situagao de convergéncia.
Portanto, o erro de truncamento é governado por Az (ou At), e o
método entdo é consistente de primeira ordem.

2. O método de Lax-Friedrichs:

O erro de truncamento local do método de Lax-Friedrichs é dado por

a1 Ax? n
=5 (G ) ety ) + 0(ar)
(L)t solat). (6

Ou seja, o erro de truncamento é dominado por um termo da ordem
de Az (ou At), e o método ¢ de primeira ordem.

3. O método de Lax-Wendroff:

O erro de truncamento local do método de Lax-Wendroff ¢ dado por

2
e s O(AP). (670

Portanto, o erro de truncamento é dominado por um termo da ordem
de Az?, e 0 método é de segunda ordem.

6.4.2 Estabilidade linear

Antes de analisar a estabilidade dos métodos vistos, & necessario revisar
algumas propriedades basicas sobre estabilidade. Suponha que no passo de
tempo t" tem-se uma aproximagao C" com erro e€”. Recordando a equagao
(6.58), podemos escrever

C"=c"+e" (6.71)

Ao aplicar o método numérico para obter C**! temos
C" = N(C") = N(c" +e"), (6.72)

de modo que

en+1 _ Cn+1 _ Cn+1

_ N(Cn + en) _ cn+1

=N(c" +e") - N(c") + N(c") — c" !

=N(c"+e") = N(c") + At 7" (6.73)
Com isso, temos que o erro global serd o actmulo de N'(c" + e™) — N (c"),

que mede o efeito do método numérico sobre o erro global no passo anterior,
e o acamulo de At 7", que contabiliza o erro introduzido no passo de tempo



Consisténcia, estabilidade e convergéncia 81

atual. Vimos anteriormente que o estudo do erro de truncamento local per-
mite limitar o acimulo do termo At7T". J& a teoria de estabilidade, sera
desenvolvida para limitar o termo N(c" + €") — N(¢"). Juntando as duas
técnicas serd possivel limitar o erro global, o que seria parte da prova do
teorema 4.1 de Lax para equagdes hiperbolicas.

Se o operador A/(-) é linear, entao

N(c" +e") — N(c") = N(c") + N(e") = N(c") = N(e")  (6.74)

e assim, abrindo-se a recorréncia da equagao (6.73), e aplicando uma norma
nos dois lados, chega-se a

le™ ] < IV ()] + AtZ 7). (6.75)

Note que n aparece como indice no lado esquerdo e poténcia no lado direito
de (6.75), representando a quantidade de aplicagoes sucessivas do operador
N. Sendo o método consistente, tem-se que o erro de truncamento local sera
limitado, entdo resta apenas garantir que N (e”) também seja limitado para
que haja convergéncia. Portanto, deriva-se uma condigao sobre a norma do
operador linear N para cada tempo T

IV < L, (6.76)

para todo n < N = T'/At, onde L é uma constante que nao depende de n.
Em outras palavras, para que o erro global seja limitado, precisamos que a
enésima poténcia do operador linear N seja uniformemente limitada até o
tempo de interesse T. Para métodos lineares, esta forma de estabilidade é
conhecida como estabilidade Lax-Richtmyer [31, 32|.

6.4.3 O critério de von Neumann

Para problemas de Cauchy lineares com coeficientes constantes, a estabili-
dade é particularmente simples de ser analisada na norma 2, pois a anélise
de Fourier pode ser utilizada e simplificar o problema [35]. Esta é a base
do critério de von Neumann para estabilidade, onde supoe-se que C}-T tenha
norma finita e, entao, pode ser expresso como uma série de Fourier:

00
ot = — LAz g 6.77
-] e, (6.17)

onde i = v/—1. Aplicando-se esquemas lineares de volumes finitos para C’;-L,
e manipulando os eXponenciaiS é possivel encontrar uma expressao da forma

ontl = f Em(€)g(e, Az, AD)eTATqe, (6.78)
V2or

onde g(§, Az, At) € C é chamado de fator de amplificagdo para o nimero de
onda &, uma vez que pode-se definir a recorréncia

CmHY(€) = gl€, Az, AC™(€). (6.79)
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Da relagdo de Parseval temos que
IC"l2 = 1€ |2, (6.80)

onde

|C”|2=<Ax ) |c;-”> o |\é"\\2=(j2\c“"<§>|2 da)i. (6.81)

j=—o0 -

Para mostrar que a norma 2 de C" é limitada, basta mostrar que a norma
2 de O™ permanece limitada. Note que a funcgao C" satisfaz a equacao
(6.79) quando £ varia. Portanto, é suficiente considerar um ntimero de onda
arbitrario £ e

Cp = etInT, (6.82)

de modo que podemos calcular g(&, Ax, At) usando a recorréncia
CIH(E) = g(&, Aw, ADCT (€). (6.83)
ao invés da equagao (6.79). Se garantirmos que
(¢, Az, At)| <1, (6.84)

para todo &, entao teremos a estabilidade do método numérico garantida,
pois nao havera amplificagao desastrosa dos modos de Fourier.
A aplicag@o do critério de von Neumann é bastante simples, ficando mais
clara através de alguns exemplos:
1. O esquema central:
Considerando o esquema central
o+l _om uAt(
J 7 2Aw
e C7 dada por (6.82), de tal forma que

o= Cl)), (6.85)

C’;LH = g(&, Az, At)eitIA (6.86)
temos:

g(€, Az, At)elsidT = citide _ ;Tm(eif(j+1)Am _ eig(jfl)Az)’ (6.87)
x

isto é,
ult /. :
1 _ EAx _  —ilAx
g(&, Ax, At) =1 A (e e )
ulAt ,_ .
=1- m(?z sin((Ax))
=1—v(isin(¢Ax)), (6.88)



Problemas multidimensionais 83

onde v = uAt/Az é o nimero de Courant. Com isso temos
1

lg(&, Az, At)| = (1 + (usin(ﬁAw))2> ‘. (6.89)

Da expressio acima podemos concluir que |g(&, Az, At)| = 1 sempre, e
portanto, o esquema central é instavel, como haviamos comentado na
secao 6.1.

2. O método upwind:
Considere o método upwind para a equagao de advecgao com velocidade
constante u > 0:

Crlt = (1-v)C} +vC}y, (6.90)

onde v = uAt/Ax ¢ o ntimero de Courant. Escrevendo C}' como em
(6.82) temos
g(&, Az, At)eSTA% — (1 — 1)eIAT 4 peitlU-DAw
= ((1 —v)+ l/e_igmc) eibine, (6.91)
portanto, _
g(&, Az, At) = (1 — v) + ve €A, (6.92)

Note que g(&, Az, At) encontra-se em um circulo de raio v no plano
complexo, centrado no eixo real em 1—v. Este circulo esta inteiramente
dentro do circulo unitario, ou seja, |g| < 1Y seesomentese 0 < v < 1.
Como essa desigualdade sempre é satisfeita devido & condigdo CFL,
podemos concluir que o método upwind é estavel sempre que a condi¢ao
CFL seja satisfeita.

3. O método de Lax-Friedrichs:

Escrevendo C7' de acordo com (6.82) e (6.83) e considerando o método
de Lax-Friedrichs (6.12), é possivel mostrar que |g| < 1 sempre que
lv] < 1, ou seja, o método é condicionalmente estavel.

4. O método de Lax-Wendroff:

Escrevendo C” de acordo com (6.82) e (6.83) e considerando o método
de Lax-Wendroff (6.14), ¢ também possivel mostrar que o método ¢
condicionalmente estével quando |v| < 1.

6.5 Problemas multidimensionais
Em duas dimensoes a lei de conservagao (6.1) assume a forma

ce + fJ(C) + gy(c) =0, (6'93)
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onde a concentragao do fluido agora depende de z, y e ¢, isto é ¢ = ¢(z,y, 1),
e f(c) e g(e) sdo as fungdes de fluxo nas diregdes x e y, respectivamente. Em
trés dimensoes mais um termo é adicionado, e tem-se

¢t + fz(e) + gy(c) + ha(c) =0, (6.94)

com ¢ = ¢(x,y,2,t) e h(c) sendo a funcao de fluxo na dire¢ao z. Com isso,
temos que mesmo em varias dimensoes as leis de conservagao hiperbolicas
escalares sao escritas na forma (5.7). Considerando ¢ = 1 e ¢ = 0, temos:

oc

= TV (f) =0, (6.95)

com f(c) = [f(c),g(c), h(c)], no caso tridimensional.
A equagao de advecgdo em duas dimensoes é dada por

c + (u(m,y, t)c)z + (U(az,y,t)c)y =0, (6.96)
ou ainda
oc
3 + V- (uc) =0, (6.97)

onde a velocidade do fluido é da forma u = [u(z,y,t),v(z,y,t)], enquanto
que, a fungao de fluxo f(c) = uc = [f, g] é tal que f = u(x,y,t)c(z,y,t) e g =
v(x,y,t)c(z,y,t). Quando a velocidade é constante no espago e no tempo,
tem-se que o fluido estd simplesmente sendo transladado a uma velocidade
constante e diregao fixa, e a equagao (6.96) se reduz a:

¢+ ucy +vey =0, (6.98)
cuja solugao é dada por
c(z,y,t) = co(x — ut,y — vt), (6.99)

sendo ¢o(z,y) = ¢(x,y,0) a condi¢do inicial do problema hiperbélico.

6.5.1 Meétodos de volumes finitos para leis de conservacao
hiperbélicas multidimensionais

Como em uma dimensao, podemos usar a forma integral das equagoes para
determinar como a solugao varia com o tempo em cada volume de controle,
e desenvolver métodos de volumes finitos com base em aproximacgoes para os
fluxos em cada borda de célula. Por exemplo, em duas dimensoes podemos
considerar malhas cartesianas como ilustrado na figura 6.4, e definir o valor
médio da concentragao na célula (7, 7) no tempo " por

1
+32

1 Y, w1
Cily = Oy, y;,t") ~ mj ' j ” c(z,y,t") dedy. (6.100)
Yoy YTy

[N
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Yj+1/2

Yj—1/2

T

Ti—1/2 Tit1/2

Figura 6.4: Representagdao de uma discretizagao de volumes finitos para leis
de conservacao hiperbolicas em duas dimensoes.

Se considerarmos um dominio {2 bidimensional com a discretizagdo car-
tesiana, entao cada volume de controle é da forma
Vig=lzi s,z 1] >y, 195,11 (6.101)

Integrando a lei de conservagao (6.93) sobre o dominio [gcif%, xH%] X [1/];%7 yj+%] X
[t",t"*1], obtemos

J.

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do calculo, temos

J J c(z,y, ") dx dy — J J c(z,y,t") dedy

tn+1

Ln Lyﬁ fle (xi+%7yat)) dy dt

ntl

Yiil [T 1
f”"’f o <ct + falo) +gy(c)) dz dydt = 0. (6.102)
Yi-g "Ti-g

¢t

Y.

+f f flelz_1,y,1)) dydt
tn y] 2
¢+l T,
Jtn (ac7yj+%,t)) dx dt

¢+l

g
tTL

% %
t\?h—‘

(c(, Yj-Ls t)) dadt.

(6.103)
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Definindo

tn+1

J Tip1,y:t) dy dt (6.104)

Fr
3 AtAy J

m

¢+l

_ “itd
G” P+l AtAz J L 1 g(c(x,yj+%,t)) dx dt, (6.105)

e dividindo ambos os lados da equagao (6.103) por AzAy, obtemos:

et e %(FHQJ —F ) - %(ngﬁ% ~ar ). (6106)

Com isso, chegamos ao principio de conservagao em duas dimensoes, sendo

ue os fluxos F", . e G" ! odem ser aproximados por fluxos discretos
+
3.d
F™ G’ em cada dlre 0.
itg.g it ¢

6.6 Simulacao numeérica de problemas de transporte
passivo

Como a equagao (5.2) ¢ uma lei de conservagao hiperbolica linear, a simulagao
numérica de problemas de transporte passivo em meios porosos pode ser feita
utilizando os métodos de volumes finitos exibidos anteriormente. Nesta secao,
apresentamos alguns experimentos numéricos utilizando o método upwind
para obter a aproximacao da concentragao modelada pela seguinte equagao:

0 em (2
c(x,t=0)= 0 em© (6.107)
e(x,t)= 1 em 0™,

+
<
Il

onde a porosidade foi considerada uniforme ¢ = 1.

Campo homogéneo

Nosso primeiro exemplo considera o campo de velocidades u ilustrado na
figura 4.10, o qual ¢ dado pela solugao do problema (3.35) através do método
de volumes finitos apresentado no capitulo 4. Lembramos que, neste caso,
foi considerado o dominio £ = [0,1] x [0, 1] discretizado por uma malha
cartesiana regular com 20 x 20 células e uma configuragao do tipo a quarter
of the five spot com ¢/p = 1 e K/u = 1. A aproximagao da solugdo do
problema (6.107) serd dada na mesma malha espacial e com espagamento
temporal respeitando a condigao CFL:

- min{Az, Ay}

< (o]} (6.108)
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Na figura 6.5, temos a aproximacgao da solu¢ao do problema (6.107) pelo
método upwind em diferentes passos de tempo (adimensional). Note que a
concentragao esta se deslocando de maneira linear e simétrica do pogo de
injecao para o pogo de produgao. A solugao apresenta um comportamento
difusivo, que é uma caracteristica intrinseca ao método upwind (o leitor in-
teressado pode consultar informagoes mais detalhadas sobre difusividade dos
métodos numeéricos em [14] e [31]).

t=47.4419 £=96.2791 £=145.1163

NN

£=193.9535 +=242.7907 t=291.6279

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 6.5: Aproximacao da concentracao considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com um campo
de permeabilidades homogéneo.

Campo heterogéneo

Agora, vamos tomar o campo de velocidades u ilustrado na figura 4.11b, que
foi obtido pela solu¢do do problema (3.35) através do método de volumes
finitos apresentado no capitulo 4. Este campo de velocidades ¢ dado no do-
minio 2 = [0, 1] x [0, 1] com 64 x 64 células, considerando uma configuracéo
do tipo a quarter of the five spot com §/p =1, p = 1 e 0o campo de permeabi-
lidades ilustrado na figura 3.2. A solugdo do problema (6.107) sera dada na
mesma malha espacial e com espagamento temporal respeitando a condi¢ao
CFL (6.108). Na figura 6.6 é apresentada a aproximagao do campo de con-
centragoes pelo o método upwind para diferentes passos de tempo. Observe
que a concentrac¢ao esté se movimentando do pogo de inje¢ao com dire¢ao ao
pogo de producao, passando por caminhos preferenciais determinados pelas
regioes de alta permeabilidade.



88 Método de volumes finitos para leis de conservagao hiperbdlicas lineares

£=82.0084 +=416.7364 t=918.8285

t=1253.5565 £=1588.2845

0 02 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.6: Aproximacao da concentracao considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com um campo
de permeabilidades heterogéneo.

Campo heterogéneo canalizado

Por fim, vamos escolher o campo de velocidades u ilustrado na figura 4.12b,
que foi obtido pela solu¢ao do problema (3.35) pelo método do capitulo 4.
Nesse exemplo, o dominio é Q = [0,670] x [0,365] com 220 x 60 células,
sendo considerada uma configuragdo do tipo a quarter of the five spot com
G/p =1, p = 1 e o campo de permeabilidades da camada 36 do projeto
SPE10, ilustrado na figura 3.4. Como nos casos anteriores, o espagamento
temporal respeita a condi¢ao CFL (6.108). Na figura 6.7, temos os cam-
pos de concentragoes resultantes da aproximagao do problema (6.107) pelo
método upwind em diferentes passos de tempo. Percebemos que a concen-
tragdo segue do poco de injegao, em diregao ao pogo de produgao, passando
preferencialmente pelo canal de alta permeabilidade.

6.6.1 Modelagem de pogos de injegao e produgao

Comentamos anteriormente que os pogos de injegao e produgao normalmente
sao convertidos em condigoes de contorno. Observe que as simulagoes nu-
méricas apresentadas nessa se¢do consideram o termo fonte ¢ = ¢ para os
problemas elipticos (3.35). Esse termo fonte deve ser adaptado através de
uma modelagem de pogos [18] para a simulagao do problema de transporte
passivo, dado por uma lei de conservagao hiperbolica.
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t=87.3626 =350

t=612.6374 t=875.2747

t=1137.9121 t=1400.5495

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 6.7: Aproximagao da concentragao considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com o campo de
permeabilidades heterogéneo e canalizado da camada 36 do projeto SPE10.

A modelagem de pogos para os problemas do tipo a quarter of the five
spot considerados nos exemplos acima é simples e intuitiva. Inicialmente,
constata-se que a borda de injegao 02~ é dada pelas faces sul e oeste da
célula inferior & esquerda, enquanto que a borda de produgao é dada pelas
faces norte e leste da célula superior a direita. Em seguida, identifica-se as
velocidades 1 e v, geradas na célula de injegao e as velocidades 1 e v, geradas
na célula de produgao, como representado na figura 6.8. Essas velocidades
sao obtidas através da solugao do problema eliptico e refletem a a¢do do termo
fonte. Para converter o termo fonte em condigbes de contorno compativeis,
basta replicar as velocidades 1 e v nas faces de injecao e as velocidades 1 e v
nas faces de producao. Com isso, criamos condigdes de contorno de entrada
e saida relacionadas aos pogos de inje¢ao e produgao, respectivamente. Note
que em todas as outras faces da borda do dominio tem-se velocidade nula
devido a condigao de contorno de Neumann nula.

Em termos da lei de conservagao hiperbolica, geralmente células fantas-
mas sao utilizadas para impor as condigdes de contorno [31]. Para o exemplo
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4
a |
= ==

"l

Figura 6.8: Representacao da modelagem de pogos para o problema do tipo
a quarter of the five spot.

considerado, temos que uma condi¢ao de entrada na célula (1, 1) significa que
a concentragao deve ser igual a 1 nas células fantasmas (0,1) e (1,0). Por
outro lado, uma condigao de saida na célula (N, M) significa que a concentra-
¢éo nas células fantasmas (N + 1, M) e (N, M + 1) deve ser igual ao valor da
concentragao na propria célula (N, M), onde considerou-se uma discretizagio
com N x M células. Veja a figura 6.9.

(N,M) [(N+1,M):

=
e

Figura 6.9: Representacao da modelagem das condigoes de contorno através
de células fantasmas para o problema do tipo a quarter of the five spot.

6.6.2 Adimensionalizagao

Para adimensionalizar o problema (6.107) vamos utilizar uma velocidade u*
proveniente do sistema monofasico adimensional, como apresentado na se¢ao
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3.2. Considere as quantidades adimensionais

X u
X*== e u*= ,
L Uref

onde L é um comprimento caracteristico e a variavel u,.t satisfaz

Uyef

=
L

t. (6.109)

Com a variavel temporal na forma adimensional e considerando o operador
também adimensional V* = LV, encontramos a forma adimensional do pro-
blema (6.107):

ffc—O—V"“(u*c): 0 em Q
ot*
c(x*;t*=0)= 0 em (6.110)
c(x*,t*) = 1 em 00,
onde cada pardmetro com o sobrescrito * representa uma quantidade adi-
mensional.

6.7 Exercicios

1. Mostre que o erro de truncamento local do método de Lax-Friedrichs é
dado por (6.69).

2. Mostre que o erro de truncamento local do método de Lax-Wendroff é
dado por (6.70).

3. Observe os termos dominantes dos erros de truncamento dos esquemas
upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff. O que acontece se o niimero
de Courant for n = 1?7 Verifique pelo menos até o segundo termo
dominante do erro de truncamento antes de dar sua resposta.

4. O que significa v = 1 em termos da condigao CFL e a propagagao de
informacoes através das curvas caracteristicas?

5. Utilize o critério de von Neumann para demonstrar que o método de
Lax-Friedrichs é estavel sempre que |v| < 1.

6. Utilize o critério de von Neumann para demonstrar que o método de
Lax-Wendroff é estével sempre que |v| < 1.

6.8 Projetos computacionais

1. Considere um reservatorio unidimensional dado por Q = [0, 25], cuja
velocidade de transporte de fluido neste reservatorio ¢ dada por u(t) = 1
constante. Considere a concentragao de um contaminante passivo neste
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fluido, dada por ¢(z,t), de forma que o transporte é modelado pela
seguinte equagao:
dc dc
+u—=0 em(
ot ox m
ozt =0) = e 02" L o=(@=5" o

(a) Encontre a solu¢ao exata do problema,;

(b) Implemente os métodos de Lax-Friedrichs, Upwind (unilateral) e
Lax-Wendroff, e realize testes de convergéncia para verificar se os
métodos implementados possuem a ordem de convergéncia espe-
rada. Escolha malhas com espagamentos Ax e At que satisfagam
a condi¢ao CFL;

(¢) Verifique através de simulagoes o que acontece se a condi¢ao CFL
(que coincide com o limite de estabilidade destes métodos) néo for
satisfeita;

(d) Compare as solugdes no tempo ¢ = 17 usando Az = 0.05 e ni-
mero de Courant v = 0.8. Repita a comparagdo para uma malha
mais fina e discuta os resultados. O que acontece com as solugoes
se reduzirmos apenas o passo de tempo (reduzindo o ntmero de
Courant), mas deixando Az intacto?

(e) Inclua os métodos de diferencas finitas Leapfrog (de dois passos)
e Beam-Warming (unilateral) nas suas anéalises.

2. Considere o problema resolvido no trabalho computacional da segao
4.8, item 2, de um reservatorio unidimensional com permeabilidade ab-
soluta heterogénea K extraida da camada 33 do projeto SPE10. Con-
sidere ainda as mesmas dimensoes do trabalho computacional da se¢ao
4.8 e que o reservatorio possua porosidade ¢ = 1 uniforme. Pretende-
mos estudar o transporte passivo de um contaminante ¢(z, t), sujeito a
velocidade u(z) obtida como solucdo do trabalho da secéo 4.8. O con-
taminante é injetado na fronteira & esquerda do dominio. Tal situagao
é modelada pela lei de conservagao hiperbdlica:

oc 0

%-l-a(u(x)c) =0 emQ
c(x, 0)—0 em €2
(x—Ot) emz =0

(a) Implemente os métodos Upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff
para este problema com coeficientes variaveis;

(b) Conduza testes de refinamento temporal e verifique como cada
método se comporta;
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(¢) Qual dos métodos vocé recomendaria para este problema? Justi-
fique.

3. Considere agora o problema do item 4 do trabalho computacional da
secao 4.8, ou seja, um reservatorio bidimensional Q = [0, L] x [0, L]
com permeabilidade absoluta K extraida da camada 33 do projeto
SPE10, porosidade uniforme ¢ = 1, e as dimensoes e propriedades
dadas na segao 4.8. O objetivo é estudar a propagacao de um con-
taminante sujeito a um campo de velocidades u(x) do escoamento no
meio poroso, obtido na resolu¢ao do item 4 do trabalho da segao 4.8.
O transporte do contaminante ¢ modelado de acordo com o seguinte
sistema hiperbolico:

%-l-v-(u(x)c):() em §)
c(x,t=0)=0 em(

e mais condigoes de contorno de inje¢do de contaminante, de acordo
com a escolha das condigoes de contorno para o problema eliptico do
tipo slab (injegao de contaminante em toda fronteira esquerda do reser-
vatorio) ou five-spot (injegao de contaminante na célula correspondente
ao pogo de inje¢do). Para ambos casos (slab e five-spot), faga:

(a) Implemente os métodos upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff
para este problema;

(b) Faga um estudo de convergéncia para um problema simplificado
(geometria quadrada por exemplo) com velocidade constante (por
exemplo u = (1,1)) para verificar que os métodos estao bem im-
plementados;

(c¢) Faga comparagoes entre estes métodos, incluindo uma anélise de
tempo de computagao;

(d) Qual seria a sua recomendacao de escolha de método e passo tem-
poral para resolver este problema da melhor forma possivel?
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Este livro traz uma pequena introdugao ao mundo da modelagem matema-
tica e computacional em problemas de escoamentos em meios porosos com
aplicagoes na area de extragao de petroleo. Apresentamos ao longo do texto
também uma pitada de analise numérica béasica, sem entrar muito no for-
malismo matematico, mas trazendo o minimo necessario para compreensao e
anélise dos métodos apresentados, tornando-se uma introdugao para estudos
futuros nesta area. Nossa ideia aqui nao foi traduzir o conteido de livros
classicos, como os de Chen [11, 12| ou LeVeque [31, 32] por exemplo, mas
sim introduzir de forma compacta, para um publico proficiente na Lingua
Portuguesa, os conceitos fundamentais da area, com abordagem diferenciada
nas analises dos métodos. O leitor mais atento notara tais diferengas princi-
palmente na abordagem de problemas hiperbolicos lineares com coeficientes
variaveis, na andlise da condi¢ao CFL e estabilidade linear, na adimensiona-
lizagao dos problemas e na modelagem dos pogos de inje¢ao e produgao.

O leitor que chegou até o final deve, portanto, estar familiarizado com as
técnicas bésicas de volumes finitos para resolugdo de problemas elipticos e
hiperboélicos em uma ou mais dimensoes, que modelam escoamentos mono-
fasicos em meios porosos, incluindo o transporte passivo de contaminantes.
Para o leitor mais interessado em se aprofundar nestes estudos, saiba que
o que foi apresentado aqui ¢ apenas a pequena ponta de um enorme ice-
berg. O primeiro proximo passo seria um estudo mais aprofundado de leis de
conservagao hiperbdlicas, principalmente as nao lineares, com suas solugoes
descontinuas, e a base matematica para entender a construcao de solugoes
analiticas como da equagao de Buckley-Leverett, por exemplo. Em seguida,
o leitor devera se aprofundar nos métodos numéricos para leis de conservacao
hiperbolicas nao lineares, especialmente métodos de Godunov e suas deriva-
¢oes, e métodos centrais, para poder comecar a estudar métodos de mais
alta ordem, limitadores de fluxo, e os métodos que possuam a propriedade
TVD!. Com tais ferramentas, o estudante podera finalmente comecar a resol-
ver problemas bifasicos incompressiveis que modelam o escoamento de dgua

! Total Variation Diminishing, ou diminui¢do da variaco total
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e 6leo em subsuperficie, tipo de escoamento mais comum e simplificado que
ocorre na extragao secundaria de petroleo. O acoplamento de equagoes de
naturezas diferentes também serd um desafio neste ponto, como por exemplo
o acoplamento entre equacgoOes elipticas e hiperbolicas para a resolugao de
escoamentos bifasicos incompressiveis.

A partir desse ponto, o céu é o limite, pois o modelo pode ser complicado
de diversas maneiras, com a introdugao de compressibilidade e a possibili-
dade de resolucao de escoamento de gases em subsuperficie, levando a, por
exemplo, o modelo Black-Oil, que considera trés fases e trés componentes
diferentes, capaz de resolver o escoamento simultineo de agua, 6leo e gés
com troca de massa entre eles. Talvez um dos modelos mais completos de
interesse para a industria petrolifera seja o modelo composicional, que pode
considerar o escoamento simultaneo de diversas componentes (agua, 6leo,
gases, parafina, etc.) com reagoes quimicas e troca de massa entre as fases.
Obviamente ha outras formas de complicar o modelo, como alterando-se a
geometria, a possibilidade de uso de malhas nao estruturadas, acoplamento
com modelos geomecanicos, computagao multiescala, entre diversos outros
desafios.

Esperamos que esta pequena introdugao seja um incentivo para os alu-
nos de graduagao e pos-graduagao interessados na area, e que seja apenas
o primeiro ou um dos primeiros estudos de muitos outros, nessa longa e
gratificante estrada.
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