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Prefácio

Aplicações na indústria petrolífera, não raro, utilizam de simulações compu-
tacionais como importante ferramenta para tomadas de decisões, auxiliando
os profissionais de engenharia de petróleo. Estes profissionais precisam di-
mensionar e demarcar possíveis campos de reservatórios de petróleo, otimizar
a posição dos poços de injeção e extração, tentando maximizar a produção e
a vida útil dos reservatórios. É de se esperar que os modelos utilizados para
a simulação em escala industrial sejam bastante sofisticados, incorporando a
física dos escoamentos em subsuperfície, em meios altamente heterogêneos,
combinando a presença de fraturas e carstes1, além de diversos processos quí-
micos que ocorrem na extração dos hidrocabonetos2. Enquanto a modelagem
precisa dos processos físicos e químicos envolvidos nesses escoamentos requer
alto grau de sofisticação, os princípios básicos de conservação que os regem
são bastante simples, de forma que o estudante interessado na área pode
construir gradativamente o conhecimento básico necessário para compreen-
são desses fenômenos, para a construção de modelos matemáticos e para o
desenvolvimento de métodos numéricos adequados para a solução dos mode-
los desenvolvidos. Este livro se apresenta como um guia para os primeiros
degraus desta escada de conhecimento.

Este livro é fruto de pesquisas realizadas pelo grupo de Mecânica de Flui-
dos Computacional do Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
da Universidade de São Paulo. O conhecimento contido neste livro foi lapi-
dado por diversos cursos de métodos numéricos para escoamentos de fluidos,
oferecidos a alunos de graduação e pós-graduação desta universidade nos úl-
timos anos. Este material é destinado a alunos em final de graduação ou
início de pós-graduação, com formação básica em Matemática (Aplicada ou
Industrial), Ciência da Computação ou Engenharias, que pretendem se apro-
fundar no estudo de métodos numéricos, com foco não apenas em aplicações
na indústria petrolífera, mas em qualquer aplicação que envolva escoamen-
tos de fluidos em meios porosos. A ideia deste livro é apresentar passo a
passo, de forma mesclada, a modelagem física e matemática de escoamen-
tos em meios porosos, com ênfase na indústria de petróleo, com métodos

1Formações geológicas caracterizadas pela dissolução de rochas carbonáticas, formando
estruturas como túneis, vazios e dolinas.

2Compostos químicos formados por carbono e hidrogênio. Petróleo, gás natural e pa-
rafina são exemplos de hidrocarbonetos.

xi



xii

de discretização e solução numérica, notadamente métodos de volumes fini-
tos conservativos, para solução dos modelos apresentados. Propusemos ao
longo do texto, exercícios teóricos e implementações de problemas práticos,
com o intuito fornecer as ferramentas necessárias para treinar o estudante
interessado nesta área.

O texto está organizado na seguinte forma: uma introdução ao problema
da extração de petróleo é apresentada no Capítulo 1, seguida da apresenta-
ção de diversas definições, nomenclatura e conceitos básicos de escoamentos
em meios porosos no Capítulo 2. O Capítulo 3 traz uma discussão sobre
a modelagem de escoamentos monofásicos (água ou petróleo), baseando-se
em princípios de conservação, com discussões sobre condições auxiliares e
adimensionalização. O Capítulo 4 introduz o estudante ao método de volu-
mes finitos para discretização do modelo de escoamento monofásico em meios
porosos, com discussões sobre princípios de consistência, estabilidade e con-
vergência dos métodos produzidos. O Capítulo 5 introduz o problema de
transporte (passivo) em meios porosos, com dedução das leis de conservação
hiperbólicas que modelam tais fenômenos. Finalmente no Capítulo 6, o es-
tudante é apresentado ao universo dos métodos de volumes finitos para leis
de conservação hiperbólicas, focando-se em problemas lineares com coeficien-
tes variáveis, e aplicações no transporte passivo em meios porosos, incluindo
a modelagem de poços de injeção e produção em reservatórios de petróleo.
Considerações finais são traçadas no Capítulo 7, concluindo o texto.

Esperamos que este material possa incentivar estudantes entusiasmados
a aprofundar seus conhecimentos nesta área tão interessante. Boa leitura!

São Carlos, 03 de fevereiro de 2023.

Fabricio Simeoni de Sousa
Franciane Fracalossi Rocha



Capítulo 1

Introdução

Reservatórios de petróleo são formações rochosas sedimentares que possuem
diversos espaços vazios entre seus grãos minerais. Esses espaços vazios for-
mam redes de poros interconectados que armazenam e permitem o escoa-
mento de fluidos derivados de hidrocarbonetos, como é o caso do petróleo. A
extração de petróleo, que consiste na retirada desse fluido através de poços
de produção, é uma atividade base para vários setores industriais. Diversos
fatores interferem nos aspectos da produção de petróleo, como por exemplo,
o tipo de rocha que compõe o reservatório e os fluidos envolvidos no esco-
amento. Estimar características da produção é uma importante etapa na
busca por uma utilização ótima dos campos de produção de petróleo. Nesse
contexto, as simulações numéricas de escoamentos em reservatórios de petró-
leo surgem como ferramentas para o auxílio no gerenciamento da produção.
Nas próximas seções, os principais aspectos da modelagem de reservatórios
de petróleo são discutidos.

1.1 O problema da extração de petróleo

A produção de petróleo é uma atividade industrial extremamente importante
para a humanidade, tendo inúmeras aplicações como: no setor energético,
transportes, fabricação de plásticos, tintas, cosméticos, produtos de limpeza,
produtos farmacêuticos, eletrodomésticos, eletroportáteis, entre outros. O
petróleo vem sendo explorado e comercializado desde as civilizações antigas.
As técnicas de extração de petróleo evoluíram ao longo dos anos, acompa-
nhando os avanços tecnológicos e fazendo surgir diferentes mecanismos para
a extração do mesmo. Por exemplo, desenvolveram-se os simuladores para
fornecer previsões quantitativas e qualitativas relacionadas à extração do pe-
tróleo, permitindo um melhor planeamento e redução nos custos operacionais.

O problema da extração de petróleo é um problema interdisciplinar atual
e relevante, que envolve várias áreas de pesquisa como a física, química, ma-
temática, computação, engenharia, geologia, entre outras. Avanços e novos
desenvolvimentos em diversos tópicos ainda se fazem necessários, visando
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tanto a utilização otimizada dos campos existentes como a descoberta de
novos campos de petróleo. Também existe a necessidade de estudos voltados
para a quantificação dos limites de uso sustentável dos recursos, com o obje-
tivo de minimizar os prejuízos ambientais associados à produção de petróleo
[20].

1.2 Reservatórios de petróleo

As rochas sedimentares são materiais sólidos constituídos de partículas mi-
nerais ou orgânicas que são depositadas e acumuladas na superfície da Terra.
Essas rochas são encontradas em reservatórios formados por bacias sedimen-
tares, onde ocorreu um processo de sedimentação em larga escala. Ao longo
de milhões de anos, camadas de sedimentos são criadas em águas profundas,
águas costeiras rasas ao longo do litoral, lagos, rios e diversos outros lugares.

Cada ambiente sedimentar possui diferentes características em relação a
forma e ao tipo de sedimento. Por exemplo, os arenitos são formados por
partículas minerais que são perdidas de um material sólido por intemperismo
e erosão, sendo transportadas pela água até o local em que são depositadas.
Já as rochas carbonáticas são formadas por esqueletos de organismos mari-
nhos que possuem um alto teor de cálcio, como os corais. Outros exemplos
são as rochas formadas por lama, argila e limo, que possuem pequenos poros
e capacidade limitada de transmitir fluidos, além das rochas químicas, for-
mados por minerais que precipitam de uma solução, como é o caso dos sais
impermeáveis que ocorrem através da evaporação dos oceanos [33].

Em geral, as camadas sedimentares são constituídas de areia, lama, pe-
quenas partículas de rochas, plânctons, algas e outros organismos que vi-
viam na água e morreram cobertos por lama. Esses organismos consistem
de celulose, gorduras, proteínas, açúcar e muitos outros produtos formando
o querogênio, que ao longo de milhões de anos se transforma em petróleo e
gás natural, os quais ficam aprisionados e acumulados nessas rochas porosas,
formando os reservatórios de petróleo. O petróleo e o gás natural podem ser
aprisionados por diferentes estruturas [42], como as seguintes:

• Anticlinais: dobras produzidas devido à pressão lateral nos estratos;

• Armadilhas estratigráficas: acumulam hidrocarbonetos devido as alte-
rações no tipo de rocha;

• Armadilhas de falhas: são formadas quando os estratos são movidos
em direções opostas ao longo de uma linha, fazendo com que as rochas
permeáveis entrem em contato com rochas impermeáveis;

• Cúpulas de sal impermeáveis: são criadas por depósitos de sal.

Na estrutura dos reservatórios de petróleo existem várias camadas de dife-
rentes misturas de partículas rochosas com variações nos tipos minerais, teor
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Figura 1.1: Esquema ilustrando a estrutura de um reservatório marinho profundo,
como os reservatórios do pré-sal brasileiro. Nota-se a presença dos poros contendo
água e petróleo na representação à direita.

de argila e tamanho dos grãos. Também existem alternâncias de camadas
grossas e finas de material, camadas impermeáveis, fraturas e falhas. Todas
essas variações interferem na movimentação dos hidrocarbonetos que estão
confinados nas redes de poros da rocha. A figura 1.1 apresenta um esquema
ilustrando a estrutura de um reservatório marinho profundo, como os reser-
vatórios do pré-sal brasileiro. É possível notar a presença dos poros contendo
água e petróleo na representação à direita. Existe uma diferença significa-
tiva nas escalas: os reservatórios possuem escala em quilômetros, enquanto
os poros da rocha são da ordem de centenas de micrômetros.

1.3 Processos de recuperação do petróleo

Várias técnicas para deslocar o óleo até poços de produção são utilizadas
para a extração do mesmo. O tipo natural de recuperação de óleo, chamado
de recuperação primária, consiste no deslocamento do óleo por diferença de
pressão. Nesse tipo de recuperação, quando o poço é furado gera-se uma
diferença de pressão que permite o óleo fluir naturalmente para fora do re-
servatório, veja uma ilustração desse processo na figura 1.2. A medida que
o óleo vai sendo produzido, a pressão no reservatório decai gradativamente,
e, consequentemente, a taxa de produção. Este processo de recuperação de
petróleo é responsável por cerca de 15% a 30% da produção do reservatório
[12, 18].

Para aumentar a produção e recuperar parte do óleo que ficou retido no
reservatório, surgem os processos de recuperação secundária, que injetam um
fluido como água ou gás para manter a pressão no reservatório e as taxas de
escoamento. Nesse processo, o fluido injetado nos poços de injeção empurra
o óleo até os poços de produção, conforme ilustração na figura 1.3. Esse tipo
de recuperação é um dos mais utilizados atualmente devido ao baixo custo
quando comparado com outras estratégias mais complexas. No entanto, a
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Figura 1.2: Recuperação primária: o óleo retido no meio poroso flui naturalmente
pelo poço de produção por diferença de pressão.

Figura 1.3: Recuperação secundária: um fluido como água ou gás é injetado no
meio poroso para empurrar o óleo até os poços de produção.

recuperação secundária nem sempre é eficiente, por exemplo, a água injetada
pode varrer o reservatório muito rapidamente e deixar parte significativa do
óleo para trás. Isso ocorre pois a água, geralmente, se move com maior faci-
lidade através do meio poroso, formando caminhos preferenciais e avançando
diretamente para os poços de produção. Este fenômeno é comum quando o
óleo apresenta alta viscosidade com relação à água, sendo conhecido como
formação de dedos viscosos (em inglês, viscous fingering). Cerca de 50% do
óleo ainda é deixado no reservatório após o processo de recuperação secun-
dária [12, 18].

Para recuperar mais do óleo residual, técnicas de recuperação terciária
são aplicadas, as quais são processos especiais de recuperação escolhidos para
atuarem nos pontos onde os processos anteriores falharam. Essas estratégias
envolvem efeitos químicos e térmicos para facilitar o movimento do óleo den-
tro do meio poroso [12, 18]. Por exemplo, a injeção de um solvente (dióxido
de carbono, nitrogênio ou o próprio gás natural produzido no poço) ou sur-
factante que se misture ao óleo e faça-o fluir mais facilmente. Outra possi-
bilidade é a adição de polímeros à água para aumentar a sua viscosidade e
alcançar uma mobilidade próxima a do óleo, evitando-se assim que a mesma
percorra caminhos preferenciais rapidamente. Também é possível aumentar
a mobilidade do óleo através da injeção de vapor ou algum outro método ter-
mal que diminua a viscosidade do mesmo. A figura 1.4 apresenta esquemas
exemplificando algumas das estratégias utilizadas na recuperação terciária.
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Figura 1.4: Recuperação terciária: efeitos químicos e termais como a injeção de
solventes, polímeros ou vapor de água são utilizados para facilitar o movimento do
óleo até os poços produtores.

Existem ainda outros métodos e mecanismos menos convencionais tais como
a injeção de microorganismos, que através de processos biológicos produzem
substâncias que ajudam a aumentar a mobilidade do óleo, e o uso de on-
das eletromagnéticas para aquecer o reservatório, também com o objetivo de
aumentar a mobilidade do óleo [17].

As tecnologias desenvolvidas para aumentar a quantidade de óleo produ-
zido, e consequentemente, aumentar a vida produtiva do reservatório, con-
sideram os diferentes métodos de recuperação e também a combinação de
mais de um desses processos. Basicamente as fases da vida de um campo de
petróleo consistem na descoberta, projeto exploratório, declaração de comer-
cialidade, operação e abandono, sendo que a fase de operação ou produção
pode ser composta por uma, duas, ou as três etapas de recuperação discutidas
acima. Um gerenciamento baseado em aspectos técnicos e econômicos pode
possibilitar o aumento da vida útil de um reservatório através da aplicação
das técnicas mais adequadas para cada estágio da produção. Neste contexto,
os simuladores utilizados para fazer previsões da produção são fundamentais.

1.4 Simulação de reservatórios de petróleo

Os diferentes métodos de recuperação são considerados por diversos simula-
dores de escoamentos em meios porosos para estimar aspectos da produção
de petróleo. O objetivo da simulação é o entendimento dos complexos pro-
cessos químicos, físicos e de escoamentos de fluidos que ocorrem dentro do
reservatório [37]. Tais simulações complementam as observações de campo,
testes de laboratório, testes em poços e modelos analíticos, sendo utilizadas
para estimar características de produção, calibrar parâmetros de reservató-
rios, identificar padrões nos escoamentos, etc. Existem diferentes técnicas
que são utilizadas para simular tais processos, as quais compreendem mode-
los geológicos, físicos, matemáticos, computacionais, entre outros [3].

A simulação numérica é essencial para a obtenção de previsões acuradas
sobre a performance do reservatório de petróleo [11]. Após uma etapa de
modelagem, onde é feita a caracterização do meio poroso, os simuladores
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Figura 1.5: Etapas de modelagem e simulação de um reservatório de petróleo.
Tem-se inicialmente apenas informações geológicas do reservatório, as quais são
modeladas numericamente e em seguidas utilizadas por simuladores para gerar in-
formações sobre a produção do petróleo.

são alimentados com os dados obtidos e fornecem importantes estimativas
sobre o escoamento, como por exemplo, as curvas de produção [41]. O es-
quema mostrado na figura 1.5 fornece uma ideia da importância das etapas de
modelagem e simulação de um reservatório de petróleo. Tem-se inicialmente
apenas informações geológicas do reservatório, as quais são modeladas nume-
ricamente e, em seguida, utilizadas por simuladores para gerar informações
sobre a produção do petróleo.

A caracterização do reservatório pode ser feita de diferentes maneiras,
por exemplo, através de modelos baseados na análise da sísmica. Neste caso,
são feitos estudos de dados geofísicos e geológicos das bacias sedimentares
através de ondas acústicas ou elásticas produzidas artificialmente, seguindo
as etapas de

• Aquisição sísmica: as ondas acústicas ou elásticas são geradas e propa-
gadas na sub-superfície, sendo refletidas nas interfaces das camadas e
registradas em receptores posicionados na superfície;

• Processamento sísmico: os dados obtidos passam por inúmeros trata-
mentos com a finalidade de gerar imagens da sub-superfície;

• Interpretação sísmica: os atributos sísmicos do meio são obtidos, per-
mitindo a caracterização do reservatório.

Enquanto os reservatórios de petróleo possuem escala em quilômetros, os
poros da rocha são da ordem de centenas de micrômetros. Levar em conta
essa diferença nas escalas é um desafio para a simulação de reservatórios em
meios heterogêneos, principalmente quando se trata de reservatórios grandes
como, por exemplo, os descobertos no pré-sal brasileiro. Simular reservatórios
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como esses, com resolução razoável, leva a problemas computacionais gigan-
tes que atingem facilmente a ordem de bilhões de células computacionais.
Além das condições computacionais, outra dificuldade enfrentada na simula-
ção de reservatórios é a obtenção de uma caracterização precisa e completa
dos parâmetros da rocha que influenciam no escoamento. O conhecimento
sobre o modelo geológico do reservatório e as principais propriedades dos
fluidos envolvidos no escoamento é essencial para o manejo dos dados que
alimentam os simuladores [1]. Os simuladores, por sua vez, devem fazer uso
de métodos numéricos inovadores, capazes de tirar proveito de arquiteturas
de última geração do tipo multicore na simulação eficiente de reservatórios
de grande porte. Existe, portanto, uma necessidade constante de desenvol-
vimentos nesta área, buscando métodos avançados que combinem precisão,
estabilidade e desempenho, além de uma gestão de dados eficaz.

As técnicas desenvolvidas para a simulação de reservatórios de petróleo
também podem ser aplicadas para resolver outros modelos como os reserva-
tórios subterrâneos de água [45], visando o uso e gerenciamento sustentável
dos mesmos. Por exemplo, esta modelagem pode ser utilizada para o mo-
nitoramento do espalhamento de contaminantes em aquíferos subterrâneos.
Outra necessidade essencial para a manutenção sustentável da atividade hu-
mana que pode se beneficiar dessas técnicas é a redução na emissão dos gases
do efeito estufa. Nesse sentido, o desafio é o estudo sobre o sequestro do gás
carbônico em meios porosos como o solo. Além disso, a modelagem utilizada
para reservatórios de petróleo também pode ser útil na simulação de outros
tipos de meios porosos, como por exemplo tecidos biológicos, plantas, filtros,
células de combustível, concreto, etc.

1.5 Exercícios

1. Faça uma pesquisa sobre quanto tempo, em média, demora cada fase
da vida de um campo de petróleo (descoberta, projeto exploratório,
declaração de comercialidade, operação e abandono) no Brasil.

2. Liste as principais questões que um modelo computacional para a si-
mulação de reservatórios de petróleo deve ser capaz de responder.
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Capítulo 2

Meios Porosos

Cada ambiente sedimentar possui diferentes características em relação a
forma e ao tipo de sedimento, o que influencia diretamente no movimento
dos fluidos dentro do meio poroso. Para modelar escoamentos em rochas
sedimentares é necessário descrever a geometria e as propriedades físicas das
rochas e dos fluidos envolvidos [1]. As propriedades da rocha refletem a capa-
cidade que a mesma tem em transmitir e acumular fluidos em seus poros. Já
as propriedades dos fluidos são aquelas que geralmente dependem da pressão
do reservatório, como as massas específicas, viscosidades e compressibilidade.
Neste capítulo as referidas propriedades são discutidas juntamente com al-
guns conceitos básicos na modelagem de meios porosos.

2.1 Definição de meio poroso

Um meio poroso é caracterizado por sua porosidade, que consiste na habili-
dade de armazenar fluidos, sendo determinada pela fração do volume de poros
(volume vazio da formação). Outra propriedade importante na modelagem
de meios porosos é a permeabilidade, que representa a capacidade do meio
poroso em transmitir fluidos. A seguir essas propriedades são detalhadas.

2.1.1 Porosidade

A porosidade φ de um meio é a fração do volume que é ocupada por espaços
vazios, isto é

φ “ Vp

Vt
, (2.1)

onde Vp é o volume de vazios da rocha e Vt é o volume total da mesma [41].
Portanto, a porosidade é uma grandeza adimensional que assume valores
entre 0 e 1, sendo que 1´φ representa a fração do reservatório que é ocupada
pela rocha.

Os espaços vazios são divididos em duas partes: poros interconectados,
onde há escoamento, e poros desconectados. A fração de espaços vazios que
são interconectados é chamada de porosidade efetiva. A porosidade é medida
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geralmente em laboratório a partir de pequenas amostras de rocha. O valor
da porosidade do reservatório é então estimado estatisticamente a partir dos
resultados de análises de uma grande quantidade de amostras.

Quando os sedimentos são depositados na água, eles tem porosidade de
aproximadamente 0.5. Entretanto, a medida que eles vão sendo enterrados,
os minerais depositados, e a água saindo, os espaços entre os sedimentos
diminuem consolidando-os como rochas. Quanto mais compacto for o meio
poroso, menor é sua porosidade. Grãos com tamanhos não uniformes impli-
cam em menor porosidade, pois os grãos menores ocupam os poros formados
por grãos maiores. Por outro lado, rochas com grãos uniformes tem maior
porosidade. Arenito e calcário tem porosidade de 0.05 a 0.5, sendo que a
porosidade do arenito depende principalmente do processo de sedimentação
com que a rocha foi formada, enquanto que a porosidade do calcário depende
das mudanças que ocorrem após o depósito de sedimentos.

Meios incompressíveis tem porosidade estática, enquanto que rochas com-
pressíveis possuem porosidade dinâmica. No caso compressível, a porosidade
das rochas depende da pressão do reservatório devido à compressibilidade cr,
a qual relaciona a variação de volume com a variação de pressão p em um
meio poroso:

cr “ 1

φ

dφ

dp
“ d lnpφq

dp
. (2.2)

Considerando-se uma compressibilidade constante, e integrando a equação
acima temos

φppq “ φ0e
crpp´p0q, (2.3)

onde p0 é uma pressão de referência para a qual a porosidade é φ0 [17].
Usando expansão em séries de Taylor em (2.3) temos

φppq “ φ0

„
1 ` cr pp ´ p0q ` 1

2!
c2r pp ´ p0q2 ` ¨ ¨ ¨

j
. (2.4)

Normalmente assume-se a aproximação linear:

φppq « φ0 r1 ` cr pp ´ p0qs . (2.5)

2.1.2 Permeabilidade

A permeabilidade representa a habilidade do meio poroso em transmitir flui-
dos através dos seus poros interconectados. É um parâmetro definido em
função do fluxo para medir a capacidade de transmissão do fluido quando o
meio poroso está completamente saturado com o mesmo. Quando existe um
único fluido no meio poroso, esta propriedade recebe o nome de permeabili-
dade absoluta.

Em termos das equações que modelam escoamentos em meios porosos, a
permeabilidade é um fator de proporcionalidade entre a taxa de escoamento
e a pressão. Sua unidade no Sistema Internacional de Unidades (SI) é m2,
sendo mais comumente expressa em unidade de Darcy (D) ou mili-Darcy
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(mD), onde 1D « 0.987 ˆ 10´12m2. Tipicamente, reservatórios tem perme-
abilidade variando de 0.1mD a 20D para líquidos e menos de 10mD para
gases.

Rochas com poros grandes e bem conectados resultam em uma permea-
bilidade alta, como é o caso dos arenitos. Por outro lado, rochas com poros
menores e não tão conectados possuem baixa permeabilidade e são conheci-
das como rochas impermeáveis. Normalmente a permeabilidade é altamente
heterogênea devido às diferentes partículas existentes numa rocha, grau de
cimentação e transição entre diferentes formações rochosas. Portanto, em
locais próximos pode haver uma grande variação na permeabilidade.

Geralmente denotada por K, a permeabilidade é dada por um tensor
simétrico positivo definido

K “
»
– Kxx Kxy Kxz

Kyx Kyy Kyz

Kzx Kzy Kzz

fi
fl , (2.6)

onde os termos da diagonal representam como a vazão em uma direção axial
depende do gradiente de pressão na mesma direção, e os demais termos mos-
tram a dependência entre a vazão em uma direção axial e o gradiente de
pressão em direções perpendiculares [18]. Se a permeabilidade é isotrópica,
então K se torna um escalar. Quando K é espacialemnete constante, tem-se
um meio homogêneo, caso contrário o meio poroso é heterogêneo. Na maioria
dos usos em simulações de reservatórios de petróleo assume-se K como sendo
diagonal.

2.2 Introdução à física de um meio poroso

Em geral, água, óleo e gás existem simultaneamente em um reservatório de
petróleo e deslocam-se por diferentes processos [11]. A seguir destacamos os
principais tipos de deslocamentos que ocorrem dentro de um reservatório.

• Embebição: Um deslocamento por embebição ocorre quando a fase
molhante aumenta. Por exemplo, em um meio poroso com água, a
embebição fará com que a água desloque o óleo.

• Drenagem: Um processo de deslocamento por drenagem ocorre quando
a fase não molhante aumenta. Por exemplo, em um meio poroso com
água, a drenagem fará com que o óleo desloque a água.

• Embebição espontânea: Um processo de embebição espontâneo ocorre
quando uma fase molhante invade um meio poroso sob a ação de forças
superficiais e ausência de qualquer outra força externa.

• Métodos de recuperação de óleo: Os métodos de recuperação de óleo
incluem os processos de recuperação primária, secundária e terciária
vistos anteriormente.
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Independentemente do processo de deslocamento, é esperado que um reser-
vatório em operação produza óleo, gás natural e água.

2.2.1 Propriedades dos fluidos

As propriedades dos fluidos presentes em um reservatório devem ser conside-
radas para o entendimento do comportamento do escoamento. Geralmente
uma amostra representativa do reservatório é retirada e as propriedades dos
fluidos são medidas em laboratório. Quando dados de laboratório não estão
disponíveis, fórmulas empíricas são utilizadas para descrever as propriedades
dos fluidos. A seguir, as definições de compressibilidade e viscosidade de
fluidos são introduzidas.

Compressibilidade

A compressibilidade (cf )1 relaciona a variação do volume (V ) ou massa es-
pecífica (ρ) com a variação de pressão p:

cf “ ´ 1

V

BV
Bp

ˇ̌̌
T

“ 1

ρ

Bρ
Bp

ˇ̌̌
T
, (2.7)

em uma temperatura T fixa. Integrando-se a equação acima temos

ρ “ ρ0e
cf pp´p0q, (2.8)

onde p0 é uma pressão de referência para a qual a massa específica é ρ0 [11].
Usando expansão em séries de Taylor temos

ρ “ ρ0

„
1 ` cf pp ´ p0q ` 1

2!
c2f pp ´ p0q2 ` ¨ ¨ ¨

j
, (2.9)

e pode-se obter a aproximação

ρ « ρ0 r1 ` cf pp ´ p0qs . (2.10)

A expressão acima também pode ser utilizada para descrever a relação
entre a compressibilidade e densidade da rocha. Para o caso de gases, a lei
dos gases, que relaciona pressão, volume e temperatura, pode ser utilizada:

pV “ nRTZ, (2.11)

onde p é a pressão, V é o volume, n é o número de mols, R é a constante
universal dos gases (R « 8, 3144 nas unidades do SI), T é a temperatura e Z
é o fator de compressibilidade do gás. Note que um gás tende a se comportar
como ideal quando Z « 1. A equação (2.11) pode ainda ser expressa em

1Formalmente, a compressibilidade é uma propriedade do escoamento, e não do fluido.
Assim a propriedade cf associada a um fluido deve ser entendida como um parâmetro para
caracterizar o escoamento daquele fluido.
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termos da massa específica, para isto basta multiplicar o número de mols por
volume pelo peso molecular W , obtendo-se assim:

ρ “ pW

RTZ
. (2.12)

Portanto, utilizando a equação (2.12) em (2.7) tem-se:

cg “ cf “ 1

p
´ 1

Z

BZ
Bp

ˇ̌̌
T
. (2.13)

Os escoamentos presentes no reservatório podem ser classificados como
incompressíveis, levemente compressíveis ou compressíveis. Um escoamento
incompressível possui compressibilidade zero, o que implica uma massa espe-
cífica constante independentemente da pressão. Um escoamento levemente
compressível possui uma compressibilidade baixa e constante, tendo a sua
massa específica variando linearmente com a pressão. Um escoamento com-
pressível, por sua vez, possui compressibilidade alta e sua massa específica
cresce com a pressão, tendendo a se estabilizar em altas pressões. Em modela-
gens de escoamentos multifásicos em reservatórios de petróleo, o escoamento
da água é tratado como incompressível e o do gás é considerado compressível.
Já o do óleo é considerado levemente compressível quando a pressão do re-
servatório é maior que a pressão de ponto de bolha, e compressível quando a
pressão do reservatório é menor que a pressão de ponto de bolha. A pressão
de ponto de bolha é a pressão em que a primeira bolha de gás é liberada
do óleo. Ou seja, para uma pressão acima do ponto de bolha o óleo está
insaturado e possui gás dissolvido que pode ser liberado, enquanto que para
uma pressão abaixo do ponto de bolha o óleo está completamente saturado
com gás.

Viscosidade

A viscosidade é a medida da resistência de um fluido ao próprio escoamento.
Os gases, que possuem moléculas distanciadas, apresentam baixa resistência
ao escoamento e portanto, baixa viscosidade. Por outro lado, fluidos mais
densos apresentam alta resistência ao escoamento, e consequentemente alta
viscosidade.

É possível medir a variação da viscosidade com relação à pressão do reser-
vatório considerando o efeito da pressão nas massas específicas dos fluidos.
Por exemplo, o escoamento da água é incompressível e, portanto, quando
a pressão aumenta a viscosidade da água não varia. Já o escoamento do
gás é compressível e sua viscosidade é baixa quando a pressão é baixa, au-
mentando quando a pressão aumenta, mas tendendo ao equilíbrio em altas
pressões. Para o caso do óleo, a relação entre a pressão do reservatório e a
viscosidade deve considerar que o óleo pode transferir massa para a fase gás.
Quando a pressão é maior que a pressão de ponto de bolha, a massa específica
do óleo diminui com a queda de pressão, fazendo com que a viscosidade do



14 Meios Porosos

óleo decresça a medida que a pressão cai. No caso da pressão no reservatório
ser menor que a pressão do ponto de bolha, ocorre a vaporização na mistura
à medida que a pressão diminui, ou seja, o gás diluído no óleo se desenvolve
e forma bolhas de gás em expansão, deixando o óleo menos diluído e cau-
sando o encolhimento progressivo do mesmo devido à transferência de massa
para a fase gasosa. Ao mesmo tempo, ocorre uma expansão do óleo e do
gás, no entanto, o efeito da liberação de gás é dominante e responsável por
um aumento significativo na viscosidade do óleo à medida que a pressão do
reservatório cai.

O conhecimento sobre a relação entre as viscosidades dos fluidos envolvi-
dos no escoamento é extremamente importante para a tomada de decisões.
Por exemplo, como vimos anteriormente, os processos de recuperação secun-
dária apresentam dificuldades quando o óleo possui alta viscosidade, pois o
mesmo permite a formação de dedos viscosos que facilitam o avanço de flui-
dos menos viscosos para os poços de produção. Nesse caso, os processos de
recuperação terciária são alternativas a serem consideradas para facilitar o
movimento do óleo, os quais procuram deixar mais próximas as mobilidades
dos fluidos envolvidos no escoamento, seja diminuindo a viscosidade do óleo
ou aumentando a viscosidade dos outros fluidos.

2.3 Princípios de homogeneização e upscaling

Existe uma diferença significativa nas escalas envolvidas nos problemas de
extração de petróleo. Os reservatórios possuem escala em quilômetros, en-
quanto que os poros da rocha são da ordem de centenas de micrômetros.
Simulações de reservatórios raramente são feitas diretamente no nível de re-
solução dos parâmetros geofísicos. Utiliza-se, em vez disso, algum tipo de
upscaling ou homogeneização, onde é feito um processo de propagação de
propriedades e parâmetros de um modelo de uma determinada resolução
para um modelo de resolução inferior [13]. Vale ressaltar que a malha com-
putacional utilizada na simulação deve ter resolução igual ou superior do que
a malha geológica, na qual os parâmetros são representados.

Ao aplicar as técnicas de upscaling, diferentes escalas de malha geológica
são introduzidas para conseguir levar em conta a heterogeneidade do meio.
Neste processo, regiões heterogêneas de um modelo detalhado de reservatório
são substituídas por regiões homogêneas, gerando um modelo mais grosso do
mesmo reservatório [21]. O novo modelo deve ser equivalente ao anterior,
porém com muito menos parâmetros. As propriedades efetivas das novas
regiões homogêneas são definidas de modo que preservem os efeitos das va-
riações em pequena escala em um sentido médio. Na figura 2.1 temos uma
representação do upscaling das propriedades petrofísicas, sendo que a perme-
abilidade absoluta foi a propriedade considerada. A forma como essa média
deve ser calculada depende do tipo de propriedade a ser ampliada.

A tarefa de aplicar upscaling não é trivial e constitui uma das áreas de pes-
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Figura 2.1: Upscaling das propriedades petrofísicas, sendo que a permeabilidade
absoluta foi a propriedade considerada.

quisa mais ativas na indústria de petróleo [2]. Representar sistematicamente
a heterogeneidade de uma escala fina e detalhada do reservatório requer mé-
todos matemáticos especializados [48]. Além disso, preservar a geometria dos
modelos geológicos complexos fornecidos na caracterização do reservatório é
um grande desafio. Como esses procedimentos de média não consideram o
acoplamento além do domínio local, eles também possuem dificuldades em
levar em consideração o efeito das correlações de longo alcance e padrões de
escoamento em grande escala no reservatório. Nesse sentido, técnicas que
utilizam algum tipo de informação global são recomendadas para preservar
as tendências de escala global e as estruturas de heterogeneidade de escala
fina [9, 10, 26, 46].

Na modelagem multiescala para rochas permeáveis podemos destacar os
seguintes modelos:

• Modelos microscópicos: usados para determinar a porosidade, permea-
bilidade, propriedades elétricas e elásticas das rochas através de estudos
de amostras usando microscópio eletrônico com resolução de micrôme-
tros ou imagens geradas por tomografia (CT-scans).

• Modelos mesoscópicos: fazem upscaling das propriedades básicas da
rocha para uma escala intermediária (ordem de milímetros e centíme-
tros), representando uma média do escoamento na escala do poro.

• Modelos macroscópicos: representam a geologia do reservatório no nível
de detalhe necessário para a simulação. Dados sobre a geometria e a
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Figura 2.2: Escolha de um REV considerando a propriedade de porosidade, a qual
vale um na parte correspondente a um poro e zero na parte correspondente à rocha.

distribuição das propriedades petrofísicas são utilizados numa descrição
volumétrica que decompõe o reservatório num conjunto de células.

Cada modelo representa diferentes aplicações no estudo de escoamentos mul-
tifásicos em meios porosos.

2.4 Volumes elementares representativos

Considerando que as propriedades do fluxo petrofísico são constantes em
alguns intervalos de escala, é possível destacar volumes representativos. Os
Volumes Elementares Representativos, do inglês Representative Elementary
Volumes (REVs), são os menores volumes sobre os quais uma medida pode
ser feita para representar o todo [5]. Tais volumes encontram-se entre a escala
dos poros da rocha (de 10´6 à 10´3 metros) e a escala de Darcy (tipicamente
entre 10´2 e 101 metros). Isso significa que o tamanho de um REV varia
entre milímetros cúbicos e centímetros cúbicos [36]. Na figura 2.2 temos
uma ilustração de como escolhe-se um REV considerando a propriedade de
porosidade, a qual vale um na parte correspondente a um poro e zero na
parte correspondente à rocha. Note que o REV é definido onde a propriedade
considerada torna-se constante.

2.5 A lei de Darcy

O fluxo físico de água em um filtro vertical de areia foi estudado, experimen-
talmente, por Henry Darcy em 1856 [15]. O filtro de areia foi inicialmente
preenchido com água, sendo as taxas de fluxo de entrada e saída iguais e
os parâmetros hidráulicos de entrada e saída medidos com manômetros de
coluna de mercúrio, veja a ilustração do conceito utilizado na figura 2.3.
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Figura 2.3: Conceito utilizado experimentalmente por Darcy.

A altura hidráulica em relação a um valor fixo z é dada por

h “ ´ p

ρg
` z, (2.14)

onde p é a pressão da água, ρ é a massa específica da água e g é a magnitude
da aceleração da gravidade. Com a água fluindo no meio poroso, Darcy
mostrou que para o mesmo filtro de areia a taxa de fluxo Q é proporcional
à área da seção transversal A e à diferença na altura hidráulica ht ´ hb,
e inversamente proporcional ao tamanho do tanque L. Matematicamente
temos:

Q

A
“ k

ht ´ hb
L

ě, (2.15)

onde ě é o vetor direção do escoamento e k é a condutividade hidráulica, que

para o esquema considerado é dada por k “ ρgK

μ
, sendo μ é a viscosidade

do fluido e K é a permeabilidade absoluta do meio.

O fluxo de Darcy u “ Q

A
ao longo do filtro de areia representa o volume

total de fluido pela área total por tempo, sendo também é conhecido como
velocidade de Darcy. No entanto, como apenas uma fração da área da seção
transversal é considerada para o fluxo devido a presença dos grãos de areia, u
é uma velocidade macroscópica média dos fluxos microscópicos que ocorrem
dentro de REVs, dada por

u “ Q

A
“ k

ht ´ hb
L

ě “ ρgK

μ
∇h “ ρgK

μ
∇

ˆ
´ p

ρg
` z

˙
“ ´K

μ
p∇p ´ ρg∇zq ,

(2.16)
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Figura 2.4: Representação para a velocidade dada pela Lei de Darcy em um REV.
A velocidade é composta pela média dos fluxos que ocorrem dentro do REV.

onde z é a profundidade. A equação anterior é conhecida como Lei de Darcy
e representa a conservação de quantidade de movimento, na qual duas forças
governam o fluxo: a pressão e a gravidade. O fluxo dado pela Lei de Darcy é
estudado na escala de Darcy e é composto por médias dos fluxos que ocorrem
dentro dos REVs. Na figura 2.4 temos uma representação para a velocidade
média dada pela Lei de Darcy em um REV.

2.6 Exercícios

1. De acordo com as definições apresentadas, é possível identificar uma
correlação entre porosidade e permeabilidade? Explique.

2. Encontre uma expressão para a densidade da rocha ρr, sabendo que a
compressibilidade da mesma é dada por

cr “ 1

ρr

Bρr
Bp

ˇ̌̌
T
.



Capítulo 3

Modelagem de escoamentos
monofásicos em meios porosos

Escoamentos monofásicos em meios porosos são induzidos devido à aplicação
de pressão ou fluxo no domínio saturado por apenas um fluido [12]. Os
princípios fundamentais que descrevem este tipo de escoamento refletem a
conservação de massa e a relação entre pressão e velocidade em um meio
poroso, que é dada pela Lei de Darcy [18]. Neste capítulo apresentamos
como o escoamento monofásico em meios porosos é modelado.

3.1 Equações gerais para escoamentos monofásicos

O escoamento de um fluido em um meio poroso é o fluxo que ocorre nos
espaços vazios interconectados do reservatório. As equações que modelam
esse fenômeno consideram as propriedades do fluido e as características do
meio poroso [33].

Se considerarmos um volume elementar representativo V , a conservação
de massa do fluido implica que a massa acumulada em V deve ser igual a
taxa de fluxo pelas bordas de V mais a quantidade de massa injetada em V ,
ou seja

B
Bt

ż
V
φρ dxloooooomoooooon

Massa em V

`
ż

BV
ρu ¨ n dsloooooomoooooon

Fluxo pelas bordas

“
ż
V
q dxlooomooon

Massa injetada

. (3.1)

Aplicando-se o teorema da divergência temos

B
Bt

ż
V
φρ dx `

ż
V
∇ ¨ pρuqdx “

ż
V
q dx (3.2)

e alternando
B
Bt com a integração espacial podemos escrever

ż
V

ˆ B
Btpφρq ` ∇ ¨ pρuq

˙
dx “

ż
V
q dx. (3.3)
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Como a equação (3.3) vale para qualquer volume elementar V , obtém-se a
equação diferencial parcial

B
Btpφρq ` ∇ ¨ pρuq “ q. (3.4)

Escrevendo a Lei de Darcy em (3.4), obtemos a seguinte equação diferencial
parcial com incógnitas p e ρ:

B
Btpφρq ´ ∇ ¨

ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q, (3.5)

que através da regra do produto pode ser escrita como

φ
Bρ
Bt ` ρ

Bφ
Bt ´ ∇ ¨

ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q, (3.6)

ou seja,

φ
Bρ
Bp

Bp
Bt ` ρ

Bφ
Bp

Bp
Bt ´ ∇ ¨

ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q. (3.7)

Utilizando as relações entre pressão e porosidade, e pressão e massa específica,
dadas respectivamente pelas equações (2.2) e (2.7), temos

φρcf
Bp
Bt ` ρφcr

Bp
Bt ´ ∇ ¨

ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q, (3.8)

ou, equivalentemente,

ρφct
Bp
Bt ´ ∇ ¨

ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q, (3.9)

onde ct “ cf ` cr representa a compressibilidade total.
Note que a equação (3.9) é não linear, pois ρ e ct podem depender de

p. No entanto, essas variáveis podem ser expressas de maneira explícita ou
implícita como uma função da pressão [18]. A seguir apresentamos alguns
casos especiais para a equação (3.9), os quais produzem diferentes tipos de
escoamentos monofásicos [12].

3.1.1 Escoamento incompressível

Quando a rocha e o fluido são incompressíveis, ρ e φ são independentes de
p, e portanto ct “ 0. Com isso, temos que a equação (3.9) torna-se uma
equação elíptica com coeficientes variáveis:

´ ∇ ¨
ˆ
ρK

μ
p∇p ´ ρg∇zq

˙
“ q. (3.10)

Introduzindo o potencial do fluido Φ “ p ´ ρgz, temos uma equação de
Poisson dada por

´ ∇ ¨
ˆ
ρK

μ
∇Φ

˙
“ q, (3.11)

ou ainda uma equação de Laplace para os casos em que o termo fonte é nulo:

´ ∇ ¨
ˆ
ρK

μ
∇Φ

˙
“ 0. (3.12)
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3.1.2 Compressibilidade constante

Se a compressibilidade do fluido é constante e independente da pressão, po-
demos considerar que a porosidade do meio e a viscosidade do fluido não
dependem da pressão. Além disso, da equação (2.7), temos que

∇p “ 1

ρcf
∇ρ, (3.13)

permitindo escrever a equação (3.5) em função da massa específica

φ
Bρ
Bt ´ 1

μcf
∇ ¨ `

Kp∇ρ ´ cfρ
2g∇zq˘ “ q. (3.14)

A equação acima é uma equação parabólica, que no caso particular em que
não existem efeitos gravitacionais e de termos fonte, transforma-se numa
equação linear para a massa específica do fluido, similar à equação do calor
com coeficientes variáveis:

Bρ
Bt “ 1

φμcf
∇ ¨ pK∇ρq . (3.15)

3.1.3 Escoamento levemente compressível

Quando a compressibilidade do fluido é pequena, pode-se assumir que a po-
rosidade depende apenas de x e que μ é constante, então a equação (3.9)
pode ser reescrita como

ρφct
Bp
Bt ´ 1

μ

´
ρ∇ ¨ pK∇pq ` pK∇pq ¨ ∇ρ

¯
` 1

μ
∇ ¨ pρ2gK∇zq “ q. (3.16)

De (3.13) temos que ∇ρ “ ρcf∇p. Usando essa relação, e desprezando os
efeitos gravitacionais e de termos fonte por simplificação, temos

ρφct
Bp
Bt “ ρ

μ

´
∇ ¨ pK∇pq ` cf∇p ¨ pK∇pq

¯
. (3.17)

Quando cf é suficientemente pequeno, tem-se que cf∇p¨pK∇pq ! ∇¨pK∇pq,
e assim, o termo cf∇p ¨ pK∇pq pode ser negligenciado, resultando em uma
equação linear para a pressão do fluido, similar à equação (3.15)

Bp
Bt “ 1

φμct
∇ ¨ pK∇pq . (3.18)

Se o fluido é um gás ideal temos que

ρ “ pW

RT
, (3.19)

e, como visto na equação (2.13), cf “ 1{p. Considerando que os efeitos da
gravidade são insignificantes para os gases, e assumindo que φ é uma função
apenas de x e q “ 0, a equação (3.9) pode ser escrita como:

pW

RT
φ
1

p

Bp
Bt “ ∇ ¨

ˆ
pW

RT

K

μ
∇p

˙
, (3.20)



22 Modelagem de escoamentos monofásicos em meios porosos

resultando em Bp
Bt “ 1

φμ
∇ ¨ ppK∇pq , (3.21)

que é equivalente à seguinte expressão simplificada:

Bp2
Bt “ 1

φμcf
∇ ¨ `

K∇p2
˘
. (3.22)

3.1.4 Condições auxiliares

Para completar as equações diferenciais parciais que modelam escoamentos
monofásicos em meios porosos são necessárias condições de contorno, sendo
também requerida uma condição inicial nos casos das equações de natureza
parabólica [33].

É comum nas simulações de reservatórios considerar um sistema fechado,
isto é, sem escoamento nas bordas externas, modelada por uma condição de
fluxo nulo, ou seja, uma condição de contorno de Neumann homogênea:

u ¨ n “ 0 em BΩu, (3.23)

onde BΩu representa as partes da borda do domínio Ω que recebem condições
de contorno do tipo Neumann. Nesse caso BΩu “ BΩ.

Também é comum que parte do reservatório esteja em contato com um
grande sistema aquífero, cuja pressão é conhecida e pode ser modelada em
termos de uma condição de contorno de Dirichlet:

ppxq “ pb em BΩp, (3.24)

onde BΩp representa as partes da borda do domínio que recebem condições
de contorno do tipo Dirichlet e pb é o valor da condição de contorno.

Alternativamente, partes da borda podem ter fluxo de entrada prescrito,
modelado em termos de uma condição de contorno de Neumann não homo-
gênea:

u ¨ n “ ub em BΩu, (3.25)

onde ub é o valor da condição de contorno.
A borda do domínio pode ser dividida entre condições de Neumann e

Dirichlet, desde que BΩ “ BΩp Y BΩu e BΩp X BΩu “ ∅. Considerando, por
exemplo, um domínio bidimensional Ω “ r0, Lxs ˆ r0, Lys, é comum impor
condições chamadas de tipo slab: BΩ “ BΩin Y BΩno Y BΩout, onde

BΩin “ tp0, yq : y P r0, Lysu
BΩno “ tpx, 0q e px, Lyq : x P r0, Lxsu

BΩout “ tpLx, yq : y P r0, Lysu
sendo impostas as condições de contorno:

• Fluxo imposto u ¨ n “ ub na borda de entrada BΩin (esquerda);
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(a) Reservatório. (b) Domínio Ω.

Figura 3.1: Configuração do domínio do tipo a quarter of the five spot.

• Nenhum fluxo u ¨ n “ 0 nas bordas superior e inferior BΩno;

• Pressão imposta p “ pb na borda de saída BΩout (direita).

No caso das equações parabólicas é necessária também a especificação
de uma condição inicial para a pressão, sendo tipicamente utilizada uma
distribuição hidrostática, como a dada por uma coluna de gravidade que é
governada por uma equação diferencial ordinária do tipo

dp

dz
“ ´ρg, ppz0q “ p0. (3.26)

Outro exemplo clássico de modelagem utilizada em aplicações de reserva-
tórios de petróleo é o chamado modelo five-spot , que considera uma configu-
ração com poços de injeção e poços de produção intercalados, como ilustrado
na figura 3.1a. Uma porção do reservatório contendo exatamente um poço
injetor e um poço produtor é denominada a quarter of the five spot. Essa
porção do reservatório é definida como o domínio Ω, onde a injeção e produ-
ção são induzidas através de um termo fonte q aplicado em células localizadas
nos extremos de Ω de acordo com o esquema apresentado na figura 3.1b.

Para um domínio do tipo a quarter of the five spot, considera-se condições
de contorno homogêneas de Neumann, isto é, BΩ “ BΩu e ub “ 0, e o termo
fonte vale:

q “
$&
%

q̃ no poço de injeção
´q̃ no poço de produção
0 no restante do domínio.

(3.27)

Devido a este problema ter apenas condições de contorno de Neumann, ele
admite infinitas soluções, portanto a pressão deve ser especificada em algum
ponto do domínio para remover essa indeterminação.
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3.2 Unidades de medida

Nesta seção descrevemos as unidades de medida para as variáveis utilizadas
em escoamentos monofásicos e a relação entre elas através das equações go-
vernantes. A tabela 3.1 apresenta cada parâmetro e seus respectivos símbolos
e unidades no SI.

Parâmetro Símbolo Unidade no SI
Tempo t s

Comprimento L, x, y, z m
Porosidade φ -

Massa específica ρ kg{m3

Permeabilidade K m2

Viscosidade μ Pa ¨ s
Compressibilidade cf , cr, ct Pa´1

Aceleração da gravidade g m{s2
Profundidade z m

Pressão p Pa
Velocidade u m{s

Taxa de fluxo q kg{m3 ¨ s

Tabela 3.1: Parâmetros, símbolos e unidades de medida no SI que são utilizados
em escoamentos monofásicos.

Na prática, várias unidades de medida utilizadas na simulação de re-
servatórios não são dadas no SI e, portanto, conversões são frequentemente
requeridas [11]. Por exemplo, a permeabilidade geralmente é expressa em
Darcy ou mili-Darcy, o tempo em dias, a pressão pode ser encontrada em psi
(1psi « 6894, 7573Pa) e a viscosidade em centipoise (1cP “ 0.001Pa ¨ s).

O sistema de equações governantes para escoamentos monofásicos consi-
dera as equações (3.4) e (2.16), juntamente com condições de contorno, como
segue: $’’’’’&

’’’’’%

B
Btpφρq ` ∇ ¨ pρuq “ q em Ω

u “ ´K

μ
p∇p ´ ρg∇zq em Ω

p “ pb em BΩp

u ¨ n “ ub em BΩu.

(3.28)

Uma verificação da consistência nas unidades de medida nos fornece

rqs “ 1

s

kg

m3
` 1

m

kg

m3

m

s
“ kg

m3 ¨ s (3.29)

para a primeira equação, e

rus “ m2

Pa ¨ s
ˆ
Pa

m
` kg

m3

m

s2
m

m

˙
“ m

s
` m2

kg
m¨s2 ¨ s

kg

m2 ¨ s2 “ m

s
(3.30)
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para a segunda equação.

3.2.1 Adimensionalização

A adimensionalização das equações governantes é uma prática comum no
estudo de equações diferenciais e na simulação numérica [4, 29]. A seguir
apresentamos um exemplo de adimensionalização para as equações que des-
crevem escoamentos monofásicos no caso incompressível, onde o sistema de
equações (3.28) pode ser simplificado para

$’’’’’&
’’’’’%

∇ ¨ u “ q

ρ
em Ω

u “ ´K

μ
p∇p ´ ρg∇zq em Ω

p “ pb em BΩp

u ¨ n “ ub em BΩu.

(3.31)

Para obter a forma adimensional do problema acima, consideramos as se-
guintes quantidades adimensionais:

u˚ “ u

uref
, p˚ “ p

pref
,

K˚ “ K

Kmax
, q˚ “ L

ρuref
q,

g˚ “ g

gref
, z˚ “ z

L
,

onde L é um comprimento característico, Kmax é o valor máximo atingido
pela permeabilidade absoluta e as variáveis de referência uref, pref e gref sa-
tisfazem

pref “ Lμuref

Kmax
e gref “ μuref

ρKmax
. (3.32)

Note que cada quantidade com o sobrescrito ˚ representa uma quantidade
adimensional. Usando essas quantidades nas equações de (3.31) e conside-
rando o operador adimensional ∇˚ “ L∇, obtemos

$’’’’’’&
’’’’’’%

1

L
∇˚ ¨ puref u

˚q “ ρuref

ρL
q˚ em Ω

uref u
˚ “ ´KmaxK

˚
μ

´ 1

L
∇˚ppref p

˚q ´ ρgref g
˚ 1

L
∇˚pLz˚q

¯
em Ω

pref p
˚ “ pb em BΩp

puref u
˚q ¨ n “ ub em BΩu.

(3.33)
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Substituindo os valores de pref e gref e manipulando as equações, concluímos
que a forma adimensional do sistema (3.31) é dada por$’’&

’’%
∇˚ ¨ u˚ “ q˚ em Ω

u˚ “ ´K˚`∇˚p˚ ´ g˚∇˚z˚˘
em Ω

p˚ “ pb{pref em BΩp

u˚ ¨ n “ ub{uref em BΩu.

(3.34)

3.3 Meios homogêneos

Com o objetivo de apresentar alguns modelos frequentemente utilizados em
simulações de reservatórios de petróleo, vamos adotar algumas hipóteses sim-
plificadoras para o escoamento. Considere o sistema de equações governantes
de um escoamento incompressível, isotérmico e sem efeito gravitacional de
um fluido de massa específica constante num meio poroso incompressível:$’’’’’&

’’’’’%

∇ ¨ u “ q

ρ
em Ω

u “ ´K

μ
∇p em Ω

p “ pb em BΩp

u ¨ n “ ub em BΩu.

(3.35)

Para escoamentos monofásicos governados pelo sistema (3.35), um meio
poroso é dito homogêneo quando a permeabilidade absoluta K é constante
e uniforme, ou seja, não depende de x. Meios porosos homogêneos são fre-
quentemente utilizados em testes de verificação de códigos e implementa-
ções, em muitos casos através de comparações com soluções analíticas ou
semi-analíticas para este problema elíptico bastante simplificado.

3.4 Meios heterogêneos e o projeto SPE10

Para escoamentos monofásicos governados pelo sistema (3.35), um meio po-
roso é dito heterogêneo quando a permeabilidade absoluta K varia com x.
Nesse caso, o escoamento tende a passar pelas regiões de alta permeabilidade
e evitar regiões de baixa permeabilidade.

Na figura 3.2 temos um exemplo de campo de permeabilidades heterogê-
neo no domínio Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s, gerado em uma malha cartesiana regular
com 64 ˆ 64 células, por Kpxq “ e4.5ξpxq, onde ξpxq é uma distribuição
Gaussiana auto-semelhante de medida nula e função de covariança dada por
Cpx,yq “ |x ´ y|´1{2 [24]. O resultado é um campo com alto contrate de
permeabilidade, que é definido como o quociente entre os valores máximo e
mínimo da permeabilidade: Kmax{Kmin « 106.

Na figura 3.3 temos um exemplo campo de permeabilidades heterogêneo
tridimensional. Trata-se de um campo realístico fornecido pela Sociedade
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Figura 3.2: Campo de permeabilidades heterogêneo em escala logarítmica.

Figura 3.3: Campo de permeabilidades do projeto SPE10 em escala logarítmica.

de Engenheiros de Petróleo (Society of Petroleum Engineers - SPE ) através
do projeto SPE10 (https://www.spe.org/web/csp/datasets/set02.htm)
[13], um modelo utilizado como referência em simulações de reservatórios de
petróleo.

O modelo SPE10, que possui uma geometria relativamente simples, é
muito utilizado para a comparação entre métodos computacionais e simula-
dores pela comunidade acadêmica. O conjunto de dados é uma realização
geoestatística tridimensional das formações Jurassic Upper Brent do Mar do
Norte de dimensões 365.76m ˆ 670.56m ˆ 51.81m. Uma malha cartesiana
regular com 60ˆ 220ˆ 85 células é utilizada para descrever o modelo, sendo
que as 35 camadas superiores representam a formação marinha rasa de Tar-
bert e as 50 camadas inferiores representam a formação fluvial de Ness (uma
formação do tipo canalizada de alto contraste).

Geralmente subconjuntos dos campos do projeto SPE10 são utilizados
em testes numéricos, como por exemplo, a escolha de uma das 85 camadas
para a simulação de problemas bidimensionais. Na figura 3.4 tempos a 36ª
camada do campo SPE10, amplamente utilizada em testes, comparações e
validações de simuladores. Essa camada é uma formação do tipo canalizada
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Figura 3.4: Permeabilidade da camada 36 do projeto SPE10 em escala logarítmica.

de alto contraste, com variações abruptas e descontinuidades na distribuição
dos valores da permeabilidade, possuindo inclusive um canal de alta perme-
abilidade pronunciado.

3.5 Exercícios

1. Mostre que as equações (3.21) e (3.22) são equivalentes.

2. Escreva a versão unidimensional do sistema (3.35) com condição de
contorno de Neumann à esquerda e de Dirichlet à direita. Mostre como
o sistema pode ser escrito em cada um dos casos a seguir:

(a) K escalar e homogêneo;

(b) K escalar e heterogêneo, dado por uma função contínua em x;

(c) K escalar e heterogêneo, com descontinuidades em x.

3. Forneça a forma adimensional do seguinte problema:$’’’’’&
’’’’’%

ρφct
Bp
Bt ` ∇ ¨ pρuq “ q em Ω

u “ ´K

μ
p∇p ´ ρg∇zq em Ω

p “ pb em BΩp

u ¨ n “ ub em BΩu.

(3.36)



Capítulo 4

Método de volumes finitos para
equações elípticas

Neste capítulo apresentamos esquemas de volumes finitos para equações elíp-
ticas com o objetivo de aproximar numericamente a solução do seguinte sis-
tema: $&

%
´∇ ¨ pK∇pq “ q em Ω

p “ pb em BΩp

p´K∇pq ¨ n “ ub em BΩu,
(4.1)

sendo a pressão relacionada com a velocidade de Darcy:

u “ ´K∇p. (4.2)

Observe que a viscosidade (μ) e a massa específica (ρ), que são uniformes
no caso incompressível, foram consideradas unitárias com o objetivo de fa-
cilitar o desenvolvimento da formulação. Para reverter essa simplificação,
basta dividir K e q pelos valores constantes a serem adotados para μ e ρ,
respectivamente.

Para obter uma discretização de volumes finitos integramos a primeira
equação de (4.1) sobre um volume de controle genérico Vk

´
ż
Vk

∇ ¨ pK∇pq dx “
ż
Vk

q dx, (4.3)

e utilizando o teorema da divergência chegamos em

´
ż

BVk

pK∇pq ¨ nk ds “
ż
Vk

q dx, (4.4)

onde nk é o vetor normal à Vk. A discretização de K deve ser tratada
adequadamente [19, 47, 43], tendo grande impacto na solução aproximada.
Para introduzir a correta discretização deste termo, utilizaremos um domínio
unidimensional para o estudo deste problema na próxima seção.
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xi´ 1
2

xi` 1
2

xi` 3
2

pi

Vi Vi`1

pi`1

Ki`1

Ki

Figura 4.1: Esquema de volumes finitos unidimensional.

4.1 O caso unidimensional

Considere um domínio unidimensional Ω “ ra, bs onde a primeira equação de
(4.1) é escrita como:

´ d

dx

ˆ
K

dp

dx

˙
“ q. (4.5)

Aplicando o mesmo processo de discretização por volumes finitos discutido
na seção anterior, temos uma partição do domínio em N intervalos Vi “”
xi´ 1

2
, xi` 1

2

ı
, temos que, integrando a equação em um Vi qualquer,

´
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

q dx “
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

d

dx

ˆ
K

dp

dx

˙
dx “ K

dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
i` 1

2

´ K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
i´ 1

2

. (4.6)

Considerando que a permeabilidade absoluta é constante em cada volume
de controle, que é a forma mais comum de apresentação desta propriedade,
temos a situação apresentada na figura 4.1. No método de volumes finitos,
a incógnita do problema (neste caso a pressão) é interpretada como sendo
uma aproximação para a média da solução exata no volume de controle Vi,
ou seja,

pi » 1

|Vi|
ż
Vi

ppxq dx, (4.7)

a qual será considerada constante por célula (como indicado na figura 4.1).
Como temos que discretizar o termo K dp

dx na borda do volume de controle,
a primeira pergunta que surge é: como discretizar K? Mais especificamente,
quanto vale Kpxi` 1

2
q? Uma resposta ingênua seria tomar a média simples de

K nos volumes adjacentes:

Kpxi` 1
2
q “ Ki`1 ` Ki

2
. (4.8)

Mas note que o termo K dp
dxpxi` 1

2
q representa a vazão de uma quantidade

(neste caso fluxo) ao longo da fronteira x “ xi` 1
2

entre os volumes adjacentes,
e obviamente deve preservar essa quantidade que passa através de xi` 1

2
,

saindo de um lado para outro. Se o método de volumes finitos possuir esta
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propriedade, dizemos que o método é conservativo. Supondo a existência
de um valor intermediário pi` 1

2
em x “ xi` 1

2
, podemos fazer a discretização

do fluxo em cada lado de xi` 1
2

para encontrar o valor de pi` 1
2

que preserve
o fluxo entre os volumes de controle. Desta forma,

lim
xÑx´

i` 1
2

K
dp

dx
» Ki

pi` 1
2

´ pi
Δxi
2

(4.9)

e

lim
xÑx`

i` 1
2

K
dp

dx
» Ki`1

pi`1 ´ pi` 1
2

Δxi`1

2

. (4.10)

Impondo a continuidade do fluxo na interface, devemos ter:

lim
xÑx´

i` 1
2

K
dp

dx
“ lim

xÑx`
i` 1

2

K
dp

dx
, (4.11)

ou seja, os fluxos discretos devem satisfazer

2Ki

pi` 1
2

´ pi

Δxi
“ 2Ki`1

pi`1 ´ pi` 1
2

Δxi`1
. (4.12)

Com isso, temos

Δxi`1Kipi` 1
2

´ Δxi`1Kipi “ ΔxiKi`1pi`1 ´ ΔxiKi`1pi` 1
2
, (4.13)

isto é,`
Δxi`1Ki ` ΔxiKi`1

˘
pi` 1

2
“ Δxi`1Kipi ` ΔxiKi`1pi`1. (4.14)

Portanto,

pi` 1
2

“ Δxi`1Kipi ` ΔxiKi`1pi`1

Δxi`1Ki ` ΔxiKi`1
. (4.15)

Substituindo este valor em (4.9) (ou analogamente em (4.10)), obtemos o
fluxo

K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
i` 1

2

“ 2Ki
Δxi`1Kipi ` ΔxiKi`1pi`1 ´ Δxi`1Kipi ´ ΔxiKi`1pi

Δxi
`
Δxi`1Ki ` ΔxiKi`1

˘
“ 2KiKi`1

ˆ
pi`1 ´ pi

Δxi`1Ki ` ΔxiKi`1

˙
, (4.16)

que deve ser único dos dois lados da interface xi` 1
2
. Se considerarmos

Δxi`1 “ Δxi “ Δx, fica fácil de ver que

K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
i` 1

2

“ 2KiKi`1

Ki ` Ki`1looooomooooon
Média harmônica

ˆ
pi`1 ´ pi

Δx

˙
, (4.17)
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ou seja, o coeficiente que torna o método conservativo, tanto na equação
(4.17) quanto na equação (4.16), é de fato a média harmônica entre Ki e
Ki`1, e que define o valor adequado de K em xi` 1

2
. Observe que o termo

entre parêntesis em (4.17) é a discretização central de dp
dx em xi` 1

2
.

Da equação (4.16), é possível determinar os valores de K dp
dx nas interfaces

xi` 1
2

e xi´ 1
2
. Voltando à equação (4.6), resta apenas aproximar a integral do

lado esquerdo, a qual é dada por:ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

q dx “ Δxqi, (4.18)

onde qi é o valor médio do termo fonte em Vi e, portanto, constante por
partes. Considerando uma malha de tamanho uniforme Δx, a aproximação
da equação (4.5) em cada volume Vi é finalmente dada por

´ 2KiKi`1

Ki ` Ki`1

ˆ
pi`1 ´ pi

Δx

˙
` 2Ki´1Ki

Ki´1 ` Ki

ˆ
pi ´ pi´1

Δx

˙
“ Δxqi, (4.19)

ou ainda,

1

Δx2

´
´Ki` 1

2
ppi`1 ´ piq ` Ki´ 1

2
ppi ´ pi´1q

¯
“ qi, (4.20)

onde

Ki` 1
2

“ 2KiKi`1

Ki ` Ki`1
. (4.21)

Considerando uma discretização com N células computacionais, o es-
quema numérico de (4.20) pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ap “ b, (4.22)

com p “ pp1, ¨ ¨ ¨ , pN qT , b “ pq1, ¨ ¨ ¨ , qN qT , e A é uma matriz tridiagonal
definida por

pApqi “ 1

Δx2

´
´Ki´ 1

2
pi´1 `

´
Ki´ 1

2
` Ki` 1

2

¯
pi ´ Ki` 1

2
pi`1

¯
, (4.23)

para i “ 2, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1. As linhas i “ 1 e i “ N da matriz podem ser
modificadas pela imposição de condições de contorno ao problema, como
veremos a seguir. Esta discretização pode ser generalizada para o caso de
espaçamento variável Δxi “ xi` 1

2
´ xi´ 1

2
, que fica como exercício.

4.1.1 Tratamento das condições de contorno

Suponha uma condição de Neumann no contorno à esquerda do domínio,
o que equivale a uma condição de fluxo imposto em x “ a. Note que, na
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notação de malha que utilizamos, esta posição equivale a xi´ 1
2

quando i “ 1,
isto é, x 1

2
“ a. Assim a condição é dada por

´ K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x 1
2

“ ub. (4.24)

Da equação (4.6) aplicada para i “ 1, temos

´
ˆ
K

dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x 3
2

´ K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x 1
2

˙
“ Δxq1, (4.25)

que substituindo diretamente o valor da condição dada em (4.24), pode ser
reescrita como

´ 2K1K2

K1 ` K2

ˆ
p2 ´ p1
Δx

˙
“ Δxq1 ` ub, (4.26)

ou, equivalentemente

1

Δx2

ˆ
´ K 3

2
pp2 ´ p1q

˙
“ q1 ` ub

Δx
, (4.27)

que é a primeira equação do sistema Ap “ b. Para o contorno à di-
reita, vamos considerar uma condição de Dirichlet, ou seja, pressão imposta
p|x

N` 1
2

“ pb. Mais uma vez, de (4.6) temos

´
ˆ
K

dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
N` 1

2

´ K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
N´ 1

2

˙
“ ΔxqN , (4.28)

onde a discretização do fluxo em xN´ 1
2

é feita normalmente, porém em xN` 1
2

a discretização deve ser modificada de forma a acomodar a condição de con-
torno. Para tanto, faremos uma discretização regressiva da derivada da pres-
são, considerando apenas meio volume de controle, resultando em

K
dp

dx

ˇ̌̌
ˇ
x
N` 1

2

“ KN

ˆ
pb ´ pN

Δx
2

˙
“ 2KN

ˆ
pb ´ pN
Δx

˙
. (4.29)

Nessas condições, quando i “ N , a última linha do sistema linear é dada
por:

´ 2KN

ˆ
pb ´ pN
Δx

˙
` KN´ 1

2

ˆ
pN ´ pN´1

Δx

˙
“ ΔxqN , (4.30)

ou, equivalentemente

1

Δx2

ˆ
2KNpN ` KN´ 1

2
ppN ´ pN´1q

˙
“ qN ` 2KNpb

Δx2
. (4.31)
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Δx

Δy

yj` 1
2

yj´ 1
2

xi´ 1
2

xi` 1
2

pi,j ,Ki,j

Vi,j

pi`1,j ,Ki`1,j

Vi`1,j

xi` 3
2

Figura 4.2: Elementos da malha bidimensional de volumes finitos.

Considerando as equações (4.27) e (4.31), temos que a matriz do sistema é
dada por

A “ 1

Δx2

»
—————————————–

K 3
2

´K 3
2

´K 3
2

´
K 3

2
` K 5

2

¯
´K 5

2

. . . . . . . . .

´KN´ 3
2

´
KN´ 3

2
` KN´ 1

2

¯
´KN´ 1

2

´KN´ 1
2

´
KN´ 1

2
` 2KN

¯

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

O primeiro e o último elementos do vetor b também devem incorporar as
condições de contorno, ou seja

b “
ˆ
q1 ` ub

Δx
, q2, ¨ ¨ ¨ , qN´1, qN ` 2KNpb

Δx2

˙T

. (4.32)

Observe que se trata de uma matriz simétrica diagonal dominante de forma
que o sistema acima pode ser aproximado por diferentes métodos numéricos
para solução de sistemas lineares (veja por exemplo em [25, 27, 38, 39]).

4.2 O caso bidimensional

Nesta seção vamos estender o método de volumes finitos para o caso bidimen-
sional. A generalização para dimensão maior segue procedimento análogo ao
descrito aqui. Nosso objetivo é obter uma discretização para a equação (4.4)
em um domínio Ω Ă R

2. Para tanto, consideremos uma malha de volumes
finitos obtidos por uma partição cartesiana de um domínio Ω retangular, de
acordo com a figura 4.2.

Primeiramente, note que a integral do lado direito de (4.4) pode ser escrita
em termos da definição de qi,j como sendo a média da função do termo fonte
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W E

N

S

BVi,j

Vi,j

Figura 4.3: Componentes norte, sul, leste e oeste de BVi,j .

qpx, yq no volume Vi,j , de acordo com a interpretação de volumes finitos, da
seguinte maneira

ż
Vi,j

q dx “ |Vi,j |qi,j “ ΔxΔy qi,j , (4.33)

onde ΔxΔy é o volume da célula Vi,j e qi,j é constante por célula. Para a
integral do lado esquerdo de (4.4) consideramos a decomposição em segmen-
tos de reta da borda de Vi,j , isto é BVi,j “ N ` S ` E ` W , onde N , S, E e
W representam, respectivamente, as componentes norte, sul, leste e oeste de
BVi,j , como ilustrado na figura 4.3.

Com isso temosż
BVi,j

pK∇pq ¨ n ds “
ż
N

pK∇pq ¨ nN ds `
ż
S

pK∇pq ¨ nS ds

`
ż
E

pK∇pq ¨ nE ds `
ż
W

pK∇pq ¨ nW ds, (4.34)

sendo nN , nS , nE e nW os vetores normais à cada aresta de BVi,j , apon-
tando para fora de Vi,j . Usando a discretização conservativa vista no caso
unidimensional, vamos aproximar cada integral separadamente:

1. Integral na face norte (N): nN “ p0, 1q
ż
N

pK∇pq ¨ nN ds “
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

K
Bp
By

ˇ̌̌
ˇpx,y

j` 1
2

q
dx

»
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

2Ki,jKi,j`1

Ki,j ` Ki,j`1

ˆ
pi,j`1 ´ pi,j

Δy

˙
dx

“ Δx

Δy

2Ki,jKi,j`1

Ki,j ` Ki,j`1
ppi,j`1 ´ pi,jq.
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2. Integral na face sul (S): nS “ p0,´1q
ż
S

pK∇pq ¨ nS ds “
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

´K
Bp
By

ˇ̌̌
ˇpx,y

j´ 1
2

q
dx

»
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

´ 2Ki,j´1Ki,j

Ki,j´1 ` Ki,j

ˆ
pi,j ´ pi,j´1

Δy

˙
dx

“ Δx

Δy

2Ki,j´1Ki,j

Ki,j´1 ` Ki,j
ppi,j´1 ´ pi,jq.

3. Integral na face leste (E): nE “ p1, 0q
ż
E

pK∇pq ¨ nE ds “
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

K
Bp
Bx

ˇ̌̌
ˇpx

i` 1
2
,yq

dy

»
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

2Ki,jKi`1,j

Ki,j ` Ki`1,j

ˆ
pi`1,j ´ pi,j

Δx

˙
dy

“ Δy

Δx

2Ki,jKi`1,j

Ki,j ` Ki`1,j
ppi`1,j ´ pi,jq.

4. Integral na face oeste (W ): nW “ p´1, 0q
ż
W

pK∇pq ¨ nW ds “
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

´K
Bp
Bx

ˇ̌̌
ˇpx

i´ 1
2
,yq

dy

»
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

´ 2Ki´1,jKi,j

Ki´1,j ` Ki,j

ˆ
pi,j ´ pi´1,j

Δx

˙
dy

“ Δy

Δx

2Ki´1,jKi,j

Ki´1,j ` Ki,j
ppi´1,j ´ pi,jq.

Portanto a forma discreta de volumes finitos da equação (4.4) é dada por

ΔxΔy qi,j “ ´ Δx

Δy

2Ki,jKi,j`1

Ki,j ` Ki,j`1
ppi,j`1 ´ pi,jqlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

pNq

´ Δx

Δy

2Ki,j´1Ki,j

Ki,j´1 ` Ki,j
ppi,j´1 ´ pi,jqlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

pSq

´ Δy

Δx

2Ki,jKi`1,j

Ki,j ` Ki`1,j
ppi`1,j ´ pi,jqlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

pEq

´ Δy

Δx

2Ki´1,jKi,j

Ki´1,j ` Ki,j
ppi´1,j ´ pi,jqlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

pW q

,

(4.35)
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que é equivalente a

qi,j “ ´ 1

Δy2
Ki,j` 1

2
pi,j`1 ´ 1

Δy2
Ki,j´ 1

2
pi,j´1

´ 1

Δx2
Ki` 1

2
,jpi`1,j ´ 1

Δx2
Ki´ 1

2
,jpi´1,j

`
ˆ

1

Δy2
Ki,j` 1

2
` 1

Δy2
Ki,j´ 1

2
` 1

Δx2
Ki` 1

2
,j ` 1

Δx2
Ki´ 1

2
,j

˙
pi,j ,

(4.36)

onde

Ki,j` 1
2

“ 2Ki,jKi,j`1

Ki,j ` Ki,j`1
e Ki` 1

2
,j “ 2Ki,jKi`1,j

Ki,j ` Ki`1,j
. (4.37)

Considerando uma discretização com M ˆ N células computacionais, o
esquema numérico de (4.36) pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ap “ b, (4.38)

com p “ pp1, ¨ ¨ ¨ , pMN qT e b “ pq1, ¨ ¨ ¨ , qMN qT . Cada linha da matriz A
está relacionada com uma célula pi, jq e leva em consideração as contribui-
ções de seus quatro vizinhos pi ´ 1, jq, pi ` 1, jq, pi, j ´ 1q e pi, j ` 1q. Aqui
é importante observar a necessidade de uma ordenação para as células com-
putacionais, que impacta diretamente na estrutura da matriz A. Tal escolha
também é possível no caso unidimensional, porém a ordenação positiva dos
intervalos (da esquerda para a direita) é a escolha mais natural. Qualquer or-
dem pode ser escolhida, desde que se mantenha a consistência na numeração
das incógnitas e das equações. No caso bidimensional, há pelo menos duas
ordenações consideradas triviais, a ordenação usual por linhas ou ordenação
usual por colunas.

Para exemplificar a ordenação usual por linhas, considere uma malha 3ˆ3
onde as células são ordenadas da esquerda para a direita e depois de baixo
para cima, como ilustrado na figura 4.4. Temos que a linha 5 da matriz A9ˆ9,
que está relacionada à célula pi, jq, tem contribuições nas colunas 4, 5, 6, 2
e 8. A coluna 5 tem como contribuição o fator que multiplica pi,j em (4.36),
já as colunas 4, 6, 2 e 8, recebem contribuições dos fatores que multiplicam,
respectivamente, pi´1,j , pi`1,j , pi,j´1 e pi,j`1. Com esta ordenação, a matriz
terá uma estrutura pentadiagonal, três diagonais sucessivas (diagonal infe-
rior, principal e superior) e as outras duas diagonais afastadas da principal
a uma distância de M posições acima e abaixo da diagonal principal.

A ordenação usual por linhas pode ser facilmente calculada por uma
relação algébrica, dada por

k “ i ` pj ´ 1qM (4.39)

onde k é o número da incógnita e correspondente linha da matriz e M o
número de células em cada linha da malha. Note que esta fórmula funciona



38 Método de volumes finitos para equações elípticas

i ´ 1, j ´ 1

1

i, j ´ 1

2

i ` 1, j ´ 1

3

i ´ 1, j

4

i, j

5

i ` 1, j

6

i ´ 1, j ` 1

7

i, j ` 1

8

i ` 1, j ` 1

9

Figura 4.4: Exemplo de ordenação das células computacionais para um problema
bidimensional.

apenas para i “ 1, 2, . . . ,M e j “ 1, 2, . . . , N . Uma fórmula para a ordenação
usual por colunas pode ser obtida de forma análoga.

Uma vez calculada a pressão de (4.38), o campo de velocidades pode
ser calculado de forma consistente com a discretização por volumes finitos,
usando-se a mesma estratégia para aproximação dos fluxos nas integrais em
BVi,j . Pela definição em (4.2), temos

u “
„
u
v

j
“

»
——–

´K
Bp
Bx

´K
Bp
By

fi
ffiffifl .

Para se manter a consistência com a aproximação conservativa de volumes
finitos, calcula-se as componentes horizontal e vertical do campo de velocida-
des em cada face correspondente de Vi,j , usando a estratégia de discretização
dos fluxos discutida anteriormente:

uE » ´Ki` 1
2
,j

pi`1,j ´ pi,j
Δx

, uW » ´Ki´ 1
2
,j

pi,j ´ pi,j´1

Δx
,

vN » ´Ki,j` 1
2

pi,j`1 ´ pi,j
Δy

, e vS » ´Ki,j´ 1
2

pi,j ´ pi,j´1

Δy
.

Para fins de visualização ou utilização do campo de velocidades para o
transporte de um traçador passivo, o campo vetorial pode ser calculado no
centro das células, fornecendo um campo discreto mais conveniente para a
maioria das situações. Isso pode ser facilmente calculado através de médias
simples dentro de cada volume de controle, ou seja,

ui,j “ uE ` uW
2

e vi,j “ vN ` vS
2

.
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Figura 4.5: Pontos da malha e volumes de controle para discretizações de
volumes finitos centrados na célula e centrados no vértice.

Figura 4.6: Exemplo de malha não estruturada gerada através de triangula-
ção de Delaunay (esquerda) e respectivo diagrama de Voronoi (direita).

4.3 Outras malhas e discretizações

Existem várias possibilidades para a escolha das malhas computacionais a
serem utilizadas pelo método de volumes finitos, desde malhas ortogonais e
estruturadas até malhas não ortogonais e não estruturadas.

Dependendo de como os volumes elementares são definidos, e da escolha
do posicionamento das incógnitas, podemos ter duas formas de discretização
por volumes finitos, os centrados em células e os centrados nos vértices.

O método de volumes finitos centrados em células foi o método apresen-
tado neste capítulo, onde as incógnitas podem ser consideradas como posi-
cionadas no centro dos elementos da malha, como ilustrado na figura 4.2.
Por outro lado, as técnicas de volumes finitos centrados em vértices alocam
as incógnitas nos vértices da malha, e os volumes de controle, onde serão
integradas as equações diferenciais, são definidos como regiões fechadas em
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torno destes vértices. Há várias formas de obter tais volumes de controle.
Em malhas cartesianas, por exemplo, os volumes de controle podem ser ob-
tidos por uma malha “deslocada” ou “dual", como ilustrado na figura 4.5.
Outro exemplo, em malhas não estruturadas baseadas em triangulação de
Delaunay, os volumes de controle podem ser obtidos através do diagrama de
Voronoi, dual à trangulação de Delaunay, ilustrados na figura 4.6.

Explorar os diferentes tipos de discretização em malhas não cartesianas
está fora do escopo deste livro, porém o leitor interessado poderá consultar
outras obras mais completas, como por exemplo [34].

4.4 Condições de contorno

Nesta seção vamos discutir o tratamento das condições de contorno para o
problema bidimensional considerando o caso de discretizações de volumes
finitos centrados nas células.

4.4.1 Condição de Neumann

Quando a condição de contorno é uma condição do tipo Neumann, significa
a imposição de um fluxo naquela fronteira. Considere primeiramente que
temos uma condição de fluxo nulo, dada por uma condição de Neumann
homogênea, ou seja

´ K
Bp
Bn “ ´pK∇pq ¨ n “ 0 em Γ Ă BVi,j . (4.40)

Para melhor introduzir a discretização do contorno em cada situação, vamos
considerar como exemplo que a face E do volume Vi,j esteja em Γ, como
ilustrado na figura 4.7a, sendo que a sua generalização pode ser feita de
forma análoga para outras situações. Neste caso, apenas a integral (E) será
alterada: ż

E
pK∇pq ¨ nE ds “ 0, (4.41)

de forma que sua contribuição será eliminada da equação (4.35).
Quando a condição de contorno é uma condição do tipo Neumann não

homogênea, tem-se

´ K
Bp
Bn “ ´pK∇pq ¨ n “ gpx, yq em Γ Ă BVi,j , (4.42)

onde g é uma função conhecida para o fluxo na borda. Vamos considerar
como exemplo que a face S do volume Vi,j esteja em Γ, como ilustrado na
figura 4.7b. Neste caso, a integral (S) será alterada:ż

S
pK∇pq ¨ nS ds “

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

pK∇pq ¨ nS dx “ ´
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

gpx, y 1
2
q dx. (4.43)
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VM,j

´K
Bp Bn

“
0

Γ

(a) Condição homogênea na borda
leste de VM,j .

Vi,1

´K Bp
Bn “ gpx, y 1

2
q

Γ
y 1

2

(b) Condição não homogênea na
borda sul de Vi,1.

Figura 4.7: Condições de contorno do tipo Neumann na borda de Vi,j .

Portanto, é preciso integrar numericamente a função g. Seja Gi a aproxima-
ção da referida integral pela regra do trapézio [7, 23], então

Gi “
ż x

i` 1
2

x
i´ 1

2

gpx, y 1
2
q dx » Δx

2

´
gpxi´ 1

2
, y 1

2
q ` gpxi` 1

2
, y 1

2
q
¯
. (4.44)

Desta maneira, a equação (4.35) será modificada quando j “ 1 para

ΔxΔy qi,1 ´ Gi “ ´ Δx

Δy
Ki, 3

2
ppi,2 ´ pi,1qlooooooooooomooooooooooon
pNq

´ Δy

Δx
Ki` 1

2
,1ppi`1,1 ´ pi,1qloooooooooooooomoooooooooooooon

pEq

´ Δy

Δx
Ki´ 1

2
,1ppi´1,1 ´ pi,1qloooooooooooooomoooooooooooooon

pW q

. (4.45)

4.4.2 Condição de Dirichlet

Quando a condição de contorno é uma condição do tipo Dirichlet, isto é,
imposição da pressão em alguma borda, tem-se

p “ gpx, yq em Γ Ă BVi,j , (4.46)

onde g é uma função conhecida para a pressão na borda. Vamos considerar
como exemplo que a face W do volume V1,j esteja em Γ, como ilustrado na
figura 4.8. Neste caso, a contribuição da integral (W ) deve ser recalculada:ż

W
pK∇pq ¨ n “

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

´K
Bp
Bxpx 1

2
, yq dy

»
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

´K 1
2
,j

ˆp1,j ´ gpx 1
2
, yq

x1 ´ x 1
2

˙
dy

“ ´2
Δy

Δx
K 1

2
,j p1,j ` 2

Δx
K 1

2
,j

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

gpx 1
2
, yq dy. (4.47)
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q“
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px
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,y

q

Γ

p1,j
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2

x 3
2

x1

Δx
2

Figura 4.8: Condição de contorno do tipo Dirichlet na borda oeste de V1,j .

E, novamente, é preciso integrar numericamente a função g. Temos que o
valor de Gj pela regra do trapézio e dado por

Gj :“
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

gpx 1
2
, yq dy » Δy

2

´
gpx 1

2
, yj´ 1

2
q ` gpx 1

2
, yj` 1

2
q
¯
. (4.48)

Dessa forma, a equação (4.35) será modificada quando i “ 1 para

ΔxΔy q1,j ´ 2

Δx
K 1

2
,jGj “ ´ Δx

Δy
K1,j` 1

2
pp1,j`1 ´ p1,jqlooooooooooooooomooooooooooooooon
pNq

´ Δx

Δy
K1,j´ 1

2
pp1,j´1 ´ p1,jqlooooooooooooooomooooooooooooooon
pSq

´ Δy

Δx
K 3

2
,jpp2,j ´ p1,jqlooooooooooomooooooooooon

pEq

` 2
Δy

Δx
K 1

2
,j p1,jlooooooomooooooon

pW q

, (4.49)

onde K 1
2
,j “ K1,j . Note que quando gpx, yq ‰ 0 temos uma condição de

Dirichlet não homogênea, que altera o lado direito do sistema linear, o que
não ocorre com o caso de condição de Dirichlet homogênea (gpx, yq “ 0), que
alteraria somente a linha correspondente na matriz A.

4.5 Consistência, estabilidade e convergência

Para avaliar a acurácia dos métodos de volumes finitos para equações elíp-
ticas, precisamos de alguns conceitos básicos de análise numérica. Primeiro,
precisamos definir o conceito de convergência, que é a propriedade do método
numérico de fornecer uma solução que se aproxima cada vez mais da solução
analítica da equação diferencial, quando o espaçamento característico da dis-
cretização vai a zero. É a principal propriedade que gostaríamos de avaliar
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em um método numérico, o que nos garante na teoria que estamos fazendo
uma boa aproximação.

Para tanto, precisamos definir erro entre a aproximação e a solução ana-
lítica. Não é algo trivial, uma vez que a solução que obtemos pelo método
de volumes finitos é constante por partes em cada elemento de malha (vo-
lume de controle), ainda mais, é um conjunto finito de valores, que deve ser
comparado com uma função.

Seja p : Ω Ă R
d Ñ R a solução exata do problema elíptico (4.1). Re-

cordemos que a solução pelo método de volumes finitos, constante em cada
elemento da malha, é de fato uma aproximação para a média da solução
exata em cada elemento, de forma que podemos escrever

pk » p̂k “ 1

|Vk|
ż
Vk

ppxq dx, (4.50)

ou seja, o valor de cada incógnita pk calculado pelo método é uma aproxima-
ção para a média de ppxq em Vk, representada pelo valor p̂k. Note também
que

lim
hÑ0

1

|Vk|
ż
Vk

ppxq dx “ ppxkq, (4.51)

ou seja, a média converge para o valor de p em um ponto xk do elemento
Vk, que pode, sem perda de generalidade, ser identificado como o centróide
de Vk. Com isso, podemos definir o erro global entre as soluções numérica e
exata em um volume de controle Vk como sendo ek “ p̂k ´ pk, componentes
do vetor erro eh “ p̂h´ph, e portanto temos os ingredientes necessários para
definir matematicamente a propriedade de convergência.

Definição 4.1 (Convergência). Dizemos que um método de volumes finitos
para resolver o problema elíptico (4.1) é convergente em uma norma } ¨ } se

lim
hÑ0

}eh} “ lim
hÑ0

}ph ´ p̂h} “ 0,

onde h é o espaçamento característico da malha utilizada.

Com relação à norma usada para o cálculo do erro, pode-se pensar que
basta utilizar uma norma de vetor em espaços euclidianos de dimensão finita,
já que eh tem número finito de componentes. Contudo, é preciso observar que
quando h Ñ 0, o número de componentes deste vetor cresce infinitamente,
portanto é preciso tomar um cuidado extra aqui. De fato, devemos pensar
eh como sendo uma amostragem discreta de uma função erro contínua epxq,
e como tal, devemos usar normas associadas a espaços de funções normados
que contém a solução do problema exato. Em geral utilizamos normas nos
espaços LqpΩq, dadas por

}e}LqpΩq “
ˆż

Ω
|e|q dx

˙ 1
q

, (4.52)
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onde o parâmetro q (não confundir com o termo fonte da equação de modelo)
normalmente é escolhido como q “ 1, q “ 2 ou q “ 8, resultando nas normas

}e}L1pΩq “
ż
Ω

|e| dx, (4.53)

}e}L2pΩq “
ˆż

Ω
|e|2 dx

˙ 1
2

, (4.54)

}e}L8pΩq “ lim
qÑ8 }e}LqpΩq “ sup

xPΩ
|epxq|. (4.55)

Por exemplo, a restrição da norma dada em (4.54) para uma amostragem
discreta pode ser escrita como

}eh}L2pΩq “
˜ÿ

k

ż
Vk

|pk ´ p̂k|2 dx

¸ 1
2

“
˜ÿ

k

|Vk||pk ´ p̂k|2
¸ 1

2

“ h
d
2

˜ÿ
k

|pk ´ p̂k|2
¸ 1

2

, (4.56)

onde na última igualdade foi usada a simplificação de uma malha uniforme
de elementos Vk de tamanho h e volume hd, num espaço R

d. Note que esta
norma é muito similar a uma norma de vetor em um espaço euclidiano, porém
está multiplicada por um fator h

d
2 .

Geralmente não é possível obter uma expressão para o erro global, e por-
tanto, temos que usar de resultados da análise numérica para garantir que
um método seja convergente. Este estudo nos leva às definições de consis-
tência e estabilidade, propriedades cruciais para garantir a convergência de
um método numérico [14, 32]. Enquanto a consistência garante que estamos
de fato aproximando a equação diferencial que nos propusemos a resolver,
com erro local que diminui com a redução de h, a estabilidade garante que
pequenas flutuações nos erros locais não cresçam catastroficamente a ponto
de comprometer a solução. Veremos estes dois conceitos com mais detalhes
nas próximas seções, no contexto de equações elípticas.

4.5.1 Erro de truncamento local e consistência

O erro de truncamento local (ETL) refere-se ao erro da aproximação local
de volumes finitos à equação diferencial, de forma que seja dependente do
parâmetro de malha h.

Definição 4.2 (Erro de truncamento local). Seja Fpphq a fórmula discreta
de volumes finitos que aproxima (4.1), que satisfaz

Fpphq “ 0,

e seja p̂h “ pppx1q, ppx2q, . . . , ppxN qqT a solução exata calculada nos pontos
x1, . . . ,xN dos volumes de controle. O erro de truncamento local é definido
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como
τ h “ Fpp̂hq,

ou seja, é a medida do quanto a solução analítica do problema elíptico (4.1)
não satisfaz, pontualmente, a equação de aproximação de volumes finitos.

Para exemplificar o ETL, considere o problema unidimensional (4.5), a
fórmula de volumes finitos é dada por (4.20), então segundo a definição 4.2,
a i-ésima componente do ETL τ h pode ser estimada por

τi “ Fipp̂hq (4.57)

“ 1

Δx2

´
´Ki´ 1

2
ppxi´1q `

´
Ki´ 1

2
` Ki` 1

2

¯
ppxiq ´ Ki` 1

2
ppxi`1q

¯
´ qpxiq.

Para simplificar a análise deste caso, considere uma permeabilidade uniforme
K “ 1, o que resulta

τi “ 1

Δx2
` ´ ppxi´1q ` 2ppxiq ´ ppxi`1q˘ ´ qpxiq. (4.58)

Desta forma é possível estimar como o ETL se comporta em termos do
espaçamento da malha h “ Δx “ xi`1 ´ xi, considerado uniforme para esta
análise. Para tanto, usaremos expansões em série de Taylor da solução exata
p. Supondo que p seja suficientemente suave, os termos ppxi`1q “ ppxi `Δxq
e ppxi´1q “ ppxi ´ Δxq podem ser expandidos em série de Taylor em torno
de xi da seguinte forma:

ppxi ` Δxq “ ppxiq ` Δx p1pxiq
` Δx2

2
p2pxiq ` Δx3

6
p3pxiq ` Δx4

24
pp4qpxiq ` ¨ ¨ ¨ (4.59)

ppxi ´ Δxq “ ppxiq ´ Δx p1pxiq
` Δx2

2
p2pxiq ´ Δx3

6
p3pxiq ` Δx4

24
pp4qpxiq ` ¨ ¨ ¨ (4.60)

Substituindo (4.59) e (4.60) em (4.58) obtemos:

τi “ ´p2pxiq ´ Δx2

12
pp4qpxiq ` ¨ ¨ ¨ ´ qpxiq. (4.61)

Como ppxq é a solução exata do problema (4.5), então ´p2pxq ´ qpxq “ 0,
para qualquer x, de modo que

τi “ ´Δx2

12
pp4qpxiq ` ¨ ¨ ¨ (4.62)

Note que o erro de truncamento é dominado pelo termo que multiplica Δx2,
pois como Δx é um valor pequeno (de fato infinitesimal em um processo de
convergência), os outros temos de τi com potências maiores de Δx são muito
menores, e assim, dizemos que o erro de truncamento local é da ordem de
Δx2, ou, matematicamente, }τ h} “ OpΔx2q. Com isso, podemos definir a
propriedade de consistência:
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Definição 4.3 (Consistência). Um método de volumes finitos com erro de
truncamento local τ h é dito ser consistente com a equação diferencial (4.1)
se

lim
hÑ0

}τ h} “ 0.

Em particular, se
}τ h} “ Ophqq,

dizemos que o método possui ordem de consistência q.

Portanto, pela equação (4.62), podemos concluir que o método de volumes
finitos para o problema unidimensional analisado acima é consistente de or-
dem 2. Cálculos análogos podem ser realizados para concluir a mesma coisa
para o método de volumes finitos para problemas em dimensões maiores.

4.5.2 Estabilidade

Da definição 4.2 de erro de truncamento local, podemos escrever que

τ h “ Fpp̂hq “ Ahp̂h ´ bh, (4.63)

onde Ah é a matriz de discretização do método de volumes finitos e bh o
lado direito correspondente, que satisfazem o sistema discreto Ahph “ bh,
sendo ph a solução discreta aproximada. O índice h serve para denotar
explicitamente a dependência da discretização sobre o parâmetro de malha
h, que influencia diretamente na dimensão do sistema linear. Subtraindo o
sistema discreto da equação (4.63), temos

Ahpph ´ p̂hq “ ´τ h (4.64)

de modo que o erro global eh “ ph ´ p̂h,

Aheh “ ´τ h ñ eh “ ´A´1
h τ h. (4.65)

Aplicando-se uma norma } ¨ } em ambos os lados desta igualdade, podemos
tentar limitar o erro global da seguinte forma

}eh} “ }A´1
h τ h} ď ~A´1

h ~ }τ h}, (4.66)

onde ~ ¨ ~ é uma norma de matriz, consistente com a norma } ¨ }. Note
portanto que, a norma do erro global é limitada pela norma da matriz in-
versa da discretização de volumes finitos multiplicada pela norma do erro de
truncamento local.

Numa situação infinitesimal quando h Ñ 0, passando os limites dos dois
lados da equação (4.66), vemos que para haver convergência, é necessário que
o termo da direita vá a zero quando h Ñ 0, como vimos no início desta seção.
Se o método for consistente, isso será garantido para o erro de truncamento
(veja definição 4.3). Note porém que concluir a convergência não é trivial,
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uma vez que não sabemos como ~A´1
h ~ se comporta. A situação é ainda

pior quando notamos que a dimensão de A´1
h vai ao infinito quando h Ñ 0.

Portanto precisamos de algum limitante para este termo, para que possamos
garantir a convergência do método numérico.

O limitante que precisamos vem da seguinte propriedade, a qual damos
o nome de estabilidade para métodos numéricos para equações elípticas:

Definição 4.4 (Estabilidade). Dizemos que um método de volumes finitos
que aproxima o problema elíptico (4.1) é estável na norma ~ ¨ ~ se existem
uma constante C ą 0 independente de h, e h0 ą 0 de forma que

~A´1
h ~ ď C, @ h ă h0,

ou seja, que a matriz inversa da discretização de volumes finitos seja unifor-
memente limitada por uma constante independente de h.

A estabilidade é uma propriedade que garante que pequenas flutuações
nos erros de discretização não sejam amplificados de forma catastrófica. Note
que se a matriz da discretização Ah começa a se aproximar cada vez mais
de matrizes singulares quando h Ñ 0, a sua inversa certamente terá norma
divergindo ao infinito, de forma que o erro limitado em (4.66) pode crescer
catastroficamente. Desta forma, a definição 4.4 nos dá um limitante para o
crescimento deste erro, garantindo que

lim
hÑ0

}eh} ď lim
hÑ0

~A´1
h ~ }τ h} ď lim

hÑ0
C}τ h} “ 0, (4.67)

onde foi usada a propriedade de consistência para zerar a última igualdade.
Isso é suficiente para garantir convergência do método numérico, de acordo
com a definição 4.1. De fato, a equação (4.67) é uma parte pequena da
demonstração do teorema da equivalência de Lax [32], enunciado a seguir.

Teorema 4.1 (Equivalência de Lax). Um método numérico que seja consis-
tente com a equação elíptica (4.1) é convergente se, e somente se, for estável.

O método de volumes finitos para equações elípticas descrito no presente
capítulo, além de ser consistente, é estável [19]. Para a matriz simétrica tridi-
agonal descrita na equação (4.23), tem-se que a norma de matriz compatível
com a norma } ¨ }L2pΩq, denotada por ~ ¨ ~2, coincide com o raio espectral da
própria matriz, e considerando K “ 1, temos o seguinte resultado

~A´1
h ~2 ď 1

π2
, (4.68)

ou seja, ~A´1
h ~2 é limitada uniformemente por uma constante C “ π´2,

confirmando a estabilidade e consequentemente a convergência do método.
Um último comentário que se faz necessário é que a análise feita aqui é

bastante simplificada, utilizando muitas das ferramentas consolidadas para
métodos de diferenças finitas. Uma análise mais completa necessitaria de
ferramentas de análise funcional, o que não é o objetivo deste livro. O leitor
interessado pode buscar mais informações em livros como [30] e [39].
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Figura 4.9: Pressão gerada com o domínio do tipo a quarter of the five spot.

4.6 Simulação de escoamentos monofásicos

A equação (3.35), que modela escoamentos monofásicos considerando algu-
mas simplificações, é de natureza elíptica e a aproximação de sua solução
pode ser feita utilizando o método de volumes finitos apresentado neste ca-
pítulo. Nesta seção, são apresentadas algumas simulações numéricas de es-
coamentos monofásicos obtidas com o método de volumes finitos.

Campo homogêneo

Nas figuras 4.9 e 4.10 temos, respectivamente, o campo de pressões e o campo
de velocidades resultantes da aproximação do problema (3.35) no domínio
Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s considerando uma malha cartesiana regular com 20 ˆ 20
células. Foi utilizada uma configuração do tipo a quarter of the five spot com
q̃{ρ “ 1, K{μ “ 1 e pressão nula imposta no ponto de fronteira superior
esquerdo. Essa escolha para a imposição de pressão será utilizada em todas
as simulações que envolvem problemas do tipo a quarter of the five spot.
Na figura 4.10b temos o mesmo campo de velocidades da figura 4.10a, com
seus vetores normalizados para facilitar a visualização. Note que os perfis de
pressão e velocidade indicam um escoamento iniciando no poço de injeção
com direção ao poço de produção.

Campo heterogêneo

Na figura 4.11 temos os campos de pressões e velocidades resultantes da
aproximação do problema (3.35) considerando o campo de permeabilidades
da figura 3.2 e uma configuração do tipo a quarter of the five spot com q̃{ρ “ 1
e μ “ 1. Note que os perfis de pressão e velocidade indicam um escoamento
iniciando no poço de injeção com direção ao poço de produção passando por
caminhos preferenciais determinados pelas regiões de alta permeabilidade.
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(b) Campo normalizado.

Figura 4.10: Campo de velocidades gerado com o domínio do tipo a quarter of the
five spot.

Campo heterogêneo canalizado

Na figura 4.12 temos os campos de pressões e velocidades resultantes da
aproximação do problema (3.35) considerando o campo de permeabilidades
da camada 36 do projeto SPE10 e uma configuração do tipo a quarter of the
five spot com q̃{ρ “ 1 e μ “ 1. Percebemos que o campo de velocidades tem
intensidade maior no canal de alta permeabilidade, o que indica que há a
tendência do escoamento em passar por esse canal.

4.7 Exercícios

1. De acordo com a equação (4.36), escreva a linha � “ 5 completa de Ap,
cuja representação da ordenação das células está ilustrada na figura 4.4.
Utilize uma notação consistente com a ordenação das células compu-
tacionais, por exemplo, K1 e p1 para representar a permeabilidade e
pressão da célula pi ´ 1, j ´ 1q.

2. Escreva a discretização final e a forma matricial para o problema uni-
dimensional com espaçamento variável Δxi “ xi`1 ´ xi.

3. Escreva uma fórmula para a ordenação usual por colunas, para o caso
bidimensional. Generalize para obter fórmulas para a ordenação de
incógnitas em um domínio hexaedral em três dimensões.

4. Mostre que tanto a ordenação por linhas quanto por colunas, no caso
bidimensional, leva a uma estrutura pentadiagonal da matriz A. Ima-
gine agora que a malha que discretize o domínio seja colorida como
um tabuleiro de xadrez. Considere a seguinte ordenação de incógnitas:
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(a) Campo de pressões. (b) Campo de velocidades.

Figura 4.11: Campos de pressões e velocidades gerados com o domínio do tipo a
quarter of the five spot em um meio heterogêneo.

(a) Campo de pressões. (b) Campo de velocidades.

Figura 4.12: Campos de pressões e velocidades gerados com o domínio do tipo a
quarter of the five spot na camada 36 do projeto SPE10.

primeiro numera-se somente os espaços pintados de branco do tabu-
leiro, sequencialmente, da esquerda pra direita, e de baixo para cima.
Após todas as casas brancas serem preenchidas, comece a numerar as
pretas, da esquerda pra direita, de baixo para cima. Qual seria a es-
trutura da matriz A obtida da discretização por volumes finitos com
essa numeração? É possível tirar vantagem desta estrutura?

4.8 Projetos computacionais

1. Implemente o método de volumes finitos para a solução do seguinte
problema unidimensional:

´ d

dx

ˆ
K

dp

dx

˙
“ 0, x P r0, 1s, (4.69)
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com condições de contorno de Dirichlet pp0q “ 0 e pp1q “ 1. Considere
um problema de interface descontínua com Kpxq dada por

Kpxq “
"

ε, se 0 ď x ď x˚
1, se x˚ ă x ď 1.

(4.70)

Note que sua malha deve ter uma interface entre volumes finitos justa-
mente no ponto x˚. Este problema tem solução analítica dada por:

ppxq “
$’&
’%

x

x˚ ´ εx˚ ` ε
, se 0 ď x ă x˚

εpx ´ 1q
x˚ ´ εx˚ ` ε

` 1, se x˚ ď x ď 1.

(4.71)

(a) Compare a solução numérica obtida pelo método de volumes fini-
tos conservativo com a solução analítica;

(b) Calcule o erro e responda se faz sentido calcular ordem de conver-
gência para a solução numérica obtida pelo método conservativo;

(c) Repita a mesma comparação, mas com um método de volumes fi-
nitos “não conservativo", isto é, ao invés de calcular K na interface
x˚ com médias harmônicas, usar médias simples;

(d) Calcule a taxa de convergência da solução numérica para a solução
analítica deste método “não conservativo".

2. Considere um reservatório modelado por um problema de valor de con-
torno unidimensional dado por#

´ d

dx

´
K

dp

dx

¯
“ ´25 cosp25xq em Ω “ r0, 1s

p “ x sobre BΩ,
(4.72)

onde Kpxq “ 2 ` sinp25xq é a permeabilidade absoluta do meio, co-
nhecida em todo o domínio. Note que a pressão é prescrita nos con-
tornos (extremos do intervalo Ω “ r0, 1s), que deve gerar um fluxo de
fluido (para qual sentido?). A solução exata do problema é conhecida:
ppxq “ x. Pede-se:

(a) Implemente o método de volumes finitos conservativo para resol-
ver este problema;

(b) Faça uma análise de convergência do código produzido, compa-
rando as soluções aproximadas com a solução exata, e indique a
ordem obtida com sua implementação.

3. Considere agora um reservatório modelado pelo problema de valor de
contorno unidimensional$’’’&

’’’%

d

dx

´
´ K

μ

dp

dx

¯
“ 0 em Ω “ r0, Ls

´K

μ

dp

dx
“ uin em x “ 0

p “ pout em x “ 1

(4.73)



52 Método de volumes finitos para equações elípticas

onde a permeabilidade absoluta K é constante por partes, obtida pela
primeira linha (y “ 0) da camada 33 do projeto SPE10 (disponí-
vel em https://www.spe.org/web/csp/datasets/set02.htm), cuja ilustra-
ção encontra-se na figura 4.13. Assuma neste caso que o reserva-
tório de comprimento L “ 670 m está completamente saturado de
água (μ “ 8.9 ˆ 10´14 Pa ¨ s), e que injetamos água à velocidade de
uin “ 0.036 m{h (metros por hora), sendo a pressão no poço produtor
dada por pout “ 6 MPa. Note que o valor da massa específica da água
(ρ) não é necessário neste caso (por quê?).

(a) Faça a adimensionalização deste sistema;

(b) Implemente um código de volumes finitos que resolva este pro-
blema na forma adimensional;

(c) Apresente gráficos da permeabilidade absoluta, da pressão do re-
servatório e da velocidade do escoamento neste meio poroso. Apre-
sente os resultados convertidos para unidades do sistema SI;

(d) Utilize outras linhas da camada 33 do SPE10 para gerar diferentes
permeabilidades, resolva e ilustre os resultados para cada escolha
(pelo menos mais 3 simulações diferentes).

4. Considere agora um reservatório modelado por um problema elíptico
bidimensional, dado por$&

%
∇ ¨ u “ ´8π2 cosp2πxq cosp2πyq em Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s

´K∇p “ u
u ¨ n “ 0 sobre BΩ,

(4.74)
onde a permeabilidade absoluta é constante K “ 1.

(a) Verifique que a solução exata deste problema é dada por ppx, yq “
cosp2πxq cosp2πyq;

(b) Implemente um código de volumes finitos que resolva este pro-
blema e faça um estudo de ordem de convergência comparando as
soluções numéricas com a solução exata. Qual a ordem obtida?

5. Considere mais uma vez um reservatório modelado por um problema
elíptico bidimensional, dado por$’’’’’&

’’’’’%

∇ ¨ u “ q

ρ
em Ω “ r0, Lxs ˆ r0, Lys

´K

μ
∇p “ u em Ω

p “ pb em BΩp,
u ¨ n “ ub em BΩu,

(4.75)
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Figura 4.13: Permeabilidade em escala logarítmica da camada 33 do projeto
SPE10.

onde a permeabilidade absoluta do meio é a camada 33 do projeto
SPE10, ilustrada na figura 4.13. Assuma neste caso que as dimensões
do reservatório são Lx “ 670 m, Ly “ 365 m, e que ele está totalmente
saturado de água (μ “ 8.9 ˆ 10´14 Pa ¨ s, ρ “ 997 kg{m3).

(a) Faça a adimensionalização do sistema;

(b) Implemente um código de volumes finitos que resolva este pro-
blema;

(c) Resolva o problema com condições do tipo slab. Considerando
que o contorno pode ser dividido como BΩ “ BΩin YBΩno YBΩout,
onde

BΩin “ tp0, yq : y P r0, Lysu
BΩno “ tpx, 0q e px, Lyq : x P r0, Lxsu

BΩout “ tpLx, yq : y P r0, Lysu
são impostas as condições de contorno: u ¨ n “ ub “ 0.036 m{h
em BΩin, u ¨ n “ 0 em BΩno e p “ pb “ 6 MPa em BΩout. Neste
caso, o termo fonte é q “ 0;

(d) Resolva o problema com condições do tipo five-spot : u ¨n “ 0 em
BΩ, sendo q̃ o fluxo na célula de entrada, e ´q̃ o fluxo na célula
de saída, onde q̃ “ 0.0108 kg{m3 ¨ s;
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Capítulo 5

Modelagem de problemas de
transporte passivo em meios
porosos

O movimento de um fluido em escoamento monofásico em meios porosos é
descrito por um problema de transporte passivo, onde o fluido marcado segue
o escoamento sem alterá-lo. Com a velocidade do fluido u, obtida através
da solução do problema elíptico dado por (4.1) e (4.2), o deslocamento do
mesmo pode ser estimado pela seguinte equação hiperbólica

$’&
’%

B
Btpφcq ` ∇ ¨ pucq “ q em Ω

cpx, t “ 0q “ c0pxq em Ω
cpx, tq “ cbpx, tq em BΩ´,

(5.1)

onde φ é a porosidade, q é o termo fonte, c é uma concentração do traçador
presente na fase fluida, c0 é a condição inicial desta concentração e cb é a
concentração nas bordas de entrada BΩ´ “ tx P BΩ, u ¨nBΩ ă 0u. O modelo
acima também é conhecido como problema de transporte de traçadores passi-
vos, marcadores, partículas neutras, contaminantes, etc. [33, 16]. Em todos
estes casos, tem-se um mecanismo de transporte dado pelo movimento do
fluido sem que haja alterações nas propriedades do escoamento [31, 40, 28].

Em simulações numéricas de escoamentos de um fluido em meios porosos,
temos que o termo fonte da equação (5.1) geralmente leva em conta os poços
de injeção e produção, os quais podem ser convertidos em uma condição de
contorno adequada [18], gerando a seguinte equação:

$’&
’%

φ
Bc
Bt ` ∇ ¨ pucq “ 0 em Ω

cpx, t “ 0q “ c0pxq em Ω
cpx, tq “ cbpx, tq em BΩ´,

(5.2)

onde a porosidade φ “ φpxq é constante no tempo. Se, além disso, a porosi-
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dade for uniforme, é possível escalonar a primeira equação de (5.2) para:

Bc
Bτ ` ∇ ¨ pucq “ 0 (5.3)

onde τ “ t{φ. Como a velocidade u é conhecida e não depende da concentra-
ção, temos uma lei de conservação hiperbólica linear. Neste capítulo serão
apresentadas as principais propriedades dos problemas hiperbólicos como o
modelado pela equação (5.3).

5.1 Derivação de leis de conservação hiperbólicas

Equações diferenciais parciais hiperbólicas são utilizadas para descrever uma
grande quantidade de fenômenos, incluindo vários tipos de aplicações de es-
coamentos de fluidos. Para entender fisicamente como esse tipo de equação
surge, vamos derivar uma lei de balanço para determinar a conservação de
uma determinada propriedade em um domínio Ω Ă R

n ao longo do tempo.
A propriedade considerada será a concentração cpx, tq, e a lei de balanço es-
tabelece que a variação temporal da quantidade de c contida no domínio Ω
é igual a taxa de fluxo de c pelas fronteiras de Ω mais o total de c injetado
ou retirado de Ω através de termos fonte. Matematicamente temos

B
Bt

ż
Ω
φ cpx, tq dx “ ´

ż
BΩ

fpcpx, tqq ¨ n ds `
ż
Ω
q dx, (5.4)

onde n é o vetor normal à Ω, fpcq é a função de fluxo, que depende de c
(não necessariamente de maneira linear), e q é o termo fonte. Aplicando o
teorema da divergência obtemos

B
Bt

ż
Ω
φ cpx, tq dx `

ż
Ω
∇ ¨

´
fpcpx, tqq

¯
dx “

ż
Ω
q dx, (5.5)

ou seja ż
Ω

ˆ B
Bt

`
φ cpx, tq˘ ` ∇ ¨

´
fpcpx, tqq

¯
´ q

˙
dx “ 0. (5.6)

Como a equação acima vale para qualquer domínio arbitrário Ω e a porosi-
dade φ “ φpxq é constante no tempo, então é possível obter a seguinte forma
diferencial

φ
Bc
Bt ` ∇ ¨ `

fpcq˘ “ q. (5.7)

A lei de balanço acima é uma equação diferencial parcial hiperbólica, que
não se limita apenas às aplicações em meios porosos, sendo chamada de lei
de conservação quando q “ 0. Vejamos alguns exemplos clássicos de leis de
conservação hiperbólicas:

1. Equação de transporte linear:

Bc
Bt ` ∇ ¨ `

fpcq˘ “ 0, (5.8)
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com
fpcq “ uc, (5.9)

onde c é a concentração do fluido e u é a velocidade constante do
escoamento. Note que esse problema é equivalente a (5.3). Em uma
dimensão temos: Bc

Bt ` B
Bxpucq “ 0, (5.10)

ou ainda Bc
Bt ` u

Bc
Bx “ 0, (5.11)

a qual é conhecida como equação de advecção linear [32].

2. Equação de Burgers unidimensional:

Bu
Bt ` B

Bx
`
fpuq˘ “ 0, (5.12)

com

fpuq “ u2

2
, (5.13)

é um modelo simples, porém não linear, que captura propriedades im-
portantes da dinâmica dos gases [8]. Neste caso a incógnita considerada
é upx, tq. Expandindo a derivada, temos a versão não conservativa da
equação de Burgers:

Bu
Bt ` u

Bu
Bx “ 0. (5.14)

3. Equação de Buckley-Leverett:

φ
Bs
Bt ` ∇ ¨ `

ϕpsqu˘ “ 0, (5.15)

com

ϕpsq “ Ms2

Ms2 ` p1 ´ sq2 e M “ μo

μw
. (5.16)

Esta equação modela escoamentos de água e óleo em meios porosos,
onde a incógnita spx, tq é a saturação da água, u é a velocidade do
escoamento, e μo e μw são, respectivamente, as viscosidades do óleo e
da água [6].

Note que, tanto o exemplo 2 quanto o exemplo 3 acima trazem funções
de fluxo não lineares em termos da incógnita da equação hiperbólica, e por-
tanto estas são chamadas de leis de conservação hiperbólicas não lineares.
Equações não lineares modelam problemas mais complexos e interessantes,
como o escoamento bifásico entre água e óleo em meios porosos modelado por
Buckley-Leverett, porém, primeiramente, é necessário compreender como os
métodos numéricos se comportam em situações simples, em equações line-
ares, que já trazem desafios importantes na sua modelagem computacional.
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Por esta razão, este e o próximo capítulo estão focados apenas no transporte
passivo modelado por equações lineares, com coeficientes constantes ou va-
riáveis, sendo os métodos para equações não lineares deixados de fora do
escopo deste livro.

5.2 Leis de conservação hiperbólicas lineares

Para discutirmos a teoria matemática e desenvolvermos métodos numéricos
para a solução de leis de conservação hiperbólicas, iniciamos considerando
o problema simplificado de uma equação de advecção unidimensional com
coeficiente constante.

5.2.1 Solução da equação de advecção

Considere a equação de advecção (5.11), que também pode ser escrita como

ct ` ucx “ 0, (5.17)

onde u P R é a velocidade constante do fluido. Para estabelecer a solução de
(5.17), vamos considerar um problema de Cauchy, onde o domínio espacial
da equação é Ω “ p´8,`8q, e é imposta uma condição inicial cpx, 0q “
c0pxq, x P R. Suponha uma parametrização para as variáveis x e t da forma
x “ xpζq e t “ tpζq, de maneira que

cpx, tq “ cpxpζq, tpζqq. (5.18)

Então,
dc

dζ
“ Bc

Bt
dt

dζ
` Bc

Bx
dx

dζ
“ ct

dt

dζ
` cx

dx

dζ
. (5.19)

Note que a expressão acima transforma-se na equação (5.17) quando

dx

dζ
“ u e

dt

dζ
“ 1, (5.20)

e, com isso,
dc

dζ
“ ct ` ucx “ 0, (5.21)

o que significa que a solução cpx, tq é constante em relação ao parâmetro ζ.
Além disso, se resolvermos as equações (5.20), obtemos

xpζq “ x0 ` uζ e tpζq “ t0 ` ζ “ ζ, (5.22)

onde podemos considerar t0 “ 0. Portanto,

cpx, tq “ cpxpζq, tpζqq “ cpx0 ` uζ, ζq. (5.23)
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u 2u 3u

u

u 2u

= 0

= 1

= 2

0

0

0

Figura 5.1: Representação do comportamento da solução cpx, tq quando u é
uma constante positiva.

Como cpx, tq é constante com relação a ζ, e para ζ “ 0 temos cpx, tq “
cpx0, 0q, usando a condição inicial encontramos

cpx, tq “ cpx0, 0q “ c0px0q “ c0px ´ uζq “ c0px ´ utq, (5.24)

já que t “ ζ pela equação (5.22) ou seja, a solução cpx, tq é simplesmente a
condição inicial transladada de ut, ou seja, transportada com velocidade

dx

dt
“ u. (5.25)

A solução de um problema hiperbólico linear é, portanto, a propagação de
uma onda indeformável dada pela condição inicial, com velocidade u [44, 14].
Um exemplo pode ser visto na figura 5.1 que ilustra o comportamento da
solução cpx, tq quando u é uma constante positiva.

Outra observação importante é que a condição inicial de problemas hi-
perbólicos pode admitir descontinuidades, as quais, caso existam, são propa-
gadas sem alteração [44, 22]. A figura 5.2 ilustra a solução cpx, tq com u “ 1
e uma condição inicial descontínua da forma

c0pxq “
"

1, se x ď 0
0, se x ą 0.

(5.26)

Esta última observação pode parecer um contrassenso, uma vez que
admite-se uma solução descontínua para uma equação diferencial. É im-
portante complementar que soluções descontínuas aparecem em equações
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Figura 5.2: Representação do comportamento da solução cpx, tq quando u “
1 e a condição inicial é descontínua.

hiperbólicas lineares somente quando a condição inicial é descontínua, po-
rém em equações não lineares, pode haver a formação de soluções descon-
tínuas, mesmo que a condição inicial seja perfeitamente suave. Esse não é
um artifício numérico ou erro de modelagem, uma vez que descontinuida-
des são observadas na física dos escoamentos: por exemplo, uma onda de
choque aerodinâmica é uma descontinuidade de pressão que se observa em
vôos supersônicos, ou ainda em escoamentos bifásicos, onde são observadas
descontinuidades da densidade dos fluidos (massa específica).

Para pensar em soluções descontínuas para equações hiperbólicas, é pre-
ciso estender o espaço de busca de soluções, considerando uma formulação
variacional da equação diferencial. Com isso, pode-se mover as derivadas da
variável principal para uma outra função auxiliar que seja suave, através do
uso de teoremas de integração, enfraquecendo o requisito de suavidade da so-
lução. Este mecanismo permite que soluções descontínuas sejam admitidas,
porém o seu estudo está fora do escopo deste livro. O leitor interessado pode
encontrar o embasamento necessário em [31].

5.2.2 Curvas características

As trajetórias
Xptq “ x0 ` ut, (5.27)

soluções da equação (5.25), são conhecidas como curvas características da
equação (5.17), ao longo das quais vale o seguinte:

d

dt
cpXptq, tq “ ctpXptq, tq ` cxpXptq, tqX 1ptq “ ct ` ucx “ 0, (5.28)
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(a) u ą 0 constante. (b) u ă 0 constante.

(c) u “ uptq “ t. (d) u “ upxq “ x.

Figura 5.3: Diferentes tipos de curvas características para a equação (5.17).

de onde se conclui que a solução cpx, tq é constante ao longo das curvas
características.

Uma forma comum de se representar graficamente as curvas caracterís-
ticas é desenhar o conjunto de soluções de (5.25) no plano px, tq. Como
a solução é uma função Xptq, o mais imediato seria desenhar o gráfico de
X em função da abcissa t. No entanto, na maioria dos livros e artigos so-
bre o assunto, convencionou-se ilustrar as curvas características colocando X
como abcissa, o que ajuda na interpretação das muitas soluções em função
da constante de integração x0 e da propagação delas ao longo do tempo.

Por exemplo, se u é constante, então as curvas características são retas
paralelas no plano px, tq, como ilustrado nas figuras 5.3a e 5.3b para u ą 0
e u ă 0, respectivamente. Para casos mais gerais, as características não
necessariamente são retas. A figura 5.3c ilustra uma situação em que u “
uptq “ t, e portanto, as curvas características são da forma

Xptq “ x0 ` t2

2
. (5.29)

Já a figura 5.3d representa o caso onde u “ upxq “ x, cujas curvas caracte-
rísticas são dadas por

Xptq “ x0 ` et. (5.30)
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u>0 u<0

Figura 5.4: Representação das especificações das condições de contorno nas
bordas de entrada quando a ă x ă b e u é constante.

5.2.3 Condições de contorno

Até agora não nos preocupamos com condições de contorno para o problema
hiperbólico. Alisamos apenas o problema de Cauchy, onde o domínio espacial
da EDP é Ω “ p´8,`8q. No entanto, em qualquer aplicação mais prática,
o domínio da EDP é um conjunto limitado (por exemplo, um intervalo ra, bs
em uma dimensão), de forma que é necessário pensar sobre as condições de
contorno nas fronteiras desse domínio.

As curvas características possuem mais uma interpretação importante
para nossa análise: elas transportam a informação vinda da condição inicial,
propagando-a para dentro do domínio Ω ˆ R`. Se Ω é um conjunto limi-
tado, então é esperado que alguma informação nestes contornos também seja
propagada para dentro do domínio.

Para simplificar, considere um problema linear unidimensional, definido
em um intervalo limitado Ω “ ra, bs, com velocidade constante u ą 0, de
forma que as características são retas com inclinação 1{u no plano px, tq
(lembre-se que o plano “invertido” com abcissa x). Portanto a informação se
propaga da esquerda para a direita ao longo do tempo, de forma que não faz
sentido impor uma condição de contorno para cpb, tq no extremo direito b, já
que essa informação nunca será propagada para dentro do domínio. Como
se trata de uma equação de ordem 1, temos direito de impor apenas uma
condição de contorno, idealmente no extremo esquerdo de ra, bs, ou seja,
cpa, tq em x “ a. Essa situação fica clara na figura 5.4 (esquerda). Caso
u ă 0, a situação se inverte, caso que também é ilustrado na figura 5.4
(direita).

Num contexto de escoamento de fluido, dizemos no caso u ą 0, que
x “ a representa a fronteira de entrada de fluido (em inglês, inflow), e que
x “ b representa a fronteira de saída de fluido (em inglês, outflow), onde
não é necessário nenhum tratamento especial para a solução, apenas que
o que passar desta fronteira, sairá do domínio de interesse. Obviamente a
nomenclatura também se inverte caso u ă 0.
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5.2.4 Problema de Riemann

Um caso clássico muito utilizado no contexto de leis de conservação hiperbóli-
cas é o problema de Riemann, o qual é constituído de uma equação diferencial
parcial na forma de conservação juntamente com uma condição inicial dada
por uma função Heaviside do tipo:

Hpxq “
"

ce, se x ď 0
cd, se x ą 0,

(5.31)

com ce ‰ cd. A equação de advecção (5.17) com u constante positiva, com
condição inicial dada por (5.31) tem solução constante por partes dada por
(5.24), ou seja, cpx, tq “ Hpx ´ utq, que resulta

cpx, tq “
"

ce, se x ď ut
cd, se x ą ut,

(5.32)

como ilustrado na figura 5.2 para u “ 1, ce “ 1 e cd “ 0.

5.2.5 Coeficientes variáveis

Quando a velocidade do fluido varia com x ou t, ou seja, u “ upx, tq tem-se
uma equação de advecção com coeficientes variáveis, mas ainda linear

ct ` `
upx, tqc˘

x
“ 0. (5.33)

Neste caso, as curvas características Xptq são soluções da equação diferencial
ordinária

X 1ptq “ upXptq, tq, (5.34)

cuja solução não necessariamente é um conjunto de retas, como visto nos
exemplos das figuras 5.3c e 5.3d.

A equação de advecção com coeficientes variáveis também assume uma
forma simplificada ao longo das características:

d

dt
cpXptq, tq “ ctpXptq, tq ` X 1ptqcxpXptq, tq

“ ct ` upXptq, tqcx
“ ct ` `

upXptq, tqc˘
x

´ u1pXptq, tqc
“ ´u1pXptq, tqcpXptq, tq. (5.35)

Observe que a solução c não é mais constante ao longo das curvas, mas
ainda assim a equação diferencial parcial original foi reduzida a conjuntos de
equações diferenciais ordinárias lineares, que possuem solução já que o lado
direito da equação é linear em c, e portanto, Lipschitz contínua.

A equação (5.33) está na forma conservativa. Também é comum encon-
trar a equação de advecção com coeficientes variáveis na forma não conser-
vativa

ct ` upx, tqcx “ 0, (5.36)
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caso em que as curvas características Xptq também satisfazem a equação
(5.34), porém a segunda linha de (5.35) é igual a zero, de modo que c passa
a ser constante ao longo das curvas características.

5.2.6 Funções de fluxo em problemas lineares com coeficien-
tes variáveis

Usualmente, no caso escalar, as leis de conservação são definidas a partir
de funções de fluxo fpx, t, c,∇c, ¨ ¨ ¨ q. Para que a lei de conservação seja
hiperbólica, f não pode depender das derivadas de c. Veremos mais adiante
que, na dedução dos métodos de volumes finitos, normalmente utiliza-se a
definição de fluxo f “ fpcq. Porém, como visto acima, equações lineares
admitem coeficientes não constantes, sendo que f também pode depender de
t e x.

Nos casos unidimensionais é fácil demonstrar uma equivalência entre
equações escalares ou sistemas hiperbólicos, onde a função de fluxo depende
explicitamente de x e t, e sistemas hiperbólicos onde a função de fluxo de-
pende exclusivamente da incógnita c, com dependência implícita de x e t.
Contudo, tal mudança não traz benefício outro, senão generalizar a notação
das equações e dos métodos apresentados na sua formulação de fluxo, o que
será útil no próximo capítulo.

A título de exemplo, considere o caso escalar com dependência f “
fpx, t, cq na equação

Bc
Bt ` B

Bxfpx, t, cq “ 0. (5.37)

Note que podemos definir

qpx, tq “
»
– q1

q2
q3

fi
fl :“

»
– x

t
c

fi
fl , (5.38)

de modo que

B
Btqpx, tq “

»
– 0

1
Bc
Bt

fi
fl . (5.39)

Definindo

Fpqpx, tqq “
»
– 0

´q1
fpq1, q2, q3q

fi
fl (5.40)

temos

B
Bt

»
– x

t
c

fi
fl ` B

Bx

»
– 0

´x
fpx, t, cq

fi
fl “

»
– 0

1 ´ 1
Bc
Bt ` Bf

Bx

fi
fl “

»
– 0

0
0

fi
fl , (5.41)

que é um sistema hiperbólico da forma

qt ` Fpqqx “ 0. (5.42)
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No caso onde a dependência explícita de x e t é em um sistema hiperbólico
da forma

ct ` fpx, t, cqx “ 0 (5.43)

o processo é análogo, uma vez que definindo

qpx, tq “
»
– x

t
c

fi
fl “

»
—————–

x
t
c1
c2
...

fi
ffiffiffiffiffifl (5.44)

e

Fpqq “
»
– 0

´q1
fpq1, q2, ¨ ¨ ¨ q

fi
fl “

»
—————–

0
´q1

f1pq1, q2, ¨ ¨ ¨ q
f2pq1, q2, ¨ ¨ ¨ q

...

fi
ffiffiffiffiffifl , (5.45)

novamente encontramos um sistema hiperbólico na forma

qt ` Fpqqx “ 0. (5.46)

5.3 Exercícios

1. Mostre que se não for especificada uma condição inicial, então qualquer
função suave da forma cpx, tq “ c̃px ´ utq é solução de (5.17).

2. Mostre que as trajetórias (5.29) e (5.30) são as curvas características da
equação (5.17) quando u “ uptq “ t e u “ upxq “ x, respectivamente.

3. Justifique que (5.32) é a solução da equação de advecção (5.17) com u
constante positiva e condição inicial dada por (5.31). Qual a solução
para o caso u constante negativa?

4. Considere uma equação com coeficientes variáveis

Bc
Bt ` B

Bx
`
upxqc˘ “ 0,

onde upxq é uma função escalar de x. Transforme esta equação em um
sistema hiperbólico da forma (5.42).
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Capítulo 6

Método de volumes finitos para
leis de conservação hiperbólicas
lineares

Como a solução numérica de equações hiperbólicas admite descontinuida-
des, para que a solução calculada seja representativa da solução do problema
físico, as descontinuidades devem ser corretamente tratadas pelos métodos
numéricos. Estes devem levar em conta a direção e a velocidade de pro-
pagação de informações ao longo do domínio computacional. Os esquemas
de volumes finitos, que são derivados com base na forma integral da lei de
conservação, são adequados para este tipo de problema. Nesse capítulo, se-
rão apresentados alguns método de volumes finitos para leis de conservação
hiperbólicas lineares.

Os métodos de volumes finitos consideram leis de conservação hiperbó-
licas da forma (5.7). Sendo φ “ 1 e q “ 0, temos a forma unidimensional
dada por:

Bc
Bt ` B

Bxfpcq “ 0. (6.1)

Vamos considerar uma discretização do domínio computacional no espaço
e no tempo, como indicado na figura 6.1. Por simplicidade, faremos uma
discretização uniforme centrada nos pontos: xj , j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N , de maneira
que as interfaces entre dois volumes de controle Vj´1 e Vj são dadas por

xj˘ 1
2

“ xj ˘ Δx

2
(6.2)

Com isso, cada volume de controle é dado por

Vj “ rxj´ 1
2
, xj` 1

2
q. (6.3)

A discretização temporal inicialmente será considerada uniforme, com cada
passo de tempo de tamanho Δt, sendo os níveis no tempo denotados por
tn “ nΔt.
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Figura 6.1: Representação de uma discretização de volumes finitos para leis
de conservação hiperbólicas.

Em cada passo de tempo tn, a aproximação da solução no volume de
controle Vj é dada por um valor médio da concentração nessa célula compu-
tacional

Cn
j “ 1

Δx

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

cpx, tnqdx. (6.4)

Se Cn
j é conhecida em um certo passo de tempo tn, o método de volumes

finitos calcula a aproximação Cn`1
j , no próximo passo de tempo tn`1. Para

tanto, integra-se a lei de conservação (6.1) sobre o domínio rxj´ 1
2
, xj` 1

2
q ˆ

rtn, tn`1q, isto é,

ż tn`1

tn

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

ˆBc
Bt ` B

Bxfpcq
˙
dx dt “ 0. (6.5)

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do cálculo, temosż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

cpx, tn`1qdx ´
ż x

j` 1
2

x
j´ 1

2

cpx, tnqdx

“ ´
ż tn`1

tn
f

`
cpxj` 1

2
, tq˘

dt `
ż tn`1

tn
f

`
cpxj´ 1

2
, tq˘

dt.

(6.6)

Definindo a média temporal da função fluxo

F̄n
j` 1

2

“ 1

Δt

ż tn`1

tn
f

`
cpxj` 1

2
, tq˘

dt, (6.7)

e dividindo ambos os lados da equação (6.6) por Δx, obtemos:

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

´
F̄n
j` 1

2

´ F̄n
j´ 1

2

¯
. (6.8)
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A equação acima estabelece um princípio de conservação: a variação média
da concentração na célula é dada pela diferença dos fluxos nas fronteiras da
mesma. Note que trata-se de uma equação exata, pois ainda não houve apro-
ximações nem para as médias de c, nem para as médias temporais dos fluxos.
Diferentes esquemas de volumes finitos são obtidos a partir de diferentes de-
finições para os fluxos discretos Fn

j` 1
2

que aproximam a média temporal da
função fluxo dada por (6.7).

6.1 Esquemas de volumes finitos para leis de con-
servação hiperbólicas lineares com coeficientes
constantes

A seguir apresentamos algumas escolhas para as aproximações dos fluxos
discretos Fn

j` 1
2

para leis de conservação hiperbólicas lineares com coeficientes
constantes, ou seja, fpcq “ uc, com u constante. Mais adiante, veremos
propriedades e características de cada esquema, especialmente em termos de
estabilidade e convergência.

Esquema central

A tentativa mais intuitiva possível para a definição do fluxo em xj` 1
2

é tomar
a média aritmética entre os dados à esquerda Cj e à direita Cj`1:

Fn
j` 1

2

“ 1

2

´
fpCn

j q ` fpCn
j`1q

¯
“ u

2

´
Cn
j ` Cn

j`1

¯
(6.9)

e assim, a equação (6.8) se torna

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

2Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j´1

¯
. (6.10)

Na prática, este método não é útil, pois não é um método estável para pro-
blemas hiperbólicos, como veremos a seguir.

O método de Lax-Friedrichs

O método de Lax-Friedrichs, cujos fluxos são dados por

Fn
j` 1

2

“ u

2

´
Cn
j`1 ` Cn

j

¯
´ Δx

2Δt

´
Cn
j`1 ´ Cn

j

¯
, (6.11)

é uma pequena modificação no esquema central para fornecer uma aproxi-
mação estável. Escrevendo o método de Lax-Friedrichs na forma da equação
(6.8), encontramos

Cn`1
j “ 1

2

´
Cn
j´1 ` Cn

j`1

¯
´ uΔt

2Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j´1

¯
. (6.12)

Note que a modificação com relação ao método central é que o valor de Cn
j

da equação (6.10) foi substituído pela média aritmética pCn
j´1 ` Cn

j`1q{2.
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O método de Lax-Wendroff

O método de Lax-Wendroff, com fluxos definidos por

Fn
j` 1

2

“ u

2

´
Cn
j`1 ` Cn

j

¯
´ u2Δt

2Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j

¯
, (6.13)

é um método que utiliza expansões em séries de Taylor no tempo da solução
cpx, tq para obter segunda ordem formal de precisão. Escrevendo o método
de Lax-Wendroff na forma da equação (6.8) obtemos

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

2Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j´1

¯
` u2pΔtq2

2pΔxq2
´
Cn
j`1 ´ 2Cn

j ` Cn
j´1

¯
. (6.14)

Note que
ct “ ´fxpcq “ ´ucx (6.15)

e

ctt “ ` ´ ucx
˘
t

“ ´u
`
cx

˘
t

“ ´u
`
ct

˘
x

“ ´u
` ´ ucx

˘
x

“ u2cxx. (6.16)

Portanto, se considerarmos expansões em série de Taylor no tempo para
cpx, tq, supostamente suave, temos:

cpxj , tn`1q “ cpxj , tnq ` Δtctpxj , tnq ` pΔtq2
2

cttpxj , tnq ` OppΔtq3q, (6.17)

ou seja,

cpxj , tn`1q “ cpxj , tnq ´ uΔtcxpxj , tnq ` u2pΔtq2
2

cxxpxj , tnq ` OppΔtq3q.
(6.18)

Aproximando as derivadas espaciais por diferenças finitas centrais de segunda
ordem [32]

cxpxj , tnq « Cn
j`1 ´ Cn

j´1

2Δx
(6.19)

e
cxxpxj , tnq « 1

pΔxq2 pCn
j`1 ´ 2Cn

j ` Cn
j`1q, (6.20)

encontramos a mesma aproximação da equação (6.14).

O método upwind

Os métodos considerados anteriormente são métodos centrados, simétricos
em relação ao ponto onde estamos atualizando a solução. Para problemas
hiperbólicos, no entanto, esperamos que as informações se propaguem como
ondas que se movem ao longo de características. Com isso, faz sentido tentar
usar o conhecimento da estrutura da solução para definir as funções de fluxo
numérico. Esta ideia dá origem a métodos do tipo upwind, nos quais a
informação em cada ponto é obtida olhando a direção na qual a mesma se
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C Cj j

(a) u ą 0 constante.

CC jj

(b) u ă 0 constante.

Figura 6.2: Propagação da informação em uma célula de um passo de tempo tn

para tn`1.

propaga. Para a equação de advecção escalar, há apenas uma velocidade,
que é positiva ou negativa e, portanto, um método upwind é um método
unilateral, com valores determinados com base nas informações à esquerda
ou à direita.

Na figura 6.2 ilustramos como a informação em uma célula é propagada
do passo de tempo tn para tn`1. Para u positiva, temos que o fluxo na face
xj` 1

2
só depende de Cn

j´1, enquanto que esse mesmo fluxo depende apenas de
Cn
j`1 quando u é negativa. Essas observações sugerem que o fluxo numérico

seja definido da seguinte maneira:

Fn
j` 1

2

“
"

uCn
j , se u ą 0

uCn
j`1, se u ă 0.

(6.21)

Com isso, a equação (6.8) para o método upwind é dada por

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

Δx

´
Cn
j ´ Cn

j´1

¯
, se u ą 0 (6.22)

e
Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j

¯
, se u ă 0. (6.23)

Também podemos analisar o método upwind sob um ponto de vista de pro-
pagação de ondas. Considere as funções de salto

Wj` 1
2

“ Cn
j`1 ´ Cn

j (6.24)

e
Wj´ 1

2
“ Cn

j ´ Cn
j´1, (6.25)

que representam, respectivamente, as ondas que estão se movendo para as
células Vi`1 e Vi com velocidade u. Voltando às expressões (6.22) e (6.23),
temos

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

Δx
Wj´ 1

2
, se u ą 0 (6.26)

e
Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

Δx
Wj` 1

2
, se u ă 0. (6.27)
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Definindo os fluxos discretos por

Fn
j` 1

2

“ u` Cn
j ` u´ Cn

j`1, (6.28)

onde u` “ maxtu, 0u e u´ “ mintu, 0u, podemos combinar (6.26) e (6.27)
em uma única fórmula:

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

´
u` Cn

j ` u´ Cn
j`1 ´ u` Cn

j´1 ´ u´ Cn
j

¯
“ Cn

j ´ Δt

Δx

´
u` Wj´ 1

2
` u´ Wj` 1

2

¯
. (6.29)

6.2 Volumes finitos para equações com coeficientes
variáveis

Quando a velocidade do fluido varia espacialmente, os métodos de volumes
finitos desenvolvidos para a equação (6.1), que está escrita na forma de con-
servação, não podem ser aplicados diretamente, pois neste caso temos uma
função do tipo fpc, xq “ upxqc, levando à equação

Bc
Bt ` B

Bx
`
upxqc˘ “ 0. (6.30)

Note que a equação resultante ainda é hiperbólica, e a dependência de x da
função f pode ser “retirada”, transformando a equação (6.30) em um sistema
hiperbólico, assim como discutido na seção 5.2.6. Isso permitiria aplicar
sem muito trabalho os esquemas de volumes finitos deduzidos anteriormente,
porém adaptados para sistemas ao invés de equações escalares. Ao invés
disso, vamos simplesmente deduzir novamente os esquemas escalares a partir
de (6.30), o que permitirá tratar adequadamente a velocidade variável nestes
esquemas de volumes finitos.

Integrando (6.30) sobre o domínio rxj´ 1
2
, xj` 1

2
q ˆ rtn, tn`1q temos

ż tn`1

tn

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

ˆBc
Bt ` B

Bx
`
uc

˘˙
dx dt “ 0. (6.31)

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do cálculo, obte-
mos ż x

j` 1
2

x
j´ 1

2

cpx, tn`1qdx ´
ż x

j` 1
2

x
j´ 1

2

cpx, tnqdx

“ ´
ż tn`1

tn
pucqˇ̌

x
j` 1

2

dt `
ż tn`1

tn
pucqˇ̌

x
j´ 1

2

dt. (6.32)

Definindo

F̄n
j` 1

2

“ 1

Δt

ż tn`1

tn
upxj` 1

2
qcpxj` 1

2
, tqdt, (6.33)



Volumes finitos para equações com coeficientes variáveis 73

e dividindo ambos os lados da equação (6.5) por Δx, obtemos:

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

´
F̄n
j` 1

2

´ F̄n
j´ 1

2

¯
, (6.34)

onde Cn
j é o valor médio da concentração na célula Vi no tempo tn, como

definido em (6.4), isto é,

Cn
j “ 1

Δx

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

cpx, tnqdx. (6.35)

Dessa maneira, os esquemas de volumes finitos apresentados anterior-
mente precisam considerar fluxos discretos Fn

j` 1
2

que aproximem (6.33). A
seguir vamos apresentar a generalização dos métodos discutidos anterior-
mente para o caso fpc, xq “ upxqc. Da forma como os esquemas foram
apresentados, em termos dos fluxos numéricos, essa generalização é bastante
simples, caso contrário não saberíamos exatamente onde avaliar upxq.

Esquema central

Fluxos discretos:

Fn
j` 1

2

“
upxj` 1

2
q

2

`
Cn
j ` Cn

j`1

˘
, (6.36)

e portanto,

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

2Δx

´
upxj` 1

2
q`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´ upxj´ 1
2
q`
Cn
j ` Cn

j´1

˘¯
. (6.37)

O método de Lax-Friedrichs

Fluxos discretos:

Fn
j` 1

2

“
upxj` 1

2
q

2

`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´ Δx

2Δt

`
Cn
j`1 ´ Cn

j

˘
, (6.38)

e assim,

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

«
upxj` 1

2
q

2

`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´ Δx

2Δt

`
Cn
j`1 ´ Cn

j

˘ff

` Δt

Δx

«
upxj´ 1

2
q

2

`
Cn
j ` Cn

j´1

˘ ´ Δx

2Δt

`
Cn
j ´ Cn

j´1

˘ff
, (6.39)

ou seja,

Cn`1
j “ 1

2

`
Cn
j`1 ` Cn

j´1

˘
´ Δt

2Δx

”
upxj` 1

2
q`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´ upxj´ 1
2
q`
Cn
j ` Cn

j´1

˘ı
. (6.40)



74 Método de volumes finitos para leis de conservação hiperbólicas lineares

O método de Lax-Wendroff

Fluxos discretos:

Fn
j` 1

2

“
upxj` 1

2
q

2

`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´
`
upxj` 1

2
q˘2

Δt

2Δx

`
Cn
j`1 ´ Cn

j

˘
, (6.41)

de onde obtemos

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

»
–upxj` 1

2
q

2

`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´
`
upxj` 1

2
q˘2

Δt

2Δx

`
Cn
j`1 ´ Cn

j

˘fi
fl

` Δt

Δx

»
–upxj´ 1

2
q

2

`
Cn
j ` Cn

j´1

˘ ´
`
upxj´ 1

2
q˘2

Δt

2Δx

`
Cn
j ´ Cn

j´1

˘fi
fl ,

(6.42)

ou seja,

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

2Δx

”
upxj` 1

2
q`
Cn
j`1 ` Cn

j

˘ ´ upxj´ 1
2
q`
Cn
j ` Cn

j´1

˘ı
` pΔtq2

2pΔxq2
”`
upxj` 1

2
q˘2`

Cn
j`1 ´ Cn

j

˘ ´ `
upxj´ 1

2
q˘2`

Cn
j ´ Cn

j´1

˘ı
.

(6.43)

O método upwind

No caso de coeficientes variáveis, o método upwind não é mais um método
apenas unilateral, pois agora com upxq variável, a discretização pode variar
também, dependendo do sinal de u.
Fluxos discretos:

Fn
j` 1

2

“ u`pxj` 1
2
qCn

j ` u´pxj` 1
2
qCn

j`1, (6.44)

onde u` “ maxtu, 0u, u´ “ mintu, 0u. Consequentemente:

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

”
u`pxj` 1

2
qCn

j ` u´pxj` 1
2
qCn

j`1

´ u`pxj´ 1
2
qCn

j´1 ´ u´pxj´ 1
2
qCn

j

ı
“ Cn

j ´ Δt

Δx

”
u`pxj` 1

2
qCn

j ` u´pxj` 1
2
q `

Cn
j`1 ´ Cn

j

˘
` u´pxj` 1

2
qCn

j ` u`pxj´ 1
2
q `

Cn
j ´ Cn

j´1

˘
´ u`pxj´ 1

2
qCn

j ´ u´pxj´ 1
2
qCn

j

ı
, (6.45)

e, finalmente

Cn`1
j “ Cn

j ´ Δt

Δx

”
u`pxj` 1

2
q ´ u`pxj´ 1

2
q ` u´pxj` 1

2
q ´ u´pxj´ 1

2
q
ı
Cn
j

´ Δt

Δx

”
u`pxj´ 1

2
qWj´ 1

2
` u´pxj` 1

2
qWj` 1

2

ı
. (6.46)
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A velocidade utilizada nos métodos descritos acima precisa estar definida
nas interfaces, o que pode ter consequência na escolha dos métodos para
resolver o problema de velocidade e pressão. Note que o desenvolvimento
apresentado aqui é compatível com o método de volumes finitos apresentado
no Capítulo 4, que por sua vez entrega os fluxos nas interfaces entre os
volumes de controle.

6.3 A condição CFL

A condição CFL (Courant, Friedrichs e Lewy) é uma condição necessária, po-
rém não suficiente, para garantir convergência do método de volumes finitos
para a equação diferencial, à medida que a malha é refinada. Isso significa
que, se a condição CFL for satisfeita, o método pode convergir ou não, a de-
pender de suas propriedades de consistência e estabilidade. Porém se ela não
for satisfeita, o método numérico não terá nenhuma chance de convergência.

A solução da equação (5.17) é dada por (5.25), sendo o valor de c cons-
tante ao longo de cada característica. Por exemplo, se a curva característica
é uma reta, então para cada passo de tempo, a solução exata obedece a
expressão

cpx, tn`1q “ cpx ´ uΔt, tnq, (6.47)

ou seja, a solução em pxj , tn`1q depende da informação localizada no ponto
pxj ´ uΔt, tnq. Lembrando que o método de volumes finitos calcula médias
espaciais, a solução aproximada Cn

j deve ser comparada com

cnj “ 1

Δx

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

cpx, tnq dx, (6.48)

que é o valor exato desta média. Os esquemas de volumes finitos vistos
até aqui são métodos explícitos, e podem ser escritos por uma função de
atualização da forma

Cn`1
j “ HpCn

j´1, C
n
j , C

n
j`1q, (6.49)

a depender do esquema escolhido. Portanto, a construção da solução numé-
rica Cn`1

j no volume de controle Vj depende da informação que está con-
finada em Vj e nos volumes vizinhos Vj´1 e Vj`1 e, portanto, no intervalo
rxj´ 3

2
, xj` 3

2
s, no tempo tn.

Abrindo as recorrências até t0 “ 0, é fácil verificar que, sendo a solução
analítica dada por

cpx, tn`1q “ c0px ´ u tn`1q “ c0px ´ pn ` 1quΔtq, (6.50)

a informação que compõe a média cn`1
j da solução exata, que é propagada
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pelas características, está contida no intervalo
”
xj´ 1

2
´ u tn`1, xj` 1

2
´ u tn`1

ı
“”

xj´ 1
2

´ pn ` 1quΔt, xj` 1
2

´ pn ` 1quΔt
ı
. (6.51)

Por outro lado, a solução numérica será calculada dependendo dos valores
C0
j´1´n, . . . , C

0
j , . . . , C

0
j`1`n e, portanto, a informação que será propagada

para a construção de Cn`1
j está confinada no intervalo

”
xj´ 1

2
´pn`1q, xj` 1

2
`pn`1q

ı
“”

xj´ 1
2

´ pn ` 1qΔx, xj` 1
2

` pn ` 1qΔx
ı
. (6.52)

A ideia principal da condição CFL é que o método numérico só terá
alguma chance de convergir para a solução exata com o refinamento de Δt
e Δx, se a informação original carregada pelas curvas características parte
de uma região coberta pela recorrência do método numérico. Em outras
palavras, se o intervalo definido em (6.51) está contido no intervalo definido
na equação (6.52). Um cálculo algébrico mostra que isso só acontece se

ν :“ u
Δt

Δx
ď 1, (6.53)

onde u é constante e ν é conhecido como número de Courant [31]. Se esta
condição não for satisfeita, o método numérico não tem chance alguma de
convergir, visto que a solução numérica será construída com informações que
não levam à solução exata do problema. Podemos generalizar estes conceitos
usando a seguinte definição e enunciando o teorema 6.1.

Definição 6.1 (Domínio de dependência). O domínio de dependência D de
uma solução (exata ou numérica) de uma lei de conservação hiperbólica em
um certo tempo t, é o conjunto de pontos em t “ 0 que podem influenciar o
valor da solução em t.

Por exemplo, de acordo com os cálculos acima,

Dpupxj , tn`1qq “ txj ´ u tn`1u (6.54)

Dpcn`1
j q “

”
xj´ 1

2
´ u tn`1, xj` 1

2
´ u tn`1

ı
(6.55)

DpCn`1
j q “

”
xj´ 1

2
´pn`1q, xj` 1

2
`pn`1q

ı
. (6.56)

Teorema 6.1 (Condição CFL). Uma condição necessária, mas não sufici-
ente, para que a solução aproximada de uma lei de conservação hiperbólica,
calculada por um método de volumes finitos, convirja para a sua solução
exata, é que o domínio de dependência da solução exata deve estar contido
no domínio de dependência da solução aproximada, para todo Δt,Δx Ñ 0.
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Δx

Δt

tn`1

tn

Cn
j´1

Cn
j

Cn`1
j

Δx

Δt

tn`1

tn

Cn
j´1

Cn
j

Cn`1
j

Figura 6.3: Propagação da informação de tn para tn`1, para u “ 1, mostrando
um caso em que a escolha de Δt e Δx não satisfaz CFL (esquerda) e um caso que
a escolha Δt e Δx satisfaz CFL (direita).

Portanto, de acordo com o teorema 6.1, para o método de volumes finitos
devemos ter

Dpcn`1
j q Ă DpCn`1

j q. (6.57)

A figura 6.3 traz dois exemplos de escolhas dos espaçamentos de malha Δt
e Δx que podem satisfazer ou não a condição CFL, com o mesma velocidade
u “ 1. Na figura 6.3 (esquerda), a escolha não satizfaz CFL pois Δt ą Δx,
situação em que o teorema 6.1 garante que o método não irá convergir. É
possível notar que, do tempo tn para tn`1, uma informação pode se propagar
por mais de uma célula de distância. Por outro lado, na figura 6.3 (direita),
situação em que Δt ă Δx e, portanto há chance (mas não garantia) de que
o método seja convergente segundo o teorema 6.1. Neste caso, vemos que a
informação nunca se propaga para além dos volumes vizinhos.

A observação feita no parágrafo anterior é de fato outra interpretação
da condição CFL: Ela é satisfeita se uma onda Wj` 1

2
partindo de xj` 1

2
não

percorre uma distância maior que Δx em um tempo Δt.

6.4 Consistência, estabilidade e convergência

Para avaliar a acurácia e convergência dos métodos de volumes finitos para
leis de conservação hiperbólicas vamos definir o erro global em um tempo
fixo T “ NΔt por

eN “ CN ´ cN , (6.58)

onde CN é o vetor com as aproximações de volumes finitos e cN é o vetor
com a solução exata. No contexto de volumes finitos, em uma dimensão,
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para cada célula j temos que comparar CN
j com

cNj “ 1

Δx

ż x
j` 1

2

x
j´ 1

2

cpx, tN q dx. (6.59)

Para simplificar a notação, geralmente assume-se que Δt e Δx estão rela-
cionados. Como a condição CFL para este problema resulta que (6.53) deve
ser satisfeita para que haja possibilidade de convergência, temos que a razão
Δt{Δx é fixa (neste caso igual a 1{u). Neste contexto, temos a seguinte
definição

Definição 6.2. (Convergência) Um método de volumes finitos da forma
(6.8) converge para a solução analítica de (6.1), em uma norma } ¨ }, se

lim
ΔtÑ0
T“NΔt

}eN} “ 0.

para todo 0 ă T ă Tmax, com T “ NΔt.

A convergência dos métodos de volumes finitos para equações hiperbó-
licas é ditada pelo mesmo teorema introduzido no capítulo 4, o teorema
4.1 da equivalência de Lax [32]. Desta forma, precisamos novamente anali-
sar consistência e estabilidade para verificar se os métodos apresentados são
convergentes.

6.4.1 Erro de truncamento local

Um método numérico explícito qualquer pode ser escrito como

Cn`1 “ N pCnq, (6.60)

onde N p¨q representa o operador numérico que aproxima a solução em um
passo de tempo tn`1, dada a solução calculada previamente no passo de
tempo tn. A cada passo de tempo, comete-se um erro local dado pela dife-
rença entre a solução exata em tn`1 (cn`1) e o que o método calcularia no
tempo tn`1, considerando que os cálculos anteriores foram feitos exatamente
(N pcnq). O acúmulo desta diferença em cada passo é o que chamamos de
erro de truncamento local, dado por

τn “ 1

Δt

`N pcnq ´ cn`1
˘
. (6.61)

O erro de truncamento local fornece uma indicação do comportamento do
erro global em termos de sua ordem de precisão nos casos em que o método é
estável. A definição de consistência é a mesma estabelecida na definição 4.3,
isto é, um método é dito consistente com a equação diferencial se o erro de
truncamento local for para zero quando Δt Ñ 0. A seguir ilustramos como o
erro de truncamento local pode ser estimado para alguns dos métodos vistos
anteriormente.
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1. O método upwind :

Considere o método upwind para a equação de advecção com velocidade
constante u ą 0, dada por

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

Δx

´
Cn
j ´ Cn

j´1

¯
. (6.62)

Aplicando-se este método à solução exata obtemos o seguinte erro de
truncamento local

τn “ 1

Δt

„
cpxj , tnq ´ uΔt

Δx

´
cpxj , tnq ´ cpxj´1, t

nq
¯

´ cpxj , tn`1q
j
.

(6.63)
Assumindo suavidade suficiente para c, pode-se expandir os termos
cpxj´1, t

nq e cpxj , tn`1q em séries de Taylor em torno de pxj , tnq, resul-
tando em

cpxj´1, t
nq “ cpxj , tnq ´ Δxcxpxj , tnq ` Δx2

2
cxxpxj , tnq ´ O`

Δx3
˘

(6.64)
e

cpxj , tn`1q “ cpxj , tnq`Δt ctpxj , tnq`Δt2

2
cttpxj , tnq`O`

Δt3
˘
. (6.65)

Portanto,

τn “ 1

Δt

„
cpxj , tnq ´ uΔt

Δx

´
cpxj , tnq ´ cpxj , tnq ` Δx cxpxj , tnq

´ Δx2

2
cxxpxj , tnq ` O`

Δx3
˘¯

´ cpxj , tnq ´ Δt ctpxj , tnq

´ Δt2

2
cttpxj , tnq ´ O`

Δt3
˘j

“ ´
´
ctpxj , tnq ` u cxpxj , tnq

¯
` uΔx

2
cxxpxj , tnq

´ O`
Δx2

˘ ´ Δt

2
cttpxj , tnq ´ O`

Δt2
˘
. (6.66)

Como c é solução da equação de advecção, ctpxj , tnq ` u cxpxj , tnq “ 0,
alguns termos desaparecem devido à equação

τn “ uΔx

2
cxxpxj , tnq ´ O`

Δx2
˘ ´ Δt

2
cttpxj , tnq ´ O`

Δt2
˘
. (6.67)

Note que ctt “ pctqt “ p´ucxqt “ ´upctqx “ u2pcxqx “ u2cxx, devido
à suavidade de c. Deste modo, o erro de truncamento local do método
upwind é dado por

τn “ uΔx

2
p1 ´ νqcxxpxj , tnq ` O`

Δt2
˘
, (6.68)
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onde ν “ uΔt{Δx é o número de Courant, que estabelece a relação
entre Δt e Δx que deve ser respeitada em uma situação de convergência.
Portanto, o erro de truncamento é governado por Δx (ou Δt), e o
método então é consistente de primeira ordem.

2. O método de Lax-Friedrichs:

O erro de truncamento local do método de Lax-Friedrichs é dado por

τn “ 1

2

ˆ
Δx2

Δt
´ u2Δt

˙
cxxpxj , tnq ` O`

Δt2
˘

“ uΔx

2

ˆ
1

ν
´ ν

˙
cxxpxj , tnq ` O`

Δt2
˘
. (6.69)

Ou seja, o erro de truncamento é dominado por um termo da ordem
de Δx (ou Δt), e o método é de primeira ordem.

3. O método de Lax-Wendroff:

O erro de truncamento local do método de Lax-Wendroff é dado por

τn “ ´uΔx2

6

`
1 ´ ν2

˘
cxxxpxj , tnq ` O`

Δt3
˘
. (6.70)

Portanto, o erro de truncamento é dominado por um termo da ordem
de Δx2, e o método é de segunda ordem.

6.4.2 Estabilidade linear

Antes de analisar a estabilidade dos métodos vistos, é necessário revisar
algumas propriedades básicas sobre estabilidade. Suponha que no passo de
tempo tn tem-se uma aproximação Cn com erro en. Recordando a equação
(6.58), podemos escrever

Cn “ cn ` en. (6.71)

Ao aplicar o método numérico para obter Cn`1 temos

Cn`1 “ N pCnq “ N pcn ` enq, (6.72)

de modo que

en`1 “ Cn`1 ´ cn`1

“ N pcn ` enq ´ cn`1

“ N pcn ` enq ´ N pcnq ` N pcnq ´ cn`1

“ N pcn ` enq ´ N pcnq ` Δt τn. (6.73)

Com isso, temos que o erro global será o acúmulo de N pcn ` enq ´ N pcnq,
que mede o efeito do método numérico sobre o erro global no passo anterior,
e o acúmulo de Δt τn, que contabiliza o erro introduzido no passo de tempo
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atual. Vimos anteriormente que o estudo do erro de truncamento local per-
mite limitar o acúmulo do termo Δt τn. Já a teoria de estabilidade, será
desenvolvida para limitar o termo N pcn ` enq ´ N pcnq. Juntando as duas
técnicas será possível limitar o erro global, o que seria parte da prova do
teorema 4.1 de Lax para equações hiperbólicas.

Se o operador N p¨q é linear, então

N pcn ` enq ´ N pcnq “ N pcnq ` N penq ´ N pcnq “ N penq (6.74)

e assim, abrindo-se a recorrência da equação (6.73), e aplicando uma norma
nos dois lados, chega-se a

}en`1} ď }N npe0q} ` Δt
ÿ
�

}τ �}. (6.75)

Note que n aparece como índice no lado esquerdo e potência no lado direito
de (6.75), representando a quantidade de aplicações sucessivas do operador
N . Sendo o método consistente, tem-se que o erro de truncamento local será
limitado, então resta apenas garantir que N npe0q também seja limitado para
que haja convergência. Portanto, deriva-se uma condição sobre a norma do
operador linear N para cada tempo T :

}N n} ď L, (6.76)

para todo n ď N “ T {Δt, onde L é uma constante que não depende de n.
Em outras palavras, para que o erro global seja limitado, precisamos que a
enésima potência do operador linear N seja uniformemente limitada até o
tempo de interesse T . Para métodos lineares, esta forma de estabilidade é
conhecida como estabilidade Lax-Richtmyer [31, 32].

6.4.3 O critério de von Neumann

Para problemas de Cauchy lineares com coeficientes constantes, a estabili-
dade é particularmente simples de ser analisada na norma 2, pois a análise
de Fourier pode ser utilizada e simplificar o problema [35]. Esta é a base
do critério de von Neumann para estabilidade, onde supõe-se que Cn

j tenha
norma finita e, então, pode ser expresso como uma série de Fourier:

Cn
j “ 1?

2π

ż 8

´8
ĈnpξqeiξjΔxdξ, (6.77)

onde i “ ?´1. Aplicando-se esquemas lineares de volumes finitos para Cn
j ,

e manipulando os exponenciais, é possível encontrar uma expressão da forma

Cn`1
j “ 1?

2π

ż 8

´8
Ĉnpξqgpξ,Δx,ΔtqeiξjΔxdξ, (6.78)

onde gpξ,Δx,Δtq P C é chamado de fator de amplificação para o número de
onda ξ, uma vez que pode-se definir a recorrência

Ĉn`1pξq “ gpξ,Δx,ΔtqĈnpξq. (6.79)
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Da relação de Parseval temos que

}Cn}2 “ }Ĉn}2, (6.80)

onde

}Cn}2 “
˜
Δx

8ÿ
j“´8

|Cn
j |2

¸ 1
2

e }Ĉn}2 “
ˆż 8

´8
|Ĉnpξq|2 dξ

˙ 1
2

. (6.81)

Para mostrar que a norma 2 de Cn é limitada, basta mostrar que a norma
2 de Ĉn permanece limitada. Note que a função Ĉn satisfaz a equação
(6.79) quando ξ varia. Portanto, é suficiente considerar um número de onda
arbitrário ξ e

Cn
j “ eiξjΔx, (6.82)

de modo que podemos calcular gpξ,Δx,Δtq usando a recorrência

Cn`1
j pξq “ gpξ,Δx,ΔtqCn

j pξq. (6.83)

ao invés da equação (6.79). Se garantirmos que

|gpξ,Δx,Δtq| ď 1, (6.84)

para todo ξ, então teremos a estabilidade do método numérico garantida,
pois não haverá amplificação desastrosa dos modos de Fourier.

A aplicação do critério de von Neumann é bastante simples, ficando mais
clara através de alguns exemplos:

1. O esquema central:

Considerando o esquema central

Cn`1
j “ Cn

j ´ uΔt

2Δx

´
Cn
j`1 ´ Cn

j´1

¯
, (6.85)

e Cn
j dada por (6.82), de tal forma que

Cn`1
j “ gpξ,Δx,ΔtqeiξjΔx, (6.86)

temos:

gpξ,Δx,ΔtqeiξjΔx “ eiξjΔx ´ uΔt

2Δx

´
eiξpj`1qΔx ´ eiξpj´1qΔx

¯
, (6.87)

isto é,

gpξ,Δx,Δtq “ 1 ´ uΔt

2Δx

´
eiξΔx ´ e´iξΔx

¯
“ 1 ´ uΔt

2Δx

`
2i sinpξΔxq˘

“ 1 ´ ν
`
i sinpξΔxq˘

, (6.88)
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onde ν “ uΔt{Δx é o número de Courant. Com isso temos

|gpξ,Δx,Δtq| “
´
1 ` `

ν sinpξΔxq˘2¯ 1
2
. (6.89)

Da expressão acima podemos concluir que |gpξ,Δx,Δtq| ě 1 sempre, e
portanto, o esquema central é instável, como havíamos comentado na
seção 6.1.

2. O método upwind :

Considere o método upwind para a equação de advecção com velocidade
constante u ą 0:

Cn`1
j “ p1 ´ νqCn

j ` ν Cn
j´1, (6.90)

onde ν “ uΔt{Δx é o número de Courant. Escrevendo Cn
j como em

(6.82) temos

gpξ,Δx,ΔtqeiξjΔx “ p1 ´ νqeiξjΔx ` νeiξpj´1qΔx

“
´

p1 ´ νq ` νe´iξΔx
¯
eiξjΔx, (6.91)

portanto,
gpξ,Δx,Δtq “ p1 ´ νq ` νe´iξΔx. (6.92)

Note que gpξ,Δx,Δtq encontra-se em um círculo de raio ν no plano
complexo, centrado no eixo real em 1´ν. Este círculo está inteiramente
dentro do círculo unitário, ou seja, |g| ď 1 @ ξ se e somente se 0 ď ν ď 1.
Como essa desigualdade sempre é satisfeita devido à condição CFL,
podemos concluir que o método upwind é estável sempre que a condição
CFL seja satisfeita.

3. O método de Lax-Friedrichs:

Escrevendo Cn
j de acordo com (6.82) e (6.83) e considerando o método

de Lax-Friedrichs (6.12), é possível mostrar que |g| ď 1 sempre que
|ν| ď 1, ou seja, o método é condicionalmente estável.

4. O método de Lax-Wendroff:

Escrevendo Cn
j de acordo com (6.82) e (6.83) e considerando o método

de Lax-Wendroff (6.14), é também possível mostrar que o método é
condicionalmente estável quando |ν| ď 1.

6.5 Problemas multidimensionais

Em duas dimensões a lei de conservação (6.1) assume a forma

ct ` fxpcq ` gypcq “ 0, (6.93)
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onde a concentração do fluido agora depende de x, y e t, isto é c “ cpx, y, tq,
e fpcq e gpcq são as funções de fluxo nas direções x e y, respectivamente. Em
três dimensões mais um termo é adicionado, e tem-se

ct ` fxpcq ` gypcq ` hzpcq “ 0, (6.94)

com c “ cpx, y, z, tq e hpcq sendo a função de fluxo na direção z. Com isso,
temos que mesmo em várias dimensões as leis de conservação hiperbólicas
escalares são escritas na forma (5.7). Considerando φ “ 1 e q “ 0, temos:

Bc
Bt ` ∇ ¨ `

fpcq˘ “ 0, (6.95)

com fpcq “ rfpcq, gpcq, hpcqs, no caso tridimensional.
A equação de advecção em duas dimensões é dada por

ct ` `
upx, y, tqc˘

x
` `

vpx, y, tqc˘
y

“ 0, (6.96)

ou ainda Bc
Bt ` ∇ ¨ `

uc
˘ “ 0, (6.97)

onde a velocidade do fluido é da forma u “ rupx, y, tq, vpx, y, tqs, enquanto
que, a função de fluxo fpcq “ uc “ rf, gs é tal que f “ upx, y, tqcpx, y, tq e g “
vpx, y, tqcpx, y, tq. Quando a velocidade é constante no espaço e no tempo,
tem-se que o fluido está simplesmente sendo transladado a uma velocidade
constante e direção fixa, e a equação (6.96) se reduz a:

ct ` ucx ` vcy “ 0, (6.98)

cuja solução é dada por

cpx, y, tq “ c0px ´ ut, y ´ vtq, (6.99)

sendo c0px, yq “ cpx, y, 0q a condição inicial do problema hiperbólico.

6.5.1 Métodos de volumes finitos para leis de conservação
hiperbólicas multidimensionais

Como em uma dimensão, podemos usar a forma integral das equações para
determinar como a solução varia com o tempo em cada volume de controle,
e desenvolver métodos de volumes finitos com base em aproximações para os
fluxos em cada borda de célula. Por exemplo, em duas dimensões podemos
considerar malhas cartesianas como ilustrado na figura 6.4, e definir o valor
médio da concentração na célula pi, jq no tempo tn por

Cn
i,j “ Cpxi, yj , tnq « 1

ΔxΔy

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

cpx, y, tnq dxdy. (6.100)
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Figura 6.4: Representação de uma discretização de volumes finitos para leis
de conservação hiperbólicas em duas dimensões.

Se considerarmos um domínio Ω bidimensional com a discretização car-
tesiana, então cada volume de controle é da forma

Vi,j “ rxi´ 1
2
, xi` 1

2
s ˆ ryy´ 1

2
, yj` 1

2
s. (6.101)

Integrando a lei de conservação (6.93) sobre o domínio rxi´ 1
2
, xi` 1

2
sˆryj´ 1

2
, yj` 1

2
sˆ

rtn, tn`1s, obtemos

ż tn`1

tn

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

ˆ
ct ` fxpcq ` gypcq

˙
dx dy dt “ 0. (6.102)

Separando as integrais e utilizando o teorema fundamental do cálculo, temosż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

cpx, y, tn`1q dx dy ´
ż y

j` 1
2

y
j´ 1

2

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

cpx, y, tnq dx dy

“ ´
ż tn`1

tn

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

f
`
cpxi` 1

2
, y, tq˘

dy dt

`
ż tn`1

tn

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

f
`
cpxi´ 1

2
, y, tq˘

dy dt

´
ż tn`1

tn

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

g
`
cpx, yj` 1

2
, tq˘

dx dt

`
ż tn`1

tn

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

g
`
cpx, yj´ 1

2
, tq˘

dx dt.

(6.103)
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Definindo

F̄n
i` 1

2
,j

“ 1

ΔtΔy

ż tn`1

tn

ż y
j` 1

2

y
j´ 1

2

f
`
cpxi` 1

2
, y, tq˘

dy dt (6.104)

e

Ḡn
i,j` 1

2

“ 1

ΔtΔx

ż tn`1

tn

ż x
i` 1

2

x
i´ 1

2

g
`
cpx, yj` 1

2
, tq˘

dx dt, (6.105)

e dividindo ambos os lados da equação (6.103) por ΔxΔy, obtemos:

Cn`1
i,j “ Cn

i,j ´ Δt

Δx

´
F̄n
i` 1

2
,j

´ F̄n
i´ 1

2
,j

¯
´ Δt

Δy

´
Ḡn

i,j` 1
2

´ Ḡn
i,j´ 1

2

¯
. (6.106)

Com isso, chegamos ao princípio de conservação em duas dimensões, sendo
que os fluxos F̄n

i` 1
2
,j

e Ḡn
i,j` 1

2

podem ser aproximados por fluxos discretos
Fn
i` 1

2
,j

e Gn
i,j` 1

2

em cada direção.

6.6 Simulação numérica de problemas de transporte
passivo

Como a equação (5.2) é uma lei de conservação hiperbólica linear, a simulação
numérica de problemas de transporte passivo em meios porosos pode ser feita
utilizando os métodos de volumes finitos exibidos anteriormente. Nesta seção,
apresentamos alguns experimentos numéricos utilizando o método upwind
para obter a aproximação da concentração modelada pela seguinte equação:$’&

’%
Bc
Bt ` ∇ ¨ pucq “ 0 em Ω

cpx, t “ 0q “ 0 em Ω
cpx, tq “ 1 em BΩ´,

(6.107)

onde a porosidade foi considerada uniforme φ “ 1.

Campo homogêneo

Nosso primeiro exemplo considera o campo de velocidades u ilustrado na
figura 4.10, o qual é dado pela solução do problema (3.35) através do método
de volumes finitos apresentado no capítulo 4. Lembramos que, neste caso,
foi considerado o domínio Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s discretizado por uma malha
cartesiana regular com 20 ˆ 20 células e uma configuração do tipo a quarter
of the five spot com q̃{ρ “ 1 e K{μ “ 1. A aproximação da solução do
problema (6.107) será dada na mesma malha espacial e com espaçamento
temporal respeitando a condição CFL:

Δt ď mintΔx,Δyu
maxt|u|, |v|u . (6.108)
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Na figura 6.5, temos a aproximação da solução do problema (6.107) pelo
método upwind em diferentes passos de tempo (adimensional). Note que a
concentração está se deslocando de maneira linear e simétrica do poço de
injeção para o poço de produção. A solução apresenta um comportamento
difusivo, que é uma característica intrínseca ao método upwind (o leitor in-
teressado pode consultar informações mais detalhadas sobre difusividade dos
métodos numéricos em [14] e [31]).

Figura 6.5: Aproximação da concentração considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com um campo
de permeabilidades homogêneo.

Campo heterogêneo

Agora, vamos tomar o campo de velocidades u ilustrado na figura 4.11b, que
foi obtido pela solução do problema (3.35) através do método de volumes
finitos apresentado no capítulo 4. Este campo de velocidades é dado no do-
mínio Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s com 64ˆ 64 células, considerando uma configuração
do tipo a quarter of the five spot com q̃{ρ “ 1, μ “ 1 e o campo de permeabi-
lidades ilustrado na figura 3.2. A solução do problema (6.107) será dada na
mesma malha espacial e com espaçamento temporal respeitando a condição
CFL (6.108). Na figura 6.6 é apresentada a aproximação do campo de con-
centrações pelo o método upwind para diferentes passos de tempo. Observe
que a concentração está se movimentando do poço de injeção com direção ao
poço de produção, passando por caminhos preferenciais determinados pelas
regiões de alta permeabilidade.
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Figura 6.6: Aproximação da concentração considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com um campo
de permeabilidades heterogêneo.

Campo heterogêneo canalizado

Por fim, vamos escolher o campo de velocidades u ilustrado na figura 4.12b,
que foi obtido pela solução do problema (3.35) pelo método do capítulo 4.
Nesse exemplo, o domínio é Ω “ r0, 670s ˆ r0, 365s com 220 ˆ 60 células,
sendo considerada uma configuração do tipo a quarter of the five spot com
q̃{ρ “ 1, μ “ 1 e o campo de permeabilidades da camada 36 do projeto
SPE10, ilustrado na figura 3.4. Como nos casos anteriores, o espaçamento
temporal respeita a condição CFL (6.108). Na figura 6.7, temos os cam-
pos de concentrações resultantes da aproximação do problema (6.107) pelo
método upwind em diferentes passos de tempo. Percebemos que a concen-
tração segue do poço de injeção, em direção ao poço de produção, passando
preferencialmente pelo canal de alta permeabilidade.

6.6.1 Modelagem de poços de injeção e produção

Comentamos anteriormente que os poços de injeção e produção normalmente
são convertidos em condições de contorno. Observe que as simulações nu-
méricas apresentadas nessa seção consideram o termo fonte q “ q̃ para os
problemas elípticos (3.35). Esse termo fonte deve ser adaptado através de
uma modelagem de poços [18] para a simulação do problema de transporte
passivo, dado por uma lei de conservação hiperbólica.
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Figura 6.7: Aproximação da concentração considerando o campo de veloci-
dades dado pelo problema do tipo a quarter of the five spot com o campo de
permeabilidades heterogêneo e canalizado da camada 36 do projeto SPE10.

A modelagem de poços para os problemas do tipo a quarter of the five
spot considerados nos exemplos acima é simples e intuitiva. Inicialmente,
constata-se que a borda de injeção BΩ´ é dada pelas faces sul e oeste da
célula inferior à esquerda, enquanto que a borda de produção é dada pelas
faces norte e leste da célula superior à direita. Em seguida, identifica-se as
velocidades ū e v̄, geradas na célula de injeção e as velocidades ũ e ṽ, geradas
na célula de produção, como representado na figura 6.8. Essas velocidades
são obtidas através da solução do problema elíptico e refletem a ação do termo
fonte. Para converter o termo fonte em condições de contorno compatíveis,
basta replicar as velocidades ū e v̄ nas faces de injeção e as velocidades ũ e ṽ
nas faces de produção. Com isso, criamos condições de contorno de entrada
e saída relacionadas aos poços de injeção e produção, respectivamente. Note
que em todas as outras faces da borda do domínio tem-se velocidade nula
devido à condição de contorno de Neumann nula.

Em termos da lei de conservação hiperbólica, geralmente células fantas-
mas são utilizadas para impor as condições de contorno [31]. Para o exemplo
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~

-
-

~

Figura 6.8: Representação da modelagem de poços para o problema do tipo
a quarter of the five spot.

considerado, temos que uma condição de entrada na célula p1, 1q significa que
a concentração deve ser igual a 1 nas células fantasmas p0, 1q e p1, 0q. Por
outro lado, uma condição de saída na célula pN,Mq significa que a concentra-
ção nas células fantasmas pN `1,Mq e pN,M `1q deve ser igual ao valor da
concentração na própria célula pN,Mq, onde considerou-se uma discretização
com N ˆ M células. Veja a figura 6.9.

(N+1,M)(N,M)

(N,M+1)

(1,1)(0,1)

(1,0)

Figura 6.9: Representação da modelagem das condições de contorno através
de células fantasmas para o problema do tipo a quarter of the five spot.

6.6.2 Adimensionalização

Para adimensionalizar o problema (6.107) vamos utilizar uma velocidade u˚
proveniente do sistema monofásico adimensional, como apresentado na seção
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3.2. Considere as quantidades adimensionais

x˚ “ x

L
e u˚ “ u

uref
,

onde L é um comprimento característico e a variável uref satisfaz

t˚ “ uref

L
t. (6.109)

Com a variável temporal na forma adimensional e considerando o operador
também adimensional ∇˚ “ L∇, encontramos a forma adimensional do pro-
blema (6.107): $’&

’%
Bc
Bt˚ ` ∇˚ ¨ pu˚cq “ 0 em Ω

cpx˚, t˚ “ 0q “ 0 em Ω
cpx˚, t˚q “ 1 em BΩ´,

(6.110)

onde cada parâmetro com o sobrescrito ˚ representa uma quantidade adi-
mensional.

6.7 Exercícios

1. Mostre que o erro de truncamento local do método de Lax-Friedrichs é
dado por (6.69).

2. Mostre que o erro de truncamento local do método de Lax-Wendroff é
dado por (6.70).

3. Observe os termos dominantes dos erros de truncamento dos esquemas
upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff. O que acontece se o número
de Courant for η “ 1? Verifique pelo menos até o segundo termo
dominante do erro de truncamento antes de dar sua resposta.

4. O que significa ν “ 1 em termos da condição CFL e a propagação de
informações através das curvas características?

5. Utilize o critério de von Neumann para demonstrar que o método de
Lax-Friedrichs é estável sempre que |ν| ď 1.

6. Utilize o critério de von Neumann para demonstrar que o método de
Lax-Wendroff é estável sempre que |ν| ď 1.

6.8 Projetos computacionais

1. Considere um reservatório unidimensional dado por Ω “ r0, 25s, cuja
velocidade de transporte de fluido neste reservatório é dada por uptq “ 1
constante. Considere a concentração de um contaminante passivo neste
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fluido, dada por cpx, tq, de forma que o transporte é modelado pela
seguinte equação:

Bc
Bt ` u

Bc
Bx “ 0 em Ω

cpx, t “ 0q “ e´20px´2q2 ` e´px´5q2 em Ω

(a) Encontre a solução exata do problema;

(b) Implemente os métodos de Lax-Friedrichs, Upwind (unilateral) e
Lax-Wendroff, e realize testes de convergência para verificar se os
métodos implementados possuem a ordem de convergência espe-
rada. Escolha malhas com espaçamentos Δx e Δt que satisfaçam
a condição CFL;

(c) Verifique através de simulações o que acontece se a condição CFL
(que coincide com o limite de estabilidade destes métodos) não for
satisfeita;

(d) Compare as soluções no tempo t “ 17 usando Δx “ 0.05 e nú-
mero de Courant ν “ 0.8. Repita a comparação para uma malha
mais fina e discuta os resultados. O que acontece com as soluções
se reduzirmos apenas o passo de tempo (reduzindo o número de
Courant), mas deixando Δx intacto?

(e) Inclua os métodos de diferenças finitas Leapfrog (de dois passos)
e Beam-Warming (unilateral) nas suas análises.

2. Considere o problema resolvido no trabalho computacional da seção
4.8, item 2, de um reservatório unidimensional com permeabilidade ab-
soluta heterogênea K extraída da camada 33 do projeto SPE10. Con-
sidere ainda as mesmas dimensões do trabalho computacional da seção
4.8 e que o reservatório possua porosidade φ “ 1 uniforme. Pretende-
mos estudar o transporte passivo de um contaminante cpx, tq, sujeito à
velocidade upxq obtida como solução do trabalho da seção 4.8. O con-
taminante é injetado na fronteira à esquerda do domínio. Tal situação
é modelada pela lei de conservação hiperbólica:

Bc
Bt ` B

Bx pupxqcq “ 0 em Ω

cpx, t “ 0q “ 0 em Ω

cpx “ 0, tq “ 1 em x “ 0

(a) Implemente os métodos Upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff
para este problema com coeficientes variáveis;

(b) Conduza testes de refinamento temporal e verifique como cada
método se comporta;
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(c) Qual dos métodos você recomendaria para este problema? Justi-
fique.

3. Considere agora o problema do item 4 do trabalho computacional da
seção 4.8, ou seja, um reservatório bidimensional Ω “ r0, Lxs ˆ r0, Lys
com permeabilidade absoluta K extraída da camada 33 do projeto
SPE10, porosidade uniforme φ “ 1, e as dimensões e propriedades
dadas na seção 4.8. O objetivo é estudar a propagação de um con-
taminante sujeito a um campo de velocidades upxq do escoamento no
meio poroso, obtido na resolução do item 4 do trabalho da seção 4.8.
O transporte do contaminante é modelado de acordo com o seguinte
sistema hiperbólico:

Bc
Bt ` ∇ ¨ pupxqcq “ 0 em Ω

cpx, t “ 0q “ 0 em Ω

e mais condições de contorno de injeção de contaminante, de acordo
com a escolha das condições de contorno para o problema elíptico do
tipo slab (injeção de contaminante em toda fronteira esquerda do reser-
vatório) ou five-spot (injeção de contaminante na célula correspondente
ao poço de injeção). Para ambos casos (slab e five-spot), faça:

(a) Implemente os métodos upwind, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff
para este problema;

(b) Faça um estudo de convergência para um problema simplificado
(geometria quadrada por exemplo) com velocidade constante (por
exemplo u “ p1, 1q) para verificar que os métodos estão bem im-
plementados;

(c) Faça comparações entre estes métodos, incluindo uma análise de
tempo de computação;

(d) Qual seria a sua recomendação de escolha de método e passo tem-
poral para resolver este problema da melhor forma possível?
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Capítulo 7

Considerações finais

Este livro traz uma pequena introdução ao mundo da modelagem matemá-
tica e computacional em problemas de escoamentos em meios porosos com
aplicações na área de extração de petróleo. Apresentamos ao longo do texto
também uma pitada de análise numérica básica, sem entrar muito no for-
malismo matemático, mas trazendo o mínimo necessário para compreensão e
análise dos métodos apresentados, tornando-se uma introdução para estudos
futuros nesta área. Nossa ideia aqui não foi traduzir o conteúdo de livros
clássicos, como os de Chen [11, 12] ou LeVeque [31, 32] por exemplo, mas
sim introduzir de forma compacta, para um público proficiente na Língua
Portuguesa, os conceitos fundamentais da área, com abordagem diferenciada
nas análises dos métodos. O leitor mais atento notará tais diferenças princi-
palmente na abordagem de problemas hiperbólicos lineares com coeficientes
variáveis, na análise da condição CFL e estabilidade linear, na adimensiona-
lização dos problemas e na modelagem dos poços de injeção e produção.

O leitor que chegou até o final deve, portanto, estar familiarizado com as
técnicas básicas de volumes finitos para resolução de problemas elípticos e
hiperbólicos em uma ou mais dimensões, que modelam escoamentos mono-
fásicos em meios porosos, incluindo o transporte passivo de contaminantes.
Para o leitor mais interessado em se aprofundar nestes estudos, saiba que
o que foi apresentado aqui é apenas a pequena ponta de um enorme ice-
berg. O primeiro próximo passo seria um estudo mais aprofundado de leis de
conservação hiperbólicas, principalmente as não lineares, com suas soluções
descontínuas, e a base matemática para entender a construção de soluções
analíticas como da equação de Buckley-Leverett, por exemplo. Em seguida,
o leitor deverá se aprofundar nos métodos numéricos para leis de conservação
hiperbólicas não lineares, especialmente métodos de Godunov e suas deriva-
ções, e métodos centrais, para poder começar a estudar métodos de mais
alta ordem, limitadores de fluxo, e os métodos que possuam a propriedade
TVD1. Com tais ferramentas, o estudante poderá finalmente começar a resol-
ver problemas bifásicos incompressíveis que modelam o escoamento de água

1Total Variation Diminishing, ou diminuição da variação total
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e óleo em subsuperfície, tipo de escoamento mais comum e simplificado que
ocorre na extração secundária de petróleo. O acoplamento de equações de
naturezas diferentes também será um desafio neste ponto, como por exemplo
o acoplamento entre equações elípticas e hiperbólicas para a resolução de
escoamentos bifásicos incompressíveis.

A partir desse ponto, o céu é o limite, pois o modelo pode ser complicado
de diversas maneiras, com a introdução de compressibilidade e a possibili-
dade de resolução de escoamento de gases em subsuperfície, levando a, por
exemplo, o modelo Black-Oil, que considera três fases e três componentes
diferentes, capaz de resolver o escoamento simultâneo de água, óleo e gás
com troca de massa entre eles. Talvez um dos modelos mais completos de
interesse para a indústria petrolífera seja o modelo composicional, que pode
considerar o escoamento simultâneo de diversas componentes (água, óleo,
gases, parafina, etc.) com reações químicas e troca de massa entre as fases.
Obviamente há outras formas de complicar o modelo, como alterando-se a
geometria, a possibilidade de uso de malhas não estruturadas, acoplamento
com modelos geomecânicos, computação multiescala, entre diversos outros
desafios.

Esperamos que esta pequena introdução seja um incentivo para os alu-
nos de graduação e pós-graduação interessados na área, e que seja apenas
o primeiro ou um dos primeiros estudos de muitos outros, nessa longa e
gratificante estrada.
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