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Prefacio

Estas notas, em sua segunda versao, buscam apresentar de maneira in-
trodutoria, resultados de unicidade e estabilidade para a identificacao
de parametros de interesse em termos das medidas feitas de forma indi-
reta, em modelos provenientes de algumas modalidades de tomografias.

Tomografia ¢ uma palavra que deriva do Grego Antigo, onde "to-
mos" significa se¢do e "grapho" significa descrever. Como veremos, sao
os parametros nos modelos de tomografias que descrevem distintas pro-
priedades das se¢oes de um objeto de interesse. Mas o fundamental em
tal descri¢ao esta no fato de que os parametros de interesse sao desco-
nhecidos, e devem ser identificados a partir de medigoes (dados) que sao
feitas na borda exterior do objeto e de forma indireta (ndo invasiva ou
nao-destrutiva) - que é a esséncia dos problemas inversos-, provenientes
de um determinado fendmeno fisico (onda ou raio) que interage com o
meio de interesse. Tais modalidades de tomografias possuem aplicagoes
de relevancia fundamental em diversas areas da ciéncia, como em ima-
gens médicas, arqueologia, biologia, astrofisica, geofisica, oceanografia,
fisica do plasma, ciéncias dos materiais, entre outras.

Esta edigéo difere da primeira versao [14] em vérios aspectos. Em
particular, a organizacdo e o conteudo de alguns dos capitulos foram
modificados e uma nova modalidade de tomografia (por impedancia elé-
trica) foi acrescentada. No Capitulo 1 s@o introduzidos formalmente o
que sao os problemas inversos em termos de uma aplicacao genérica M,
que associa as quantidades de interesse (os parAmetros) as medidas, em
cada uma das modalidades de tomografias apresentadas. Desta forma,
as questoes fundamentais de unicidade e estabilidade dos parametros
nas modalidades de tomografias apresentadas, se reduzem a estabele-
cer propriedades de injetividade e estimativas de estabilidade para a
aplicagdo M, em espacos de funges adequados. Também sao apresen-
tados alguns exemplos simples de problemas inversos, para os quais, a
importancia dos resultados de unicidade e estabilidade ficam evidentes
(e didaticos). Em particular, os fenémenos associados aos problemas
inversos "simples" que sao apresentados reaparecem em algumas das
modalidades de tomografias apresentadas nestas notas. No Capitulo 2
sao apresentados alguns aportes tedricos e resultados complementares
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a teoria desenvolvida nestas notas, de forma a deixa-la o mais autocon-
tida possivel. Do Capitulos 3 ao Capitulo 7, sdo tratados os resultados
de identificabilidade e estabilidade e quando possivel, sao estabelecidos
formulas de reconstrugao para os problemas de tomografia propostos.
Em particular, os resultados apresentados no Capitulo 7 para tomo-
grafia por impedancia elétrica (EIT) sdo novo em comparagdo com a
versao anterior destas notas (veja [14]). Os Capitulos 8-10 sdo dedi-
cados a teoria de regularizagao para problemas inversos e como esta
teoria pode ser aplicada as modalidades de tomografias apresentadas
anteriormente.

Por se tratar de um texto introdutoério, as demonstragao de alguns
resultados foram reduzidas a casos particulares, cujo caso geral pode ser
encontrado na bibliografia sugerida. A escolha e distribuigao dos temas
abordados buscam dar um equilibrio entre as aplicacoes em tomogra-
fia e a teoria matemética necessaria para resolver estes problemas. Os
autores acreditam que o assunto da forma em que esta apresentado no
manuscrito coloca o leitor a par do desenvolvimento da teoria e apli-
cagoes dos problemas inversos, além de fornecer diversas informagoes
sobre temas de pesquisa atuais nesta area.

Rio Grande, 08 de Junho de 2023.

Adriano De Cezaro
Fabiana Travessini De Cezaro






Capitulo 1

Uma Introducao aos Problemas
Inversos

Na tentativa de descrever fenémenos da natureza com sistemas ma-
teméaticos, usamos o principio de que as quantidades envolvidas estao
relacionadas entre si por leis da natureza. Tal relagao envolve as varia-
veis espaciais/temporais entre outras, e quantidades que chamamos de
parametros.

Se o sistema ¢ um modelo matematico, entdo, conhecidos os para-
metros, podemos prever o resultado de qualquer medida. Em outras
palavras, estamos assumindo que exista uma aplicacao

M:X Y, (1.0.1)

entre o conjunto de todos os dados de entrada e parametros X = X x
X3 no conjunto de todas as possiveis medidas (observagdes) Y. Por
simplicidade, assumiremos que X1, Xy e Y sao espacos de Hilbert. No
entanto, boa parte dos resultados apresentados nestas notas podem
ser generalizados (com as suas devidas complicagbes) em espagos de
Banach, e.g., [43, 44, 46, 16].

Sintetizando as ideias acima, podemos assumir que o fenémeno da
natureza a ser estudado é modelado por um processo que envolve trés
quantidades principais do modelo!

entrada f sistema de parametros medidas g
 —— 4 —_—

O processo esquemético acima pode ser descrito pela aplicagao (1.0.1)
como

Xo(fip)r—= Mp)f=geY. (1.0.2)

'As quantidades f,u,g podem depender, eventualmente, das variaveis espaci-
ais/temporais (z,y,t), etc.



Com a formulagao acima como hipotese, podemos agora apresentar uma
resposta (que ndo precisa ser a unica), de forma mais clara, para a seguinte
pergunta: O que sdo os tais "problemas inversos?"?. Ou ainda, a pergunta
pode ser: "inversos do qué?"

Para responder as perguntas acima, introduziremos o que entendemos ser
o "Problema Direto”.

O problema direto: Dados (f, ) € X e conhecida a aplicagao M, deter-
minar g. Daremos alguns exemplos mais precisos no decorrer destas notas.

O problema inverso: Esse pode aparecer de duas formas:

1. O problema de reconstrugdo: Conhecidos os pardmetros p € X5 e a
aplicagao M, determinar f € X; a partir de medidas de g.

2. O problema de identificacado. Dado f e a aplicacdo M, determinar os
parametros p a partir de medidas (observagoes) de g.

Assim, a grosso modo, os Problemas Inversos estao relacionados com a
determinagao de causas (entradas ou parametros (f, it)) através da observa-
¢ao (ou medida) dos efeitos g.

Em termos praticos, g dificilmente é obtido de forma precisa, pois sua
obtengao é feita através de medidas. Assim, costumamos denotar as medigoes
obtidas por ¢°, das quais assumimos conhecer o nivel de ruido 8, de forma
a satisfazer

lg—g°ll <3. (1.0.3)

Uma caracteristica importante que diferencia um problema direto de um
problema inverso é que o segundo é mal-posto no sentido de Hadamard,
[24]. Um problema ¢ dito bem-posto no sentido de Hadamard se satisfaz as
condigoes de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados e dos
parametros que chamaremos de estabilidade. Caso um dos requerimentos
acima nao seja satisfeito, o problema é dito mal-posto.

Matematicamente, a questao de existéncia de solugoes significa que tanto
g quanto as medicdes ¢° pertencerem a imagem da aplicacio M. Na pratica,
pode acontecer que ¢° néo satisfaca tal premissa. Neste caso, podemos, por
exemplo, aumentar o conjunto de solugées, admitindo solu¢oes generalizadas
para o problema ou, melhor ainda, projetar ¢° na imagem da aplicacio M.
Em relacio a unicidade significa que a aplicacio M nao é injetiva®. A au-
séncia de unicidade significa que estao faltando informagdes no modelo. Po-
demos adicionar propriedades, impor mais condigdes ao operador, ou ainda,
podemos escolher uma entre as vérias solugdes (que tenham as caracteristi-
cas esperadas a-priori), a qual melhor corresponde ao modelo. Estabelecida
a unicidade (de alguma forma), entdo a aplicagdo M possui uma aplicagao

2Para J.B. Keller |28], dois problemas sao o inverso um do outro, se a formulagao de
um envolve o conhecimento (mesmo que parcial) do outro.

3Lembrando que injetividade significa: M(u1)fi = M(uz2)fo implica em (fi,p2) =
(f27 H2)
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inversa M ™!, que aplica de maneira tnica elementos da imagem de M em
X. Essa operacao inversa é que serda implementada numericamente para a
solucdo do problema inverso de interesse. A violacao da estabilidade ¢ a de
maior importancia do ponto de vista pratico, haja visto que este fato pode
levar a sérias complicagoes para obtermos uma solugao aproximada. Tais
complicagoes nao podem ser compensadas por "truques matematicos". Uma
maneira de inferir o quanto estével é o problema inverso de interesse é dado
pelas estimativas de estabilidade, dadas por

I1(frs 1) = (fo, p2) || < w(IM (1) fr — M(p2) foll) 5 (1.0.4)

onde w : Ry — Ry é uma fungdo crescente, com w(0) = 0, que determina
o modulo de continuidade da aplicacdo inversa M™1. Na maioria dos casos
em aplicagbes reais, os dados néo sao obtidos exatamente e somente uma
versao sujeita a ruido g é acessivel (veja a equagdo (1.0.3)). Assim, a falta
de estabilidade (w cresce muito rapido com o nivel de ruido 4) implica que,
em geral, que o ruido nos dados é amplificado, tornando qualquer método
de inversao direta inadequado para a obtengao de uma solugdo do problema
inverso de interesse. Para evitarmos estes desastres, precisamos de métodos
adequados para obter solugbes estaveis para o problema inverso, chamados
de métodos de regularizacao, que serao estudados no Capitulo 8.

Do ponto de vista das aplicagbes, existem pelo menos duas motivagoes
distintas para estudar "Problemas Inversos". A primeira é movida pela curi-
osidade humana de conhecer estados fisicos passados ou pardmetros em um
sistema fisico que descreve certos modelos. A segunda é predizer os feno-
menos futuros influenciados pelos estados atuais. Ambas motivagdes sao
modeladas por equagdes mateméaticas da forma (1.0.2).

Associado ao estudo e solugdo de problemas inversos estao fatores rele-
vantes no desenvolvimento socioeconémico. Por exemplo, problemas inversos
em imagens médicas influenciam em:

e fatores sociais: técnicas de detecgao de tumores implicam em prolon-
gar a vida das pessoas.

e fatores econdémicos: deteccao de tumores implica em tratamentos
mais eficazes contra o cdncer, diminuindo os custos dos mesmos. Ainda,
prolonga a vida ativa das pessoas que, consequentemente, geram mais
riquezas.

e desenvolvimento tecnolégico: desenvolvimento de novos métodos
e maquinas de tomografia para a obtencao de imagens médicas.

No que segue destas notas, trataremos de algumas técnicas de tomografias
(ndo de todas), bem como da teoria necesséria para a obtengao de solugdes
para o problema inverso associado. Existe uma vasta lista de referéncias
sobre tomografias, das quais, algumas que foram amplamente utilizadas na
escrita destas notas sdo [37, 14, 9, 18, 8, 33, 38, 39, 42, 43, 44, 46, 13, 10, 16].



4 Uma Breve Introducao aos Problemas Inversos

1.1 Alguns Exemplos (didaticos) de Problemas In-
Versos

Nesta segao, ilustraremos de maneira bem simples, com alguns exemplos, o
quanto mal posto pode ser um problema inverso. Estes servirao de motivagao
para estudarmos mais a fundo algumas técnicas de tomografia nos capitulos
seguintes.

1.1.1 Resolugao de Sistemas Lineares

Nesta subsegao apresentaremos o problema de mal-condicionamento de sis-
temas lineares e a relagdo de mal-condicionamento com os autovalores asso-
ciados.

Exemplo 1.1. Esse exemplo é puramente ficticeo, i.e., dificilmente serd um
exemplo digno de uma aplicagdo prdtica da vida real, mas simula perfeita-
mente a caracteristica de md-colocacdo dos problemas inversos.

10° =2 -2
Seja a matriz(aplicagdo) M = ( 0 ), o vetor g = ( > ,

0 107° 10~°
dado e s € N. Entdo, existe um tnico f € R? solucio do sistema Mf = g,
a saber, f = (1) > Mas serd que o problema € bem posto, ou melhor, bem
condicionado?

Considere o dado perturbado ¢° = ( 0

—2 ) Note que ||g — ¢°|| = 107*.

N —2.10° .
Mas, a solucio perturbada fo = ﬁ ( 0 ) Ou seja, o erro come-

tido na solugao é relativamente grande comparado ao erro nos dados (para
s grande). Essa é uma caracteristica comum aos problemas inversos. Neste
caso, isto se deve ao mal condicionamento do problema.

O exemplo acima nos da uma breve ideia dos problemas apresentados pelo
mal condicionamento da matriz M™!. Outros percalgos a se enfrentar na
solugdo de problemas inversos estao relacionados com a natureza dos dados.
E comum que os dados néo estejam na imagem do operador (a0 menos, nao
temos garantias que os dados perturbados estejam). O proximo exemplo
sintetiza essa ideia. Assim, mesmo que o problema possua soluc¢ao (se for
considerado com dados exatos), dada a natureza ruidosa dos dados obtidos,
pode tornar-se um problema indeterminado.

1 -2 3 2
‘ -2 1 0 -1 ~
Exemplo 1.2. Seja M = 9 9 1 e o dado g = 5 . Entao,
-1 0 1 0

existe uma solucio f = (1,1,1)T para o problema Mf = g. Mas, se os dados
sao providos de ruidos, i.e., se temos em maos somente dados perturbados,
como por exemplo g‘s = (2; 71;5;0,000001)T, neste caso, ndo existe f € R3
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tal que Mf = ¢°. Ou seja, ¢° nio esta na imagem do operador M. Com isso,
nao temos uma solugao (no sentido de solu¢io que estamos acostumados)
para o problema com ruidos.

O fenémeno de ma-colocagao do problema apresentado nos Exemplos 1.1-
1.2 serao detalhados de maneira generalizada no que segue. Para tal, evo-
caremos o Teorema Espectral [30], para operadores lineares, compactos e
injetivos M : X =Y (em que X e Y sao espagos de Hilbert), para os quais
temos que

Ui |
Mg =3" g, hj)e;,  geIm(M), (1.1.5)

j=1

Q

onde os conjuntos {e;} e {h;} formam bases ortogonais de X e Y, respecti-
vamente.

Observagao 1.1. Note que, se m ¢é grande (ou seja, se a dimensao do pro-
blema é grande), entio o, se aprozima de zero (e.g., [30]). Isso significa que
[%m € grande. Portanto, pequenas perturbacoes na dire¢ao de um autovetor
associado ao autovalor o, implicam numa grande variagcdo na solu¢do. Exa-

tamente como acontece nos Fxemplos 1.1-1.2 apresentados anteriormente.

De fato, considere o problema inverso (em dimenséo n) de recuperar f

na equagao matricial

Mf =g,
para um dado com ruidos ¢° = (g1, ,gn + %) Assim, o erro nos dados é
da ordem de %

Suponha que a matriz M tenha sua decomposi¢ao espectral dada por
(2.4.27) onde os valores singulares sdo 0; = (9(%)4 ,j=1,2,---  n. Logo, M
é inversivel.

Da equagdo (2.4.27), temos que a solugao com ruidos é dada por

=My =vuluTy.
onde as matrizes U e V (unitarias) sdo as matrizes dos auto-espagos. Por-

tanto, temos a seguinte estimativa para a solugao

n

If =12 =vE"UT (g - ")I* =D (0G)g; - 9)))°

j=1

_ <O(”)>2 — (O(1)2. (1.1.6)

n

Note que o erro na solucio é muito grande, se (O(1))? for grande.

Vamos agora a um critério de solvabilidade de equagbes lineares gover-
nadas por operadores compactos. Muitos autores referem-se a este resultado
como sendo o Critério de Picard, [7, 8, 17].

40(a) significa que 9 — constante.

a



6 Uma Breve Introducao aos Problemas Inversos

Teorema 1.1. Seja M um operador compacto e (05, e;, hj) um sistema sin-
gular de M. Dado g €Y, as sequintes condigoes sao equivalentes:

a) g € Im(M),
) g e TalM); X 03 2lig, )P < oo

J
J=0

Demonstragao: Daremos uma ideia da prova.

a) = b) De g € Im(M) C Im(M). Seja f € X tal que Mf = g. Segue do
Teorema Espectral [30] que M*h; = oje;. Assim, usando a desigualdade de
Bessel,

> o;%lg.h Za”\ ME )P =" 0 2 [(f, MEhy) P
j=0

7=0

—Z| f.e) \2<Z||f\l2<oo

b) = a) Defina f,, == >0 0, “Yg,hj)e;. Portanto, para m,n € N
temos:

m

an_fm||2: Z Uj_2|<ghj>|2

Jj=n+1

e, portanto, {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy, cujo limite denotaremos por
f:= lim f,. Pela continuidade de M e definicao de f,,, segue que
n—oo

Mf = Z(g,hﬂhj e [MrfIF<lgl-

Defina z := g — 3 (g, hj)hj. Segue facilmente que
=0

121 = llgll* ~ Zlg, 25 (2,h))=0,YjeN e M*2=0.

Portanto, como g € Im(M) = N (M*)*, temos
(z.9) = llglli* = > 14g, ) [* = I|=11*
=0

Logo, g = 3 (, hj)hj = Mf. "

Jj=0

Observacgao 1.2. Note que o Teorema de Picard 1.1 sugere que uma tenta-
tiva de solugao para a equagao Mf =g é

F=Y o:Mg hy)e;. (1.1.7)
j=0
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Suponha que temos somente o dado perturbado ¢° = g+ 0hy,. Substituindo na
equacao (1.1.7), obtemos como solugio perturbada foi=f+ 50;16k. Assim,

19 5?2
If = I = l—el® = = . (1.1.8)
Ok Uk

Como oj — 0, seque que a estimatia (1.1.8) pode ser muito ruim, mos-
trando o efeito de mal-condicionamento causado pelos valores singulares de
um operador compacto.

Problemas inversos, da natureza dos apresentados acima, sdo comuns em
algumas aplicagoes da vida real.

1.1.2 O Problema Inverso da Diferenciacao

Nesta sec@o apresentatemos o problema inverso da diferenciagdo, o qual é
uma forma de motivar a necessidade de estudos detalhados da teoria de
problemas inversos.

Sejam g, g° : [0,1] — R fungoes continuas satisfazendo

lg(t) = ¢* ()]l <8, Vte[0,1].

Gostarfamos de reconstruir a derivada f = ¢’ de g. Uma das estraté-
gias (pelo menos do ponto de vista numeérico) é considerar aproximagoes por
diferencgas simétricas, isto é, para qualquer 7 € (0, 1),

¢ +h) —g*(r—h)
2h '

7 =

Intuitivamente, quando h tende a zero, f6’h(7) deveria se aproximar de
f. No entanto, um simples argumento com a desigualdade triangular fornece

1)~ f@lle < || 2RIy

9 =9 +h) (¢ —9)(T—h))H
2h o’

|
Suponhamos que
1 ®)lloo = 9" )llo < E, Vtel0,1].

Substituindo o limitante na desigualdade acima, obtemos a estimativa de
erro

uﬁﬁﬂ—fumwghE+%. (11.9)

A equagao (1.1.9) é tipica em problemas inversos e reaparecera novamente
em nossas notas. O que é importante, por agora, ¢ entender o que ela quer nos
dizer. Temos dois termos nessa estimativa de erro: um devido a aproximacao
da aplicagao inversa (hE) e o outro devido ao erro de medida (%) Observe
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que, quanto mais refinarmos a aproximagdo ( quanto mais proximo de zero
tomarmos h) mais precisamente estamos calculando a derivada ¢'. Por outro
lado, como os dados estao corrompidos por erros, (1.1.9) nos ensina que, se h
for tomado muito pequeno, entdo f 5h pode estar longe da solugao verdadeira.

A Limitante do
Breo

&ih

Y

Figura 1.1: Estimativa fundamental.

O melhor que podemos fazer é escolher h de forma a balancear o lado
direito de (1.1.9). A Figura 1.1 ilustra a escolha de h(d). Ou seja, tomarmos

h(6) == E~26% .

1.2 Problemas Inversos em Tomografias

Tomografia® é a maneira de obter imagens de secdes do um objeto de inte-
resse, a partir de medidas indiretas de algum tipo de onda penetrante (raio)
que interage com este objeto. Em outras palavras, tais problemas consistem
em recuperar a forma ou a densidade e a localizagdo de um objeto imerso
em uma regido a partir de medidas (parciais) sobre a fronteira da regiao (de
forma nao invasiva) de algum tipo de onda que atravessa o meio. As medidas,
na maioria dos casos, sdo adquiridas por um numero reduzido de experimen-
tos. Assim, uma caracterisica comum destes tipos de problemas é a falta de
informagdes e, consequentemente, ruido nos dados. Este método de obtengao
de imagens encontra aplicagoes em ciéncia médicas (radiologia), geofisica, ci-
éncias dos materiais, astrofisica, entre outros [18, 34, 33, 42, 4, 9, 10, 39, 38|.

Existem véarios tipos de tomografias, cujas imagens obtidas dependem
da fisica do problema estudado. Neste manuscrito, estudaremos o problema
inverso associado a Tomografia Computadorizada, Tomografia por Emissao,

®Tomografia ¢ derivada do Grego Antigo e significa tomos "sec¢iao"e grafia "escrever",
ou neste contesto, "descrever"
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por Difracdo, por Fuorecéncia Optica e por Impedancia Elétrica. Outros
tipos de tomografia sdo estudados de maneira mais detalhada, por exemplo,
em [18, 34, 33, 42, 4, 9, 10, 39, 38| e referéncias.

1.2.1 Tomografia Computadorizada

A Tomografia Computadorizada (TC) é um método de obtengao de diagnos-
ticos baseados em imagens internas de uma regidao a partir de medigoes das
intensidades de feixes de raios-X que passam por esse objeto.

TC é baseada nos mesmos principios da radiografia convencional, pois, os
tecidos com diferentes composi¢oes absorvem a radiagdo emitida pelo raio-X
de forma diferente. Ao serem atravessados por raios-X, tecidos mais densos,
por exemplo como o figado, ou com elementos mais pesados, como o calcio
presente nos ossos, absorvem mais radiagao que tecidos menos densos, como o
pulmao, que esta cheio de ar. Assim, um processo de TC indica a quantidade
de radiagao absorvida por cada parte do corpo analisada (radio-densidade) e
traduz essas variagoes numa escala de cinza produzindo uma imagem. Cada
pixel da imagem corresponde & média da absorcao dos tecidos na regido
escaneada pelo processo.

Descrigao do Problema: Uma maneira intuitiva de compreender o pro-
cesso de reconstrucao de imagens usando TC é considerar o caso em que
possuimos apenas um feixe de raio-X (onda penetrante), com intensidade
inicial emitida fg, o qual percorre o objeto €2, em uma diregdo fixa 6 em
linha reta, denotada por L := L(fo,8). Fisicamente, qualquer raio que passe
por um obstéculo é atenuado, resultando em uma intensidade de radiagao g,
medida pelo detector que esta do lado oposto a fonte de emissdo com relagao
a um obstaculo homogéneo imerso em 2. Assumindo que a radiagio absor-
vida é decorrente da existéncia de um coeficiente de absor¢do u(z), z € Q.

[ wmeaw > I
| L
n AR

Figura 1.3: Raio-X.

‘ Nesta figura Iy = fo e
Figura 1.2: Atenuagdo do raio-X. Nesta notacio I(n) = g(z) | — g(z+Ax) ao longo

e I(n+ An) = g(z + Az), na dedugao que segue. da reta L.

Com esse modelo simples (ilustrado pelas Figuras 1.2 e 1.3), a atenuagao
total de um feixe de raio-X monocromaético pode ser calculada da seguinte
forma: a intensidade de radiagfo g, apo6s percorrer a distancia Ax através de
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um objeto, é dada por
g(z + Azr) = g(x) — p(z)g()Az. (1.2.10)
Se reescrevermos a equagao (1.2.10), temos que

9(x + Az) — g(z)
Ax

Suponhamos que Az seja infinitesimal, isto é, se fizermos Az — 0 em
(1.2.11), obtemos a equagao diferencial ordinaria

W) w)gla) (1.2.12)

= —p(x)g(x). (1.2.11)

Para determinarmos g, integramos (1.2.12) ao longo da reta L (método de
separagdo de variaveis) e obtemos que

4(z) = fo exp (— / u(w)dw> 7 (1.2.13)

onde L é o comprimento do feixe. O coeficiente de absor¢ao u(x) compreende
os efeitos de absorg¢ao e de espalhamento do raio-X que é emitido.

A equagdo (1.2.13) é conhecida como lei de Beer e nos ensina que a
intensidade de raio-X é atenuada exponencialmente ao longo de L, [10], onde
consideramos os efeitos de espalhamento despreziveis. A quantidade

g(L(z)) = —In <i> = / p(z)dz (1.2.14)
f L

mede a variagdo da intensidade de raio-X, ou seja, a atenuagao do raio-X

durante o processo, onde L(x) representa a parametrizagdo da ao longo da

reta L. Denominaremos g(L(x)) em (1.2.14) de projec¢ao ou projegao integral.

Na pratica, as projegoes g(L(x)), dadas pela equacao (1.2.14), podem ser
medidas somente sobre uma quantidade finita de retas L.

Para obter informacgoes suficientes para reconstruir uma imagem bidi-
mensional, o feixe de raio-X é movimentado de forma paralela a distribui¢ao
linear dos detectores. De forma sequencial, o conjunto de detectores é rota-
cionado por um angulo 6 € [0,27), de forma que todo o objeto de interesse
seja escaneado. O processo é representado pela Figura 1.4.

Assim, para um angulo 6 fixo e para uma posigdo em particular da fonte de
raio-X, o processo é descrito pela projecao integral (1.2.14). Desta maneira,
é razoavel reescrevermos a equagdo (1.2.14) em fungao da posigdo da fonte
de raio-X - ou da localizagao do correspondente detector £ - e do angulo de
de projecao . Assim, consideraremos o sistema de coordenada (£,7), o qual
gira juntamente com o raio-X e a fonte de detectores, ao invés do sistema de
coordenadas fixo (z,y). A Figura 1.4-(D) mostra a correspondéncia entre os

dois sistemas®.

5A Figura 1.4 foi retirada de [10]
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\%

Figura 1.4: Tomografia por raios-X paralela (E). Mudanga de varidveis (

No novo sistema de variaveis, a equagao (1.2.14) fica escrita como

90(§) = /Lu(ﬁ,n)dn- (1.2.15)

A equagao (1.2.15) é uma integral de linha ao longo do segmento de reta
L. Ela descreve a posigao £ da fonte de raio-X e do respectivo detector com
um angulo de projec¢ao 6 em relagao ao plano de coordenadas (x,y).

Na pratica, os valores do coeficiente de atenuacdo devem ser dados como
uma fungdo das coordenadas fixas x = (x,y). Para descrever a relagao
entre os sistemas de coordenadas (£,7) e (x,y), definimos’ o vetor 8 =
(cos(), sin(h)) € S' e seja O+ o vetor unitario ortogonal a @. Com essa
notagao, temos que

& =xcos(f) + ysin(h), n = —xsin(f) + ycos(d) . (1.2.16)

Substituindo (1.2.16) em u(&,n), obtemos o coeficiente de atenuagio nas
variavies x = (z,y) definido por

wu(x) = p(z cos() + ysin(f), —x sin(f) + y cos(0)) . (1.2.17)

Assim, do ponto de vista fisico, os coeficientes de atenuagio u(x) e pu(&,n)
SA0 OS MesIos.

Exercicio 1.1. Mostre que qualquer ponto x = (x,y) do plano cartesiano
que estd a uma distdncia s = \/x2 +y% da origem pode ser parametrizado
como x -0+ = s, onde @ = (cos(0), sen(0)) e 0 € [0,27). Veja a Figura 1.5.

7S"™! denota a esfera unitaria em R", para n > 2.
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Se considerarmos fy = 1 (normalizado) na equagdo (1.2.14) e parametri-
zando a reta L de acordo com o Exercicio 1.1, obtemos

(&) = MO fo = Ru0.5) = [ pa = [ u(s0* +0)ar. (1:219)

X =s R
O operador R é chamada de Transformada de Radon bi-dimensional de
u. Esta é uma aplicacio que leva fungdes de (z,y) € R? em funcdes de
(0,s) € St x R.

Liws Lws). s>p

Figura 1.5: Parametrizagdo da reta L que é perpendicular a w a uma distancia s da
origem (D) e Se p(z,y) =0, quando |(z,y)| > p, entdo Ru(w,s) = 0 quando s > p.

O problema inverso associado a tomografia é: Encontrar uma aproxi-
macao apropriada para a distribui¢ao de densidade p através da medida dos
outputs de vérias se¢oes transversais em diferentes angulos da regidgo 2. Ou
seja, a solu¢ao do problema inverso de reconstruir a densidade p consiste em
inverter o operador R (em um espaco de fungoes adequado).

Segue uma pergunta importante: E possivel determinar o coeficiente de
absor¢do p a partir de sua integral de linha (1.2.18) ao longo da reta L?
Esta pergunta é exatamente a mesma feita por Johann Radon em seu famoso
trabalho de 1917, [41]. A tentativa de respondé-la, nos leva a varias outras
perguntas:

1. R ¢ injetiva?
2. Qual é a imagem de R?
3. E possivel encontrar uma formula para a inversa de R?

4. Se Ru(0,s) = 0 para |s| > p e para toda dire¢ao 8 = (cos(6), sen(d)) €
St, & verdade que p(z,y) = 0 para todo z € R? com |z| > p? Veja
Figura 1.5.

Do ponto de vista pratico, é impossivel obtermos medidas sobre todas as
retas que passam por 2. Deste fato, surge uma outra pergunta: Quantas
medidas sdo necessérias para obtermos uma boa aproximacao?. Esta, talvez,
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seja a mais dificil. Abaixo apresentaremos uma abordagem discreta da TC
onde aparecera, naturalmente, tal questdo. Para mais detalhes consulte [38,
39].

Tomografia Computadorizada: Caso Discreto

Nesta segao, faremos uma breve discussdo do aspecto pratico da TC e da
Transformada de Radon. Como comentado anteriormente, do ponto de vista
prético, é impossivel obter a integral de linha de u em todas as diregoes. Na
verdade, o conjunto de informagoes obtidas num processo de tomografia sao
valores da Transformada de Radon medidos por N detectores.

As limitagoes fisicas do processo de medigao implicam em uma discreti-
zagdo da imagem tomografica. O tamanho e o nimero N de pixels, dentro
do campo de visao que devem ser reconstruidos, consistem de um vetor de
variaveis desconhecidas p; para j = {1,---,N}. Os u; sdo os coeficientes de
atenuagao. A Figura 1.6 mostra, esquematicamente, uma imagem tomogra-
fica a ser reconstituida®.

13 2

Figura 1.6: Tomografia discreta (D) e feixe de raio-X (E). Nas figuras, f; = i e os
valores p; = g; na notagao texto.

Na Figura 1.6 os valores g; representam as medigoes realizadas nos N
detectores. Em outras palavras, os valores g; sd@o valores da Transformada
de Radon, para cada um dos raios que atravessam o objeto a ser imageado.
Na Figura 1.6, a imagem que esta a direita traz alguns valores das medidas
gi, para uma quantidade de 6 detectores.

Fisicamente, cada feixe de raio-X possui uma espessura. Quando o feixe
de raio-X passa pela regiao §2, temos que levar em conta quanto do pixel a
ser reconstruido é afetado pelo feixe. Para este proposito, sdo introduzidos

8A Figura 1.6 foi retirada de [10].
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pesos que refletem a relagao entre a area iluminada pelo feixe de raio-X com
relagdo a area total do pixel. A Figura 1.6 ilustra a situagao.
Para um feixe de espessura A&, o peso a;; é determinado pela relagao

area iluminada do pixel j pelo raio i

i = 1.2.19

s area total do pixel j ( )

Assim, para um conjunto de pj, j = {1,---, N}, densidades a serem de-
terminadas e dado um conjunto de i = {1,---, M} raios-X medidos, com

intensidade g;, obtemos um sistema de M equagoes lineares com N coefici-
entes

N
j=1

Escrevendo na forma matricial, temos que:
M(pl=g, (1.2.21)

onde M = (aj;) mxn pode ser considerada como a caixa preta da maquina
de tomografia e 1 é o vetor de mesma dimensao de M, com todas as
coordenadas iguais a 1.

Fazendo uma comparagdo direta entre (1.2.18) e (1.2.21) obtemos (para

f=1y:

Mop = g

I 1 =

R w@,s) = [ upd
L(0,s)

As das dificuldades de reconstru¢ao no modelo discreto sao:

e O sistema (1.2.21) possui solugdo exata somente com condigoes ideais.
Para dados reais, a presenca de ruido implica em obter apenas solugoes
aproximadas do sistema (1.2.21), mesmo quando M = N. No caso
em que M > N, isto é, que temos mais informagdes (medidas) que o
nimero de densidades a serem determinadas, possivelmente, obtemos
reconstrugoes melhores da densidade.

e Tipicamente, a matriz M é singular e, em geral, ndo-quadrada. Isto
indica que o problema é mal-posto.

e M ndo possui uma estrutura simples. Assim, mesmo que M seja nao
singular, é dificil determinar uma maneira de resolver o sistema (1.2.21)
de forma eficaz e com pouco custo computacional.

e Nos problemas praticos, a dimensao de M é muito grande, assim, méto-
dos diretos de inversao sdo inapropriados, pois sdo computacionalmente
muito intensos e custosos.
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1.2.2 Tomografia por Emissao - SPECT e PET

A operacionalizagio das tomografias por emissao, que temos interesse nestas
notas, basicamente consiste na inje¢do de um radio-isétopo (popularmente
conhecido como contraste) no ser vivo (em geral, na circulagéo sanguinea). O
marcador é quimicamente incorporado a uma molécula biologicamente ativa.
H& um periodo de espera para que as moléculas se concentrem nos tecidos de
interesse. O raio-is6topo sofre decaimento por emissao de positrons (um anti-
elétron). Esta radiagdo se propaga através do meio. Parte desta radiagao é
absorvida neste processo. O que ultrapassa a fronteira do dominio ¢ medida
numa maquina de tomografia.

Da mesma forma que em Tomografia Computadorizada, o problema in-
verso em Tomografia por Emissdo tem por objetivo reconstruir a densidade
f do meio através das medigdes das radiagbes no exterior do dominio.

Exemplos de Tomografia por Emissao sao SPECT (Single Photon Emis-
sion Computer Tomography) e PET (Positron Emission Tomography). A
diferenca entre estas tomografias esta, essencialmente, ligada ao tipo de emis-
sao. No processo de SPECT ¢é emitido um tunico raio gama que é medido
diteramente pela méaquina de tomografia, enquanto em PET, o marcador
emite um positron que se aniquila com um elétron a poucos milimetros da
fonte de emissdo, produzindo um par de raios gama a serem emitidos em di-
regdes opostas. O escaner em PET detecta a emissao "coincidente"de ambos
os raios gama. Isto produz mais informagoes que o processo de SPECT. Por
outro lado, os aparelhos de SPECT s@o muito mais baratos que os de PET.

Tomogafia por Emissao de um Féton Simples - SPECT

Para o modelo de SPECT, denotaremos por u(x,#) a densidade do féton ir-

radiado e por f(x) a densidade da fonte de radia¢do dos fotons. Suponhamos

que a absor¢ao de fotons pelo meio (pelos tecidos do corpo humano no caso

de aplicagdes médicas) sejam modeladas pelo coeficiente p(x). O coeficiente

1(x) pode ser obtido, por exemplo, através de um método de TC como na

Subsegéo 1.2.1. Assim, neste manuscrito, assumiremos que a(x) é conhecido.
A densidade u(x, ) satisfaz a seguinte equagao do transporte

0 - Vu(x,0) + p(x)u(x,0) = f(x), xcR? 0eS!, (1.2.22)

onde 0 = (cos(f), sin(f)) determina a orientagdo, para 6 € [0, 27[. Assumire-
mos que f(x) possui suporte compacto e que nao existe fontes de radiagao que
venham do infinito, o que d4 uma condigao de fronteira para a EDP (1.2.22)

lim u(x—s6,6)=0. (1.2.23)

Definimos a seguinte simetrizagao

Ap(x) = % /Ooo[u(x —t0) — p(x +t0)]dt.
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Disto segue que
0 - VAu(x) = p(x). (1.2.24)

Assim, e ¢ um fator integrante para a EDP (1.2.22), no sentido que

0.-v (eA“(x)u(x, 9)) = M) f(x,0). (1.2.25)
Portanto,
My (x,0) = / M) f(x — 10, 0)dt (1.2.26)
0

¢ a Gnica solugdo da EDP (1.2.22), [19].
Como x = s+ + 10 ¢ denotando Au(s0* + t0) = Au segue da equa-
gao (1.2.26) que

o0
Jim eMu(s0- +10,0) = / (e f) (56 +10,0)dt . (1.2.27)
— 00

—00

Note que u(sHJ‘ +16,0) ¢é a radiagao fora do dominio e, portanto, men-
surdavel. Ainda, e envolve o coeficiente de atenuacio u(s@ + t6) que
assumimos conhecido. Assim, o lado esquerdo da equagao (1.2.27) é conhe-
cido.

O problema inverso no modelo de SPECT é recuperar f no lado direito
da equagdo (1.2.27).

Definimos a Transformada de Radon Atenuada

o0

M) = (Rof)(6,) = / (A1) (56" + 16, 0)dt (1.2.28)

—00
onde R é a Transformada de Radon definida em (1.2.18).

Observacao 1.3. Note que, se u(x) = 0, a equagao (1.2.28) é a Transfor-
mada de Radon de f(x), como definido em (1.2.18). Se p(x) é constante, os
mesmos argumentos para obter uma férmula de inversao sao bem conhecidos

[4]-

Existem duas técnicas independentes para a obtencao de uma férmula de
inversdo da Transformada de Radon (1.2.28). Estas sdo o método de fungoes
A-analiticas, [4], e o método baseado na extencido da equagio do transporte
no plano complexo e na solugdo do problema de Riemann-Hilbert [4]. No
Capitulo 4 apresentaremos a tultima das técnicas.

Tomografia por Emissao de Pésitrons - PET

Na Tomografia de Emissao de Pésitrons (PET) a fonte de radiagdo emite
particulas em diregoes opostas que sao medidas em detectores opostos. Essa
¢é a principal diferenca entre PET e SPECT. Assim, a PET é modelada pela
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equagao do transporte (1.2.22) com condigdes do fronteira dadas por (1.2.23),
com o limite sendo tomado em Fo0.

Portanto, a obtengao de um modelo matematico para PET segue os mes-
mos passsos apresentados para SPECT, onde deve ser usado a simetrizacao

Au(x) = 2 / T lulx— 10) — ulx + t0))dt

—00

ao invés de A. Os detalhes sdo deixados para o leitor (consulte [39]).

O problema inverso no modelo de PET é recuperar f no lado direito
da equacdo (1.2.27) onde Ap(x) deve ser substituido por Au(x).

Como ja dissemos, em PET as fontes ejetam um par de particulas em di-
recoes opostas. Nesse processo, as medidas s6 sao realizadas quando ambas
as particulas chegam ao mesmo tempo nos detectores em lados opostos. As-
sim, muita informagao contida no processo de PET ¢ perdida, ou ainda, nao é
levada em consideragao. Devido ao pequeno niimero de eventos mensurados
os processos de PET podem e devem, por natureza, ser considerados esto-
casticos. Deste modo, recentemente, muitos modelos estocéasticos tem sido
usados em tomografias por emissdo em substitui¢do aos métodos que usam
transformadas integrais como a Transformada de Radon. Tais métodos sao
puramente discretos. Para mais detalhes veja [38, 39).

1.2.3 Tomografia por Difragao

Tomografias por Difragdo sdo baseadas em ondas acisticas ou microondas.
Estas ondas sao caracterizadas por ter um comprimento de onda suficiente-
mente pequeno de forma que possa capturar as formas de interesse dos obje-
tos, mas também grande o suficiente tal que o limite das grandes frequéncias
opticas (onde ondas sao substituidas por particulas) nao sao validas. Exem-
plos de tais tomografias sao ultrassom e tomografias por microondas. Estas
ondas nao seguem ao longo de raios e dependem da estrutura interna dos
objetos a serem imageados.

Na tomografia por difracao o modelo é caracterizado por problemas de es-
palhamento inverso para a equagao da onda. Este problema é extremamente
nao-linear. No entanto, nestas notas utilizaremos médotos de aproximagao
para a obtencgao de solugbes o que torna o problema mais simples. Tais
aproximagoes sao conhecidas como aproximagoes de Born ou de Rytov.

Formulagao do Problema
Considere a equacgao da onda

1 90U

@W—AU:O, xeR", t>0, (1.2.29)

para n = 2,3 e com condigdes iniciais e de contorno apropriadas. As condi-
¢Oes iniciais e de contorno serdo enunciadas mais tarde. Em (1.2.29), v(x) &
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a velocidade que é desconhecida. Neste manuscrito, por simplicidade, assu-
miremos que v(x) = ¢ fora do objeto a ser imageado, onde ¢ é uma constante
positiva. Ainda, assumiremos que U = 0 para t < 0.

Passando para o dominio da frequéncia, ou seja, definindo

u(x,w) :/RU(X,t)e_thdt, (1.2.30)

como a Transformada de Fourier no tempo de U, temos que u satisfaz a
seguinte equagao de Helmholtz

w? n
<A+W>u(x,w)f0, xeR", weR, (1.2.31)
% -Vu(x,w) — i%u(x,w) =o0 (\x\f("fl)/z) .

A segunda equagdo em (1.2.31) é a condigao de radiagdo. Esta condigio
garante que ndo existe energia vindo do infinito (existe somente ondas de
radiagdo viajando para o infinito). A notac@o o(t) significa que o(t)/t — 0
quando t — oo. Deste modo, temos de (1.2.31) que o decaimento é maior
que |x|~'/2 em dimensao dois e maior que |x|~ em dimensao trés.

Para simplificar o problema faremos a seguinte hip6tese sobre v na equa-
cio (1.2.31)

’UZEX) - 6—12(1 +ux), k= % (1.2.32)
Substituindo na equagao de Helmholtz temos
(A + kQ) u(x,w) = —p(x)k*u(x,w), x ER", w e R, (1.2.33)
% -Vu(x,w) — iku(x,w) = o (|x|7("71)/2) .
Considere a onda plana

Uin (X, w; 0) = eike'x, fcsmt. (1.2.34)

Notemos que u;, satisfaz a equagdo de Helmholtz homogénea
(A + E?) uip(x,w;0) = 0. (1.2.35)

No entanto, é facil ver que u;;, em (1.2.34) ndo satisfaz a condigao de radiagao
na equagao (1.2.33). Na verdade, u;y, satisfaz a condi¢do de radia¢do na
direcdo 6 mas nao na diregdo —6.

O problema direto consiste em: dada a onda plana vinda do infinito,
encontrar a solugao us(x,w) que modela a resposta do sistema. Assim, us ndo
deve carregar informacao do infinito e, portanto, deve satisfazer a condi¢ao
de radiagdo na equagao (1.2.33), que ¢é ilustrada na Figura 1.7.
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Figura 1.7: Tlustragio de Tomografia por Difracdo.

O campo total u = u;, +us deve satisfazer a equagdo de Helmholtz como
no modelo fisico. Em outras palavras, queremos resolver o seguinte problema
de espalhamento

(A + k2) us(x,w) = —u(x)kQ(us + i) (X, w) (1.2.36)
x* Vus(x,w) — ikus(x,w) = o (|X‘,(n71)/2) _

x|

Sob hipoteses adequadas sobre p(z), a equagdo (1.2.36) possui uma unica
solugao, [19].

O problema inverso consiste em reconstruir u(z) por meio de medidas
de ug no infinito e em todas as possiveis dire¢Ges x e para todas as possiveis
ondas @ € S*"1. O problema inverso é também conhecido como problema
de espalhamento inverso. Trataremos da chamada aproximacao de Born
como um método para obter solugbes aproximadas deste problema inverso
no Capitulo 5.

1.2.4 Tomografia por Fluorescéncia Optica

Tomografia 6ptica é uma forma obtengao de imagens de um objeto a partir
de luz transmitida e espalhada através de um objeto. Particulas fluorescentes
séo injetados em um corpo e emitem (perto de infra-vermelhos) luz sob certas
condic¢oes. A luz emitida é medida na fronteira do dominio.

O modelo de tomografia por fluorescéncia 6ptica que estudaremos trata-
se de um modelo simplificado, no qual vamos supor que a propagacao do
foton é bidimensional. Assim, o problema direto no modelo de tomogra-
fia de fluorescéncia Optica é obter u(x,6) solugdo da equagao de transporte
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bidimensional
0 - Vu(x,0) + p(r)u(x,0) = Ku(x,0) + f(x), (1.2.37)

com fonte dependendo do coeficiente de espalhamento o,(x, 0-0+) = o,(x, —
0') e condigao de fronteira dada por

tlg})lo u(x —t0,0) =0, (1.2.38)
onde p(x) e f(x) sdo conhecidos e
Ku(x,0) = / 0s(x,0 - 05,0 u(x,0)do’ (1.2.39)
St

é o operador de espalhamento.
O que é medido no modelo de tomografia por fluorescéncia 6ptica é a
quantidade
g(0,s) = lim [eA"u] (59L +10). (1.2.40)
t—o00
O problema inverso no modelo de tomografia por fluorescéncia 6ptica
é reconstruir a densidade f(x) de particulas fluorescentes a partir das me-
didas como em (1.2.40). Como as aplicagdes de moléculas fluorescentes em
humanos ainda sao limitadas, a maior parte do trabalho em tomografia de
fluorescéncia tem sido no campo da pesquisa pré-clinica do cancer, ou ainda
aplicagao na industria como um sensor de espessura e da estrutura interna
de semicondutores.
Obteremos uma férmula de inversao para o modelo de tomografia por
fluorescéncia 6ptica no Capitulo 6.

1.2.5 Tomografia por Impedancia Elétrica - EIT

A tomografia por impeddncia elétrica - EIT é um método de reconstruir
propriedades da condutividade elétrica de algum objeto condutor, sabendo-se
o valor de algumas medidas elétricas tomadas sobre a fronteira desse objeto.
Do ponto de vista de aplicagoes, objetos diferentes imersos em uma regiao
Q C RY, possuem condutividades elétricas diferentes (tecidos afetados por
tumores sdo, em geral, mais densos que tecidos normais do corpo humano)
e, assim, absorvem mais corrente que outras partes.

Formulagao Fisica do modelo de EIT

Fisicamente, este modelo é descrito pelo sistema de equagbes de Maxwell
para ondas eletromagnéticas de frequéncia w, dadas por

rotﬁ = —iw*yﬁ

rotH = (1 + iwe) E (1.2.41)
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onde ﬁ,ﬁ sao campos de vetores elétricos e magnéticos, u,c e v sao a
condutividade, a permissibilidade elétrica e a permissibilidade magnética do
meio, respectivamente.

No corpo humano, a permissibilidade magnética v ¢ muito pequena e
pode ser considerada nula. Assim, obtemos de (1.2.41) que

rotE =0 em Q. (1.2.42)

Usando os exercicios 7.1 e 7.2 substituidos na equagdo (1.2.41), temos
que a condutividade satisfaz o problema de Dirichlet

V.((p+iwe)Vu) =0, em Q (1.2.43)
com condicdes de Dirichlet? no bordo dado por

u|3Q = f , na o0 . (1.2.44)

O Problema Direto e Inverso em EIT

O problema direto consiste em: dado  um dominio limitado em RY, que
possui materiais com condutividade elétrica a(z) := (u(z) + iw(z)e) tal que
w(x) > po > 0, com fronteira 9Q € C' por partes, solucionar o problema de
Dirichlet, i.e., encontrar a solu¢do u do problema (1.2.43)-(1.2.44).

Para o problema direto temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Suponha que f € HY2(0R) e que a condutividade p(z) > po.
Entio existe uma tinica funcio u € HY(Q) solugdo do problema (1.2.43)-
(1.2.44).

Demonstracao: A demonstragdo usa técnicas de equacgoes diferenciais par-
ciais elipticas. Em especial de um teorema conhecido como Teorema de
Lax-Milgram. Os detalhes podem ser encontrados em [19]. [

Em muitos problemas importantes € pode ser considerado nulo e assim, o
problema se reduz a determinar o coeficiente real p(x). Por isso, tal problema
recebe o nome de condutividade inversa. Assumiremos que p(x) é constante
nas proximidades da 0f).

O problema inverso é: reconstituir a condutividade elétrica p(z), usando
o conjunto de valores da voltagem f (dados de Dirichlet) aplicada a fronteira
de € e os correspondentes valores da corrente g := ug—% medidos na 99 (dados
de Neumann).

Uma observagao importante, do ponto de vista pratico e também mate-
maético da aplicabilidade do processo de EIT é que tecidos diferentes do corpo
humano possuem condutividade diferente e, em geral, constantes. Por exem-
plo, a condutividade de misculos, pulmoes, ossos e sangue sao respectiva-
mente, 8.0, 1.0, 0.06 e 6.7. Assim, o processo de determinar a condutividade

9Fisicamente, as condi¢des de bordo do tipo Dirichlet representam voltagem, enquanto
as condigoes do tipo Neumann representam corrente.
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de uma regidao é equivalente a determinar a forma desta regido. Matema-
ticamente, isto pode ser descrito como determinar a funcio caracteristica
do conjunto que representa esta regiao. Métodos de regularizagdo para tais
problemas receberam atencao substancial nos tltimos anos com o nome de
Métodos Level Sets. Detalhes podem ser encontrados na dissertagao [12].

O operador que aplica dados de Dirichlet e retorna dados de Neumann
é dito de operador Dirichlet-para-Neumann (DpN) e sera denotado por A,.
Isto é:

M(p) == A, :H2(Q) — H 2(Q)

[ M) f=M(f):=9= Han (1.2.45)

O operador que aplica dados de Newmann e retorna dados de Dirichlet é
dito Newmann-para-Dirichlet (NpD). Em um certo sentido, um é o inverso
do outro. Detalhes podem ser encontrados em [26].

Na pratica, é impossivel medir os dados sobre toda a fronteira de €.
Assim, o problema de reconstrugdo deve ser encarado com o conhecimento
de uma quantidade limitada de dados, obtida por medidas sob a fronteira de
Q. A figural® 1.8 mostra um exemplo real de tomografia por EIT

No Capitulo 7, responderemos as seguintes perguntas:

1. Quantos dados necessitamos conhecer, i.e., se o parametro p em (1.2.43)
é unicamente determinado pelo conhecimento de alguns pares de dados
(f, Au(f) = g) sobre a fronteira ou pelo operador (DpN)?

2. O problema inverso é mal posto no sentido de Hadamard?

A resposta destas perguntas possuem resultados interessantes tanto do
ponto de vista matematico, como do ponto de vista de aplicagoes.

1.3 Alguns Fatos Histoéricos

Um dos primeiros relatos do que entendemos agora por problemas inversos
surgiu a cerca de dois milénios atras de uma fonte nada provavel. No livro VII
do dialago “ Republica", Platao (427 — 347 a.c.) propos o filosofico problema
de reconstruir a “realidade"através da observagdo da imagem de objetos,
cujas sombras eram projetadas na penumbra de uma caverna. Com a ideia
de discutir aspectos filosoficos das fontes de conhecimento humano, Platao,
também acabou introduzindo o primeiro exemplo de problemas inversos que
se tem relatos, [40].

Um dos primeiros problemas inversos na ciéncia aplicada foi proposto por
Eratosthenes (284-202 a.c.). O problema consistia em determinar o didmetro
da terra através de medigoes feitas em duas cidades distintas. Para tal,

OFiguras retiradas de Wikipedia
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Front

Left

Figura 1.8: Protétipo e dados obtidos para tomografia por EIT.

eram conhecidas a distancia entre as cidades, as suas latitudes e o angulo
que a sombra de um marco vertical (em cada uma destas cidades) fazia com
a dire¢ao do sol, [23]. O problema inverso de determinar a orbita de um
cometa a partir de dados de sua orbita anterior foi estudada por Gauss em
1800. Ele fez uso do método dos minimos quadrados para reconstruir a érbita
do cometa.

A area dos problemas inversos foi introduzida pelo fisico Soviético- Arménio,
Viktor Ambartsumian [2]. Estudando a relagdo entre niveis atomicos de
energia e propriedades da equagao de Helmholtz, Ambartsumian formulou a
seguinte pergunta: dada uma familia de autovalores, é possivel encontrar a
familia de autovetores correspondentes? Na verdade, Ambartsumian estava
estudando o que veio a se chamar de problema inverso de Sturm-Liouville,
[29, 17]. O trabalho de Ambartsumian foi descoberto por matematicos su-
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ecos que deram o ponta-pé inicial para a pesquisa cientifica em problemas
inversos, [2].

TC:

Desde o descobrimento do raio-X em 1895 por Wilhelm Conrad Ront-
gen, muitos estudos foram feitos para entender propriedades particulares
deste tipo de radiacdo, sua iteragdo e interferéncia ao atravessar objetos.
Destes estudos, novos procedimentos fisicos, quimicos e matematicos foram
desenvolvidos e uma quantidade significativa de respostas foram obtidas. No
entanto, alguns pontos ainda permaneceram em aberto na tentativa de en-
tender o fendmeno por completo. Estes pontos ainda sao alvos de estudos de
pesquisadores.

No inicio do século de 1900, o raidologista Italiano Alessandro Vallebona
propos um método para representar uma fatia simples de um objeto em um
filme radiografico. Este método ficou conhecido como Tomografia.

A solugao matematica do problema inverso associado a Tomografia Com-
putadorizada foi publicada pelo matematico Johann Radon em 1917, [41].
Dada a sua complexidade técnica e tendo em vista que a publicagao foi em
Alemao, os resultados so foram reconhecidos na metade do século XX.

Em 1961, a solucdo deste problema foi aplicado pela primeira vez para
uma sequéncia de projecoes de raios-X de um objeto medido por diferentes
diregoes. Allen MacLeod Cormack (1924 - 1998) e Sir Godfrey Hounsfi-
eld (1919 - 2004) foram os pioneiros em aplicagoes médicas da Tomografia
computadorizada. Em 1979 receberam o Prémio Nobel de Medicina pelos
trabalhos na é&rea.

A primeira méquina de tomografia foi construida no THORN EMI Cen-
tral Research Laboratories em 1972, na Inglaterra. Esta foi construida por
Godfrey Newbold Hounsfield. Ha rumores ndo confirmados de que uma
grande parte da pesquisa foi suportada gragas & contribuigdo da banda The
Beatles, sendo considerada um dos seus maiores legados, a par com a sua
musica, [35]. Um apanhado histérico muito interessante sobre a evolugdo do
processo de Tomografia Computadorizada pode ser encontrado em [38, 39] e
referéncias.

SPECT

O desenvolvimento de tomografias como SPECT e PET s6 foram possi-
veis depois do desenvolvimento de tomografias que envolviam raio-X (como
TC). Um apanhado historico interessante deste desenvolvimento pode ser
encontrado em [25].

EIT

Como aplicagoes em imagens, a EIT é atribuida a John G. Webster em
1978. No entanto, o primeiro sistema préatico a obter imagens por EIT deve-se
ao trabalho de David C. Barber and Brian H. Brown em 1984 [5]. Do ponto de
vista matematico, o primeiro trabalho nessa area deve-se a Alberto Calderén
publicado em 1980 no jornal da Sociedade Brasileira de Matematica sob o
titulo On an inverse boundary value problem [11]. Este trabalho motivou o
desenvolvimento desta area especifica dos problemas inversos. Normalmente
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o problema inverso em EIT é chamado de Problema de Calderén nos livros
e artigos da area [26].

Nos ultimos anos, os problemas inversos tém conquistado uma grande
quantidade de pesquisadores adeptos. Esta area de pesquisa trata de pro-
blemas como os formulados por Platao, Eratostenes, Ambartsumian, entre
outros, e que estdo presentes em todos os processos de tomografias, cuja
abordagem exige o desenvolvimento de métodos matematicos. O stbito cres-
cimento é devido, certamente, ao grande ntimero de aplicagoes nas outras
ciéncias. Por exemplo, problemas inversos aparecem naturalmente na geofi-
sica, nas exploragoes cismicas para detecgio de depdsito de petroleo [32, 47],
nas ciéncias médicas e tomografias com énfase na reconstrugao de imagens e
diagnosticos nao-invasivos, ultassonografia [38, 39|, na engenharia com tes-
tes nao-destrutivos em componentes de semi-condutores e nanotecnologia,
[9, 17, 8]. Além da relevancia das aplicagoes, a formulagao e solugao de tais
problemas envolvem o conhecimento de varios campos da matematica, das
ciéncias aplicadas e o envolvimento de profissionais dessas éareas.

1.4 Exercicios

Exercicio 1.2. Com base na figura 1.6 determine a matriz M associdada.
Para o vetor de intensidades g, determine uma solu¢ao f para o sistema
(1.2.21), onde M € a matriz obtida analizando a Figura 1.6.

Exercicio 1.3. Com base no exercicio acima, compare a solugdo

= (f1, fa: f3, f1)

e a Figura 1.6. O que vocé tem a dizer?

Exercicio 1.4. Use o método das caracteristicas para mostrar que existe
uma dnica solugao para a EDP (1.2.22) com condigdo de fornteira (1.2.23).

Exercicio 1.5. Verifique a equagdo (1.2.24).

Exercicio 1.6. Mostre que e**™) ¢ um fator integrante para a EDP (1.2.23),
no sentido que satisfaz (1.2.25).

Exercicio 1.7. Mostre que a equagao (1.2.30) satisfaz a equagao de Helmhotz
dada por (1.2.31).

Exercicio 1.8. Mostre que a mudanga de varidvel (1.2.32) satisfaz a equagdo
(1.2.33).

Exercicio 1.9. Mostre que w;, satisfaz a equagio de Heltmholtz (1.2.33),
mas nao satisfaz a condicao de radiagdo.

Exercicio 1.10. Use (1.2.35) para verificar que u = w;, + us satisfaz a
equagao (1.2.36).
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Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica e
Resultados Complementares

Neste capitulo, apresentaremos algumas ferramentas que serdo amplamente
utilizadas nestas notas para estabelecer os resultados de identificabilidade e
estabilidade dos problemas inversos em tomografias, bem como para estabe-
lecer a teoria de regularizacao para problemas inversos.

2.1 Transformada de Fourier

Nesta se¢ao veremos alguns fatos importantes da Transformada de Fourier e
a relacdo desta importante ferramenta com os problemas inversos. Para que
este manuscrito seja o mais autocontido, iniciaremos esta se¢ao introduzindo
alguns espagos de fungoes fundamentais para o entendimento do que segue.

Uma fungao mensuravel a valores reais f ¢ dita pertencer a LP(R™), com
1<p<oose

11 = [ P <oo. (211)

Neste caso, (2.1.1) define a norma no espago de fungdes LP(R"), [19].
Em particular, o espaco L*(R"™) é um espaco de Hilbert com o produto
interno dado por

(f9)= [ [flx)g(x)de. (2.1.2)

R’VL
Para as fungdes f € L2(R"), definimos a Transformada de Fourier de
f por
Flk) = (F)(k) = (27T)7”/ e f(2)d, (2.1.3)

cuja inversa é dada por

(F 1)) = (2m) / e f(k)dk (2.1.4)

n

27
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Teorema 2.1. A Transformada de Fourier F : L>(R") — L2(R") ¢ uma
isometria.

Demonstracio: E facil ver que a Transformada de Fourier e sua inversa sio
operadores lineares. A identidade de Parseval, [19], implica que

(f,9) = @m)™(f,9), Vf.geL*R"). (2.1.5)

De (2.1.5) segue que

£l 2y = 2m)™ 2| £l 12
o que conclui a demonstragao. [ ]

O teorema abaixo diz que os problemas inversos que tém na sua formu-
lagdo a dependéncia da Transformada de Fourier sdo bem-postos no sentido
de Hadamard.

Teorema 2.2. A Transformada de Fourier F : L*(R") — L*(R") ¢ um
operador bem posto.

Demonstragao: Existéncia e unicidade: Seguem diretamente do Teo-
rema 2.1 que garante que a Transfomada de Fouri/c\r é uma isometria.
Estabilidade: Sejam f, f0 € L2*(R") tais que fo(k) = f(k) + (k) com
lgllz2 < (2m)"/26. Da identidade de Parseval (2.1.5) e da linearidade da
Transformada de Fourier segue que

1f = Plle = 1F 7 = )2 = @m) ™ |lgll 2 < 6.

2.2 Completitude do Produto de Funcgoes Harmo-
nicas

Nesta secdo estudaremos a densidade de alguns subespagos de fungdes de
L?(9,C). Um dos motivos de estudar tais propriedades é que elas tem um
papel essencial na demonstragao de unicidade para o problema de EIT na
Secao 1.2.5.

Nesta se¢ao, nosso objetivo é provar que o conjunto

{ur - ug : Aug =0= Aua}, (2.2.6)

onde A é o operador Laplaciano, é denso em L?(2,C). Para tal temos que
provar alguns lemas auxiliares.



Completitude do Produto de Fung¢ées Harmonicas 29

Lema 2.1. Defina a funcgao
ixx€

u(z) =e . para algum £ € C" ,neN, (2.2.7)

onde o produto x * y = 22‘;1 z;y; (Note que - x - ndo € o produto interno
candnico de C*, que € definido por x - y = p_; TiYy.). Entao,

Au=0 <=£&x&=0. (2.2.8)

Demonstragao: Note que

n n
0%u :
B SLAT e
k=1 "k k=1
Como |e*®*€| nunca se anula, a afirmacio esta provada. [ ]

Lema 2.2. Para qualquer n € R™, n > 2, existem &, &2 € C™ tais que:
g4+8=n, gx=0,j=12. (2.2.9)

Sen >3, entdo para qualquer C > 0, existem £, €2 € C" satisfazendo (2.2.9)
e ainda

[[Im(&)||gn > C', j=1,2. (2.2.10)
Demonstragao: Considere o seguinte Ansatz
g =a+ip, €=n—-a—if, a,BcR".

E facil ver que este Ansatz satisfaz a primeira parte de (2.2.9). Para verificar
a segunda parte, note que é equivalente a provar que

0=Re(¢" » 2") = ||a|gn — B, 0=Im(E xa')=a-5. (22.11)
0=Re(&® » 2°) = = algn — 1Blln, 0=1Im(E x2°)=(n—a)-B.

Caso 1 = 0: Basta tomar a = (C,0,---,0)T e a = (0,C,---,0)”. (note
que o requerimento adicional neste caso especial também ¢é verificado para

n=2)
Caso 1 # 0: Defina p; = W’I}. Por processo de Gran-Schmidt, cons-
trua a base ortonormal de R™, {p1, p2, -+, pn}. Portanto podemos escrever

a e B em tal base, como

1 n 1 n
a=ar5——=N+ ) apr, B=PF—=-1+)> Brpk-
[nllC™ ,; [nllC™ ,;
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Como normas e produtos internos sdo invariantes por transformagoes orto-
gonais, temos que (2.2.11) se escreve como

doak=) Bk, D abr=0, (2.2.12)
k=1 k=1 k=1

(Il =a)*+> o => B2, (Il —a)bi+D>_ arBr =0,
k=k k=1

k=2

Para o caso de n = 2, tome ag = 2 = ||n]|/2 e ag = B1 = 0. Com esta
escolha é fécil ver que o os requizitos do lema sao satisfeitos.

Para o caso n > 3, podemos usar os graus de liberdade para obter os
requizitos adicionais do lema. Defina oy = ||n||/2, a3 = C, a; = 0 para
je{2.4, -}, Bo = JCF(I/22 e B = 0 para j £ 2. .

Teorema 2.3. Seja Q) um subconjunto aberto e limitado do R™, n > 2. Entao
o conjunto de funcdes que satisfaz (2.2.6) € denso em L*(Q,C).

Demonstragio: Suponha que (2.2.6) nio é denso em L?(Q,C). Entdo, pelo
Teorema de Hahn-Banach [30], exite um fungdo ortonormal f € L?(9,C)
que é ortogonal ao conjunto (2.2.6). Em outras palavras

/ fulu?dr =0, Vu',u? satisfazendo (2.2.6). (2.2.13)
Q

Seja n € R™ arbitrario e fixo. Escolha &!,£2 como no Lema 2.2, tal que
(2.2.9) seja satisfeita. Pelo Lema 2.1 temos que v/ (x) = ¢ *&’ para j = 1,2
sao harmonicas. Substituindo na equagao 2.2.13 temos que

O:/f(z)em*flem*fzdx:/ xaf(z)e = ndz . (2.2.14)
Q n

Como 7 é arbitrario, temos que f =0 (onde estendemos f igual a zero fora
de Q). Portanto, pela injetividade de Transformada de Fourier, f = 0. Uma
Contradigao. [ ]

2.3 Completitude do Produto de Solugoes Quase-
exponenciais

Nesta se¢do, apresentaremos um resultado de densidade modificado com re-
lagado a Secdo 2.2, no sentido que o operador de Laplace sera substituido
pelo operador de Helmholtz. Uma segunda modificagdo é que as funcodes
exponenciais definidas no Lemma 2.1 serdo substituidas por funcao quase
exponenciais da forma

v(z) = e®*¢(1 +w(z)), w pequenoeé & =0. (2.3.15)
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Note que,
Av(z) + b(z)v(x) = —€ * £*8(1 + w(x)) + 2i€ - Vw(x)e®*S+
+ Awe™*E £ b(x)e®*E(1 4+ w(x))
= e (Aw(z) + 2i€ - Vw(z) + b(z)(1 + w(x))) .
Portanto, v é uma solucao da equagao de Helmholtz se e s6 se
(Aw(z) + 2i€ - Vw(z) + b(z)(1 + w(x))) = 0. (2.3.16)
O préximo resultado é analogo ao Lemma (2.2).

Lema 2.3. Sejam b',b* € L®(Q) e C > 2maxj—1 || || =(q), onde C € a
mesma constante do Lema 2.2. Entdo, para qualquer n € R™ (n > 3), exitem
solugoes vjc da forma (2.3.15) da equagio de Helmholtz Av + v = 0 que
satisfaz

1 2 j j j
lwillz2) — 0, para C — oo, j=1,2.
Demonstragao: Seja C' a constante fixa, satisfazendo as hipdteses do Lema.
A partir de agora vamos omitir o indice C' na demonstracdo. Pelo Lema 2.2,

exitem &’ satisfazendo os requizitos do Lema. Para j = 1,2 defina os opera-
dores diferenciais com coeficientes constantes

Al =N +2i8 % V.

Entéo, defina

PI(() = —¢ % ( +2i *(,

(W) = | =C* C+28 5 (P+D0 1 =26 + 26+ dn .

k=1 laj=2

|ar|=0

laf=1

Assim, para x € R"

n

(W @)? = ((=af + Re(g))an)?® + (Im(&)ar)?)

k=1

|a]=0
+ 3 ((~20k + 2Re(€)? + Im(g)?) + dn, > [Im(€)]? > C.
k=1 Ja|=2

laf=1
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Segue do Teorema 2.3 que existem solucdes fundamentais E7 para os respec-
tivos operadores A7 tais que

(A + 280 % VYEIf = f,

; C
£ fll 20y < §||f||L2(Q) .
Defina a seguinte operagao de ponto fixo
w = —EI (0 (1 +w)). (2.3.17)

Afirmacao: Todo ponto fixo de (2.3.17) em L?(£2) é uma solugdo da equacio
de Helmholtz Av + blv = 0.
De fato,

Aw? + 287 % Vu? = —(A +2i8 x VYEI (Y (1 4+ w’)) = —(0/ (1 + w?)).
Defina os operadores
T - LX) — L2(Q), T :w— —EH(1+uw')). (2.3.18)
Note que 77 est4 bem definido e é uma contracio em

K= |J {wel’(@) : |wlra) <207 CollV||lL@)VIQf} . (2:3.19)

je{1,2}
Ainda,
179wl 200y = B (6 (1 + w)) 2y < € Collb! (1 + )l 20y
< OV gy (VIO + 0l
<2071 Co||t || oo (@ V19 4
e

1T w = T 2 () = | B (F (w — @) 2() < O Collb (w — @) 20
< O Co|V || ooyl — @l 2 () < 27w — @l L2 -

Pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach exite w’ ponto fixo de (2.3.17). Pela
afirmagao acima esta é uma solugdo da equagao de Helmholtz. A estimativa
para a norma de w segue facilmente. [ ]

Teorema 2.4. Sejam b, b? € L>®(), para Q C R™, com n > 3. Entdo o
conjunto

U:={v'.v? : v/ éuma solugio de ANv? + vl =0, j=1,2}, (2.3.20)

¢ denso em L*(Q).
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Demonstracdo: Suponha que U ndo seja denso em L'(£2). Entao, pelo Teo-
rema de Hanh-Banach [30], existe f € L>°(Q), com || f[|Lo(q) = 1 tal que

/ fodz =0, WYwelU. (2.3.21)
Q

Seja n € R™ arbitrario. Pelo Lemma 2.3, existem v]é solugbes da equagao de
Helmholtz da forma (2.3.15).
Tome v = v}v? € U e substitua em (2.3.21). Disto temos que

/fefi”da: = /fefi’”"dxf/fv%vgda:

_ / f (8—1‘167] _ e—iz(fl—ﬁz)(l + wg)(l + wg)) dx

= / fe~t@n (wé +w? + wéwg) dx
w

< £l ey (lwellzr ) + 1wl o) + lwiwdllzrq))

< VIO (lwellzz gy + llw?

A

2 + lwd 2o [0l 22@) -

Note que usamos Cauchy-Schwarz na ultima desigualdade. Desta estimativa,
do Lemma 2.3 ¢ da densidade do conjunto {x ~ ¢®*7 : € R® 7 arbitrario}
em L'(Q), temos que f = 0. Uma contradigao. ]

Note que é essencial no Teorema acima que n > 3, pois caso contrario a
ultima propriedade pode nao ser verdadeira para n = 2. Veja o Lema 2.2.

Observagao 2.1. Como visto acima, para vy e vy solugoes da forma (2.3.15),
obtemos que

V1V = 6(51 — §2) *J,'(l + w1 + w2 + wlwg) . (2‘3.22)

Escolhendo & — & = ik para k fizo e com || convergindo para infinito de
forma que wi + wo + wiws fique arbitrariamente pequeno em L%(Q), vemos
que o produto vivy converge para €. Como sabemos, o conjunto {ei’”}
forma um conjunto de fungées denso em L2(9).

2.4 Sistemas de Equacoes Lineares

Os capitulos anteriores nos ensinaram que, dado um problema linear (um
sistema de equagoes lineares, por exemplo), o operador que rege o problema
nem sempre é injetivo e, mesmo que seja esse o caso, nao é nada recomendavel
inverter esse operador.
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Apresentaremos abaixo dois conceitos relacionados com a solugao de pro-
blemas inversos. Estes s@o a Inversa Generalizada ou Pseudo-Inversa de ope-
radores lineares e o Teorema de Decomposicio em Valores Singulares (SVD)!
ou Teorema Espectral. O primeiro destes conceito nos permitira definir uma
solugao, com uma propriedade especial, dentre todas as possiveis solucoes
(que podem ser infinitas) de um problema inverso. O segundo permite de-
compormos um operador (uma matriz) como a soma de projegdes sobre cer-
tos subespagos. Além disso, essa teoria nos ajuda a entender a influéncia dos
autovalores de um operador na solugao de problemas inversos.

2.4.1 Pseudo-Inversa de Operadores Lineares

Na verdade, tudo o que queremos em problemas inversos é: Encontrar uma
maneira de aproximar um operador (o operador inverso) por uma familia de
operadores bem postos. Consequentemente, encontrar uma aproximacao (a
melhor possivel) para a solugdo do problema.

Nesta segao, apresentaremos uma forma de aproximarmos “da melhor
maneira’ o inverso de um operador linear. Desenvolveremos a teoria para
operadores lineares limitados que possuam imagem fechada, que é o caso de
operadores em dimensdo finita (matrizes) e operadores compactos. Assim,
com a teoria linear, cobrimos uma ampla quantidade de casos interessan-
tes. Faz jus mencionarmos que existem versdes dos resultados apresentados
abaixo para operadores lineares limitados quaisquer. Para uma abordagem
completa sobre o assunto, veja [21].

Defini¢oes e Propriedades Basicas

Esperamos que o leitor esteja familiarizado com as definigbes de matrizes
Hermitianas, Simétricas, Unitarias, Normais, etc. Caso contrario, uma
breve leitura em livros de Algebra Linear é recomendado. Veja, por exemplo,
[36, 45]. Nosso objetivo é encurtarmos o caminho. Assim, vamos direto ao
Teorema Espectral® (dimensdo infinita) para operadores compactos e auto-
adjuntos e obteremos, como corolario, o Teorema da SVD (dimenséo finita).
Seja A : X — Y um operador linear e limitado, onde X e Y denotam
espagos de Hilbert. Consideraremos o problema fundamental de resolver a

equagao linear do tipo
Az =y, (2.4.23)

onde g €Y.

Exemplo 2.1. Ezemplos da equagdo (2.4.23) sao:

'O Teorema de Decomposicd em Valores Singulares é um dos teoremas mais fortes da
matemaética. Existem versoes deste Teorema para operadores auto-adjuntos nao limitados
[30].

2Teorema Espectral ¢ o nome que se da ao Teorema de Decomposicdo em Valores
Singulares para operadores em dimensao infinita.
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Caso em que X =R" Y =R"™ ¢ A € Myxn(R).

Caso em que X =Y = L2?[0,1] e A ¢ um operador integral da forma

1
(Az)(s) = /0 k(s,t)x(t)dt, se]0,1],

e k(s,t) € (C[0,1] x C[0,1]) € o chamado Kernel?.

Como ja vimos, se o operador A possui uma inversa, entdo a equagao
(2.4.23) possui uma tnica solugdo x = A~!g. Mas, nossa experiéncia anterior
nos ensinou que "nem tudo sdo rosas", isto é, pode acontecer de que N'(A) #
{0} ou, talvez, g ¢ Im(A).

Um fato confortante é que, mesmo no caso da equagao (2.4.23) nao pos-
suir uma solu¢do no sentido tradicional, é possivel definir uma solugado ge-
neralizada do problema que é "a melhor"entre as solugdes generalizadas de
(2.4.23). Para tal, necessitamos de certas hipoteses sobre a imagem do ope-
rador A. No caso em que A é um operador compacto, a hipotese que faremos
abaixo nao é restritiva.

Hipotese 2.1. Suponha que A é um operador linear limitado e que Im(A)
€ fechada em Y .

Seja P : Y — Im(A) o operador de projegao ortogonal (que estd bem
definido pelo Exercicio 2.16). Assim, Pg € Im(A) é o vetor mais proximo de
g.

Definigao 2.1. Uma solugio generalizada de (2.4.23) € qualquer solugdo
u € X da equagio
Az = Pg. (2.4.24)

Exemplo 2.2. Suponha que A = ( 711 jl ) eg=(2,1)T.

Entio Im(A) = span{(1,-1)T} e Pg = (1/2,-1/2)T. Portanto, o con-
junto de solugdes generalizadas € dada por

1
{(azl,xg)T I XLy = §+CE1} .

Geometricamente, uma solu¢ao generalizada, como na Defini¢do 2.1, sig-
nifica encontrar u € X solugdo do problema de minimizagao

1
u= arg;réi)r{liﬂAx—gHQ, (2.4.25)

Mais geral, denotando por A* o operador adjunto de A, segue

3Nao confundir com o nicleo do operador A
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Teorema 2.5. Suponha que A : X — Y seja um operador linear limitado,
g €Y e a Hipdtese 2.1 seja satisfeita. Entdo, as sequintes condigdes sobre
u € X sao equivalentes:

(i) Au= Py,
. 1 2
= LAy —
(i) u= argmin 5||Az — g||*,
(iii) A*Au = A*g (conhecidas como Equagdes Normais).

Demonstragdo: (i) = (i#): Seja Au = Pg. Segue do exercicio 2.12 e do
Teorema de Pitagoras que, dado x € X,

|Az — g||* = || Az — Pg||* + || Pg — gI|?
= || Az — Pg|? + || Au — g|* > |[Au— g|*.

(#) = (¢it): Por hipotese, existe pelo menos um x € X solucdo de
(2.4.24). Disto e do Teorema de Pitagoras, temos que

|[Au — g||* = || Au — Pg|* + |Pg — g||* > || Au — Pg||* + || Au — g||*.

Portanto Au—g = Pg—g € (Im(A))* = N(A*). Assim, A*(Au—g)=0e
(iii) segue.

(iii) = (i): De (iii) satisfeito, obtemos que Au —g € (Im(A))* e, assim,
0= P(Au—g) = Au— Py. |

Definigao 2.2. Um vetor u € X satisfazendo qualquer uma das sentengas do
Teorema 2.5 é chamado uma solu¢cao dos minimos quadrados da equacao
Ax =g.

Uma observacao importante a ser feita é a de que, sob a Hipotese 2.1,
uma solugdo de minimos quadrados de (1.0.2) sempre existe Vb € Y (veja
Exercicio 2.14). Caso N(A) # 0 entdo, existe uma infinidade de solugoes
de minimos quadrados de (1.0.2). De fato, se u é uma solu¢do de minimos
quadrados e v € N(A), entdo u 4+ v também é uma solugao de minimos
quadrados.

Estamos buscando um caminho para "inverter"o operador A, associando
com cada b € Y uma unica solugdo de minimos quadrados. Sabemos que, se
N (A) # 0, nao temos tal unicidade. Sera que temos alguma alternativa? A
resposta é afirmativa: basta para tal, escolhermos entre as (vérias) possiveis
solugdes, uma que tenha uma caracteristica especial. Mas, que caracteris-
tica especial podemos escolher num conjunto que possui, possivelmente, uma
infinidade de elementos?

Vamos voltar e analisar o que temos de hipdteses e resultados.

i) O conjunto de solugdes de minimos quadrados é nao-vazio.
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ii) O conjunto de solugdes de minimos quadrados é convexo e fechado
(ver Exercicio 2.13).

Portanto, pelo Teorema da Projegao [30], existe uma tnica solu¢ao de mini-
mos quadrados com norma minima associada a cada elemento b € Y. Logo,
temos um caminho para encontrar uma inversa (mesmo que generalizada)
para o operador A.

Definigao 2.3. Seja A um operador satisfazendo a Hipdtese 2.1. A aplicagdo
Aty — X, Ab=u,

onde u € a unica solugcdo de minimos quadrados de norma minima da equa-
¢ao (2.4.23). Tal solugao € chamada de Inversa Generalizada de A.

Existem outras defini¢oes de inversa generalizada de operadores que sao
equivalentes a dada acima (veja [21]).

Teorema 2.6. Se A satisfaz a Hipdtese 2.1, entio Im(A") = Im(A*) =
Im(ATA).

Demonstragdao: Seja b € Y. Num primeiro momento, mostraremos que
Afb € N(A)* e entdao usaremos o Exercicio 2.18. Suponha que

ATb =y +up e N(A)F o N(4).
Entao, u; é uma solugdo de minimos quadrados de Az = b. De fato,
Auy = A(uy 4 ug) = AATh = Pb.

e, portanto, a afirmacdo estd completa usando o Teorema 2.5.
Suponha que uy # 0. Entao, pelo Teorema de Pitagoras,

lurl|? < flur +uz)|* = [|ATo|1%,
contradizendo o fato de Atb ser uma solugéo de minimos quadrados que tem

a norma minima. Logo, ATb = u; € N(A)*.
Reciprocamente, sejam u € N (A)* e b = Au. Entao,

Au = PAu = Pb,
e, assim, w é uma solugdo de minimos quadrados. Se z é qualquer outra
solugdo de minimos quadrados, entao
Ax = Pb= Au,
e, portanto, z — u € N'(A). Pelo Teorema de Pitdgoras,
ll? = flull? + o = ull? > flu]®.

Assim, u é a solugdo de minimos quadrados que tem norma minima, i.e.,
u = A'b.

Isto prova a primeira das igualdades. Para verificar a segunda, note que,
para qualquer b € Y,

Afb = ATPb e Im(ATA). =
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Corolario 2.1. Se A satisfaz a Hipdtese 2.1, entdo At : Y — X ¢ linear e
limitado.

Um fato muito importante para o que segue na teoria de regularizagao
para problemas inversos é consequéncia do seguinte resultado:

Teorema 2.7. A inversa generalizada AY possui grdfico Gr(Af) fechado.
Consequentemente, At ¢ continua se, e s6 se, Im(A) é fechada.

Demonstracao: Uma parte deste Teorema é consequéncia do Coroléario 2.1.
A demonstragao completa do Teorema foge ao escopo destas notas, pois, usa
conceitos fortes de Anéalise Funcional em particular o Teorema do Grafico
Fechado [30]. Interessados na demosntragao podem consultar [17]. |

Observacgao 2.2. O Teorema 2.7 reforca ainda mais a diferenca entre pro-
blemas inversos em dimensao finita e infinita. Pois, no caso de dimensao
finita, o operador (matriz) A sempre possui a imagem fechada. Assim, temos
a garantia de existéncia e unicidade de uma solugdo de minimos quadrados
de norma minima.

2.4.2 A Decomposi¢ao em Valores Singulares

Um dos principais resultados da Algebra Linear é o Teorema de Decomposicio
em Valores Singulares (SVD). Este teorema permite escrever uma matriz
qualquer como uma soma de matrizes de projegdo de posto 1. Mais geral,
o Teorema de SVD vale para operadores lineares em espagos de Hilbert de
dimensao infinita que sdo auto-adjuntos®. Neste caso, o Teorema de SVD é
conhecido como Teorema FEspectral, [30]. No caso especial em que A é um
operador linear e compacto, o Teorema Espectral se traduz de forma similar
ao caso de dimensao finita [30, 45, 36, 20].

Observagao 2.3. Faremos a hipdtese de que o corpo de escalares do espago
vetorial € o corpo dos nimeros complexos. Assim, se temos uma matriz nxmn,
esta possui n autovalores. Esse fato € importante no que seque.

Nosso ponto de partida é uma versao simplificada do Teorema SVD, a qual
faremos a demonstragao. Formulagdes mais gerais podem ser encontradas em
[30, 45, 36, 20].

Teorema 2.8. [Diagonalizacdo] Seja A uma matriz quadrada de ordem
n X n com um conjunto de n autovetores linearmente independentes. Entao,
A € similar a uma matriz diagonal ou diagonalizdvel.

4Um operador A entre espacos de Hilbert ¢ Auto-Adjunto se D(A*) = D(A) e (x, Ag) =
(Az,g) ,Vx,g € D(A).
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Demonstragdo: Construa a matriz S tendo como colunas os vetores {vy, - -+ ,vp}.
Assim:

ASZA v V2 o+ Up = )\11}1 )\21)2 )\nvn

| ] | |
=S DA, A2, . A),

onde, D(A1, g, -+, Ap) representa a matriz diagonal formada por (A1, Ag, -+, Ay).
Como S ¢é invertivel, temos

A=SDALAg, - A)SH. B

Corolario 2.2. Seja A uma matriz com de ordem n X n que possui n auto-
valores distintos. Entao, A € diagonalizdvel.

Pergunta: Serd que toda matriz quadrada é diagonalizavel? Nao, pelo
menos, no sentido do Teorema 2.8. Veja a resposta no Exercicio 2.28.

O Teorema 2.8 é a versao mais simples do Teorema de Decomposi¢ao em
Valores Singulares. Passaremos agora para uma versao mais geral.

Teorema 2.9. Todo operador compacto possui no mdzximo uma quantidade
enumerdvel de autovalores que formam uma sequéncia cujos valores absolutos
convergem para zero. Os autovalores de um operador auto-adjunto sGo reais.

Teorema 2.10. [Teorema Espectral’ - A compacto e auto-adjunto] Seja A :
H —> H um operador compacto e auto-adjunto. Entdo, existe um sistema
ortonormal completo {e;} de M tal que Ae; = \jej e A\j — 0 quando n — oco.

Demonstragao: Néao faremos a demonstragao, pois foge das nossas preten-
¢oes. Para a demonstragao sugerimos que o leitor consulte [30]. [ |

Teorema 2.11. [Teorema FEspectral - A compacto] Seja A : X — Y um
operador linear compacto. Entao, existem conjuntos ortogonais (ndo neces-

sariamente completos) {e1, -+ ,em} de X e {f1, -, fm} de Y e de nimeros
01, ,0m COM 01 > 03 >, > 0y, tal que
m
Az = Zaj<a:,ej)fj , zeX. (2.4.26)
j=1

No caso da imagem do operador A ter dimensao infinita, temos que conside-
rar m — oo. Neste caso, oy, — 0.

50 Teorema Espectral como enunciado também é conhecido como Teorema de Hilbert-
Schmidt. Existem varias versoes deste Teorema,[30].
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Demonstragdo: Como A é compacto sabemos que A*A é compacto e auto-

adjunto. Pelo Teorema Espectral 2.10, existe um conjunto ortogonal {ej, - - ,

de X tal que A*Ae; = \jej, onde 0 < \; € R. Definac; = /Aj e f; = L Ae;
J

(para o; > 0). Um calculo simples mostra que {fi,---, f,,} é um conjunto
ortonormal e que a equagdo (2.4.26) ¢ satisfeita. ]
Definicao 2.4. Os valores 01, -+ ,0m sGo chamados de valores espectrais

de A. Chamamos de sistema singular de A a tripla (0j,¢e;, ;).

Corolario 2.3. [Teorema espectral em dimensdo finita - SVD.] Seja A €
R™™ comn < m. Entdo, existem matrizes unitdrias U € My, xm, V € Mpxn
e uma matriz diagonal com entradas nao-negativas 3 := D{o1,--- ,0,} tais
que

A=UxvT.

Os passos para demonstrar o teorema SVD estdo nos Exercicios 2.33 e
2.34.

Funcgoes de Operadores: O Teorema da Aplicacao Espectral

Daremos agora uma breve introdugao ao Calculo Funcional, como é conhecida
a teoria que trata de fungdes de Operadores Lineares. Essa importantissima
ferramenta matemaética nos ensinaré a derivar as chamadas de Fungdes Filtro
que sao a pega chave para o entendimento dos Métodos de Regularizacao dos
capitulos a seguir.

Por simplicidade, daremos somente a ideia intuitiva em dimenséo finita.
Para interessados em detalhes mais aprofundados, recomendamos [30] e livros
de Analise Funcional em geral.

Sejam t € [0,7T] e g(t) = ap + ait + - - - + a,t™ um polinémio de ordem n
em ?.

Definicao 2.5. Seja A um operador linear limitado (|| A|| € [0,T1]), definimos
um polinémio do operador A por

g(A) =ap+ a1 A+ +a, A"
onde g(t) € o polinémio acima.

O que acontece com uma fun¢ao continua de um operador linear limitado?
A resposta é dada pelo Teorema da Aplicagao Espectral. Elucidaremos suas
consequéncias através de um exemplo. Para interessados na demonstragao
consulte [30].

Exemplo 2.3. Uma func¢ao de operadores muito especial € a exponencial de
um operador linear limitado exp(A). Dar sentido a esse tipo de operagoes
tem uma importdncia enorme na caracterizagdo de solugdes para sistemas

em}
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de EDO’s e na Teoria de Semigrupos associados a operadores diferenciais
parciais.

Vamos considerar o caso especial em que A é uma matriz e, mais ainda,
esta satisfaz as hipoteses do Teorema 2.8.

Sabemos que a fungao exp(t) possui uma expansao em séries de poténcias
dada por

expl(t Z 14t Gttt gt
0

que converge um’formemente Vt € R. Pelo o Ezercicio 2.36, temos que

Ny ¥}
> L= 8 DlepOu). - expO). )5 =i eap(d).
>

Como o operador A ¢é limitado, a série y -2 4

norma dos operadores e, assim, exp(A) estd bem definida.

converge uniformemente na

No caso especial em que A é uma matriz quadrada e injetiva, temos, do
Teorema SVD, que
Al =ve-luT, (2.4.27)

onde 7! = D{1 . .

ond’
Observacgao 2.4. Note que a inversao de uma matriz pode ser pensada como
a fungdo g(t) = t=1 aplicada a matriz.

De fato, podemos provar que este resultado nao é mera coincidéncia.
Denotemos por 3(A) o espectro de A.

Teorema 2.12. [Teorema da Aplicagio Espectral.] Seja A um operador
linear limitado e g : R — R uma fungao continua (4 direita ou & esquerda).
Entao, £(g(A)) = g(3(A)).

Em particular, se A é compacto, entdao

Az =Y "glo))(w.e)f;,  TEH.
§=0

E extremamente importante entender este resultado, pois servird no en-
tendimento, para a construgao das estratégias de regularizagao (veja Capi-
tulo 8) e para entender a relagao existente entre mal-condicionamento de um
problema com os respectivos valores espectrais do operador associado.

2.5 Exercicios

Nesta secao o leitor encontrard alguns exercicios que complementam a te-
oria desenvolvida no Capitulo. Alguns deles sdo faceis, outros exigem um
maior treinamento em anélise e equagOes diferencias, os quais, esperamos
que sirvam de motivagdo para o leitor continuar buscando o conhecimento.



42 Resultados Complementares

Exercicio 2.1. Mostre que ||f|rprn) definida em (2.1.1) € de fato uma
norma, para p > 1.

Exercicio 2.2. Verifique que os espagos LP(R™) sdo espagos de Banach para
1<p<oo.

Exercicio 2.3. Mostre que a tinica fungdo constante pertencente a LP(R™),
para 1 < p < o0 € a fungdo identicamente nula.

Exercicio 2.4. Verifique a afirmagio de que (2.1.2) define um produto in-
terno em L?(R™).

Exercicio 2.5. Mostre que a Transformada de Fourier e sua inversa sao
operadores lineares.

Exercicio 2.6. Demonstre a identidade de Parseval. Sugestdo: Consulte
[19] e referéncias.

Exercicio 2.7. Mostre que os operadores T7 definidos em (2.3.18) estio bem
definidos.

Exercicio 2.8. Mostre que K definido em (2.3.19) € um subcojnunto fechado
de L*(Q).

Exercicio 2.9. Mostre que o conjunto {x > ¢**" : n € R® 1 arbitrdrio}
¢ denso em LY(Q).

Exercicio 2.10. Mostre que v dado por (2.3.15) satisfaz
]l 1 () < CJ1feCM,
onde a constante C independe de [.

Exercicio 2.11. Fac¢a um paralelo entre as definigdes de matrizes Hermitia-
nas, Simétricas, Unitdrias, Normais e operadores adjuntos e auto-adjuntos.

Exercicio 2.12. Suponha que a Hipdtese 2.1 seja satisfeita e seja P o ope-
rador de projecao ortogonal sobre R(A). Prove que, dado g € Y, Pg—g €
(Im(A))*-.

Exercicio 2.13. Mostre que o conjunto de solugdes de minimos quadrados
pode ser escrito como

{ue X : A"Au = A"b}. (2.5.28)
Também, prove que este conjunto é convexo e fechado.

Exercicio 2.14. Assuma que A satisfaz a Hipdtese 2.1. Prove que existe pelo
menos uma solucdo de minimos quadrados. Dé condigdes sobre o operador
A para que a solugao de minimos quadrados seja tnica.
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Exercicio 2.15. Prove que ambos os exemplos apresentados acima para a
equacao (2.4.23) sao operadores compactos. Sujestio: Para o caso de A ser
o operador integral, comece supondo que k(s,t) € (C[0,1] x C[0,1]) e use o
Teorema de Ascoli-Arzeld. Use a densidade de C[0,1] em L2[0,1].

Exercicio 2.16. Seja H um espaco de Hilbert e C C ‘H um conjunto convezro
e fechado. Prove que para todo b € H, existe uma unica projecdo de b sobre
C. Prove ainda que a projecao de b sobre C' € o vetor de C' mais proximo de

b.

Exercicio 2.17. Mostre que, se A possui uma inversa, entio AT = A1

Exercicio 2.18. Mostre que, se A satisfaz a Hipdtse 2.1, entao Im(A*) ¢é
fechada e N(A)*t = Im(A*).

Exercicio 2.19. Demonstre o Coroldrio 2.1.

Exercicio 2.20. Prove que se A é um operador linear entre espacos de di-
mensao finita, entdo Im(A) € fechada.

Exercicio 2.21. Suponha que A satisfaca a Hipétese 2.1. Prove que At :
Y — X € o unico operador linear limitado satisfazendo

AAT = Ppyay e ATA= Pp 4.

Esta € a defini¢ao de Moore para Inversa Generalizada. (Sujestio: Consulte

[21])

Exercicio 2.22. Prove que uma matriz quadrada A possui, no mdzimo n,
autovalores. Dé um exemplo de uma matriz que nao possui autovalores.

Exercicio 2.23. Prove que, se estamos considerando o espaco vetorial sobre
o corpo dos numeros complexos, entdo uma matriz quadrada A(nxn) POSSUL
n autovalores.

Exercicio 2.24. Dé um exemplo, em dimensao infinita, de um operador
linear que nao possui autovalores.

Exercicio 2.25. Mostre que, dado um conjunto linearmente independentes
de vetores, sempre existe um conjunto ortogonal. Mostre ainda que o espaco
gerado pelos dois conjuntos sao iguais. Sugestao: Use o Processo de Gram-
Schmidt.

Exercicio 2.26. Justifique, de maneira adequada, que a matriz S no Teo-
rema 2.8 € de fato inversivel.

Exercicio 2.27. Prove o Coroldrio 2.2.

0

Exercicio 2.28. Mostre que a matriz A = ( 00

) nao é diagonalizdvel

no sentido do Teorema 2.8.
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Exercicio 2.29. Mostre que, se \; satisfas A*Ae; = Ajej, entao Aj € R e
Aj > 0.

Exercicio 2.30. Mostre que o conjunto {f1, -, fm} definido como no Te-
orema 2.11 € ortonormal.

Exercicio 2.31. Mostre que se A* é um operador linear compacto, entao
m
A*g = Z oi{g, fi)e;, zeX. (2.5.29)
j=1
Exercicio 2.32. Mostre que se A* € um operador linear compacto, entdo

m

Alg=> "o;Yg. fi)fi, g€ D(AT). (2.5.30)

=1

Exercicio 2.33. Mostre que todo operador linear cuja imagem possui dimen-
sao finita € compacto. Consequentemente, toda matriz é um operador linear
compacto.

Exercicio 2.34. Mostre que se A é uma matriz, entao AA* e A*A sao
operadores compactos e auto-adjuntos.

Exercicio 2.35. Demonstre o Coroldrio 2.3.
Exercicio 2.36. Seja A uma matriz como no Teorema 2.8. Mostre que
A2 = 8D\, A\2)S7L.

Use indugdo para mostrar que AP = SD(N],- - ,AR)S™Y para qualquer p €
N.



Capitulo 3

Transformada de Radon e a
Tomografia Computadorizada

Neste capitulo estudaremos as propriedades da Transformada de Radon. Es-
tas propriedades implicam na existéncia de uma formula inversa para o pro-
blema de Tomografia Computadorizada em casos especiais.

3.1 Propriedades da Transformada de Radon

Nesta segao provaremos alguns resultados interessantes sobre a Transformada
de Radon. O primeiro resultado é a linearidade da Transformada de Radon.

Lema 3.1. A Transformada de Radon R é uma aplicagdo linear.

Demonstragao: Segue diretamente da linearidade da integral de linha. [ ]

O préximo teorema nos ensina que, para cada direcao 8 dada, a Trans-
formada de Radon fornece a integral de p sobre todas as retas paralelas a 6.
Assim, obviamente, se as oscila¢oes na diregao 0 sdo perdidas, o0 mesmo nao
acontece nas dire¢des ortogonais @1, A saber, a oscilacio de p na direcio

0+ ¢ da forma [L(k}OL) para k € R. Por isso, ndo é surpresa que este teorema
seja utilizado nos métodos de reconstrugao.

Teorema 3.1 (Teorema das Fatias de Fourier). Seja u uma fungao suave.
Entdo, para todo 8 € S' temos que

(Ryu(0,5)) (k) = u(kO), Kk €R, (3.1.1)
onde 2z denota a Transformada de Fourier de z.

Demonstragdo: Usando a defini¢do da Transfsormada de Fourier em (2.1.3),
a Transformada de Radon em (1.2.18) e o Teorema de Fubini [19], temos que

@(&s)(k) = /Refi‘gk/Ru(x -0+ — s)dzds = i(k6F). m
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A pergunta sobre injetividade da Transformada de Radon feita na Sub-
se¢ao (1.2.1) é respondida no proximo resultado.

Corolario 3.1. Seja i € L2(R™). Entdo, Ru(0,s) = 0 se e 56 se u(0, s) = 0.

Demonstragdao: Como a Transformada de Fourier é um isomorfismo, temos
que Ru(f,s) = 0 se e s6 se @(9,5) = 0. Pelo Teorema 3.1, se e s6 se
(k@) = 0. Novamente pelo isomorfismo da Transformada de Fourier, se e
80 se u = 0. Agora a injetividade segue do Lema 3.1. [ ]

Exercicio 3.1. Mostre que
Ru(0,s) = Ru(—0,—s) . (3.1.2)

Notemos que, dado m € N,
/stu(H,s)ds = // (x-6)"u(x)dSds . (3.1.3)
R R JL(6,s)

Porém, quando calculamos (x - 8)™ obtemos um polinémio homogéneo
de grau m em 6, com coeficientes que também sao polindémios homogéneos
de grau m na variavel x. Ja, o resultado da integral (3.1.3) é um polindomio
de grau m em 6.

Com isso obtemos que: F'(6,s) estd na imagem de R se satisfizer:

F(0,5) = F(—0,—s) (3.1.4)
/ ST (0, 5)ds = Pp(6), (3.1.5)
R

onde P, é um polindmio homogéneo de grau m em 6.
Exercicio 3.2. Seja
P:S"1 x (0,00) — R"
9, s) — s0 =x.

i) Mostre que P é um isomorfismo e P~(x) = (x/|x||, ||x||) € a inversa
de P.

ii) Demonstre que se p € C®°(R™), entdo po P € C®°(S"! x [0,00)).
i) Seja F € C®(S"! x R). Mostre que
FoP™h =F(x/|x], |x]) € C*(®" — {0}).

i) Seja F € C®(S"! x R). Demonstre que up = F o P71 € C®(R").

Ainda:
am

8Sm

€ um polinémio homogéneo de grau m, para todo m € N.

F(0,5)],_, = Pn(0),
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Defina o conjunto de fungoes suaves
_ _ I am mn
S(S" L x R) := {F € C®°(S" ! xR) : |s* %;Tﬂ;—lF(ws) <

C(k,l,mq,---,my)}. O conjunto S é chamado de espago de Schwartz.
Exercicio 3.3. Mostre que S(R™) ¢ um subespaco vetorial de L2(R™).

Com os resultados acima, estamos prontos para mostrar a sobrejetividade
da Transformada de Radon.

Teorema 3.2. A Transformada de Radon é uma aplica¢do bijetora
R : S(R") — M :={S(S" ! x R) : F satisfaz (3.1.4) e (3.1.5)}

Demonstragao: A injetividade foi provada no Lema 3.1. Seja F(0,s) € M.
Como
m

/ sF(0,s)ds = smF(0,0) = i"™ 9 £(6,0),
R

Osm

é, por hipotese, um polindomio homogéneo de grau m. Seja & = A@. Pelo
Exercicio 3.2, u(€) = F(¢/||€]], ||€]]) € C°(R™). Como F € M e a Transfor-
mada de Fourier é um isomorfismo em S obtemos que p € S(R™). De (3.1.1),
deduzimos que F' = RF ~'p. [ ]

3.2 Foérmula de Inversao para Tomografia Compu-
tadorizada

Como a Transformada de Radon é uma bijegdo, cabe a pergunta: Seré que é
possivel encontrar uma forma analitica para R™1? A idéia é utilizar a relacéo
entre a Transformada de Radon e a Transformada de Fourier provada no
Teorema 3.1.

Exercicio 3.4. Mostre que
n—1

n—1 88"71

FH R0, N) = 2 Ru(0,s) .

Para encontrarmos uma expressao analitica para R ™! temos que conside-
rar o caso n par e n impar. A demonstragdo de cada caso difere muito (veja

[6]).-
Teorema 3.3. Sejan > 1 impar. Entao, para p € S(R™)

e n o1
u) =2 [ Rk 0)is. (326)

onde 6 = (cos(0), sen(0)) € St e 6 € [0,27).
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Demonstragao: Usando a Transformada de Fourier inversa, coordenadas po-
lares e o fato de (n — 1) é par, temos que

_ 1 © ixA0 - 1yyn—1
H(X)—Tﬂ)n /S"—1/O e (AN dAdSy

1 ' © x20 - 1yyn—1
P > o .
2(2m)" /SH /_Ooe AAGTIATdAdSy

Usando (3.1.1) e o exercicio 3.4 concluimos a demonstragao. [

A formula (3.2.6) possui propriedades interessantes que devem ser des-
tacadas. Para obtermos fi(xo), € necessario conhecer os valores de Rpu(6, s)
para s = 6 - xg. Ou seja, nao precisamos conhecer as integrais de p ao longo
de todas as retas L(6,s). Basta obtermos informagdes sobre os que distam
0 - xg da origem.

Notemos que a demonstragao do Teorema 3.3 nao é verdadeira para o caso
de n ser par. Neste caso, é preciso introduzir a Transformada de Hilbert, veja
[39, 6].

Definicao 3.1. [Transformada de Hilbert] Sejam p € S(R). Entao

f@®)

]RS—t

H(u(s)) = () tv.p. dt, (3.2.7)

onde v.p. significa o valor principal de Cauchy, que neste contexto é dado por

v.p./RMdt = lim /j_E &dt—i— /:o Lt)tdt.

s—1 e=0 ) _ s—t 4e S —
Teorema 3.4. Sejan > 1 par. Entao
g1
p(x) = 27" (im)t" /SH <WHRM> (0,x-0)dS . (3.2.8)
Demonstragao: Veja [39, 6] para detalhes. ]

O que podemos aprender de (3.2.6) e de (3.2.8) é que ambas as férmulas
envolvem derivadas de Ru. Pelo que vimos na Segao 1.1.2; isto é uma indica-
¢ao de um problema mal-posto. Claro que, por exemplo, na equagao (3.2.8),
depois de derivarmos, fazemos uma operagao suavizante novamente, a saber,
integramos. Por outro lado, o nticleo em (3.2.8) é singular e, portanto, néo
anula totalmente a instabilidade introduzida pela diferenciacao. Assim, mé-
todos mais adequados que a invertibilidade direta da Transformada de Radon
devem ser considerados.

O proximo resultado é importante pois relaciona o suporte da Transfor-
mada de Radon com o suporte da fungdo p. Também é util para deduzir
uma formula explicita para R™! para o caso especial n = 2.
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Teorema 3.5. Seja p € C°(R™) tal que p(x) — 0 mais rapidamente que
qualquer polinémio. Se Ru(0,s) = 0 para |s| > p, entao u(x) = 0 para
=] > p.

Demonstragio: A demonstragio foge ao escopo destas notas. Veja [6] para
detalhes. [ ]

3.3 Exercicios
Recomendamos ao leitor [39, 6] como referéncias para ajudar a resolver os
exercicios abaixo.

Exercicio 3.5. Mostre que H(uu(s)) = (ms) "L % u(s), onde * é o operador de
convolucao.

Exercicio 3.6. Seja sign(\) = 1 para A > 0, sign(A) = —1 para A < 0 e
sign(0) = 0. Mostre que H(u(s))(A) = —i sign(A)a(N).
Exercicio 3.7. Mostre que H(Hu(s)) = —u(s).

Exercicio 3.8. Demonstre que
g [e's)
Ru(0,s) = / / u(s0 +t0)t"2dtds
=Jo

onde X ={0e€S"1:x-0=s}.

Exercicio 3.9. Uma funcio p : R* — R € dita uma fun¢ao radial, se
existir uma fungao ¢ : R — R tal que p(x) = o(||x]]),Vx € R™.
Mostre que se i € radial, entdo

(n=1)/2

7F((n ~1)/3) /OOO (V82 + 2)t" 24t

Para nosso entendimento mais profundo, considere {2 como um circulo de
raio p. Ainda suponhamos que p é simétrica com respeito a origem. Assim,
toda a informagdo que necessitamos saber esté na dire¢ao 69 = (0, +1).

Deste modo, podemos assumir que

w@,s) =pu(s), 0<s<p OeS.

Ru(f,s) =2

Exercicio 3.10. Sejam as hipoteses do Teorema 3.5 satisfeitas e 0 < s < p.
Use o Ezercicio 3.9 para mostrar que Ru(6g, s) satisfaz uma equagdo integral
de Abel de primeira espécie

Porp(r)

P Vr2 — g2

Exercicio 3.11. Supondo que Ru(6y, p) =0, prove que

ot [ RO ),

Ru(0o,s) = dr. (3.3.9)

u(s) = (3.3.10)

s2 — 2
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Capitulo 4

Transformada de Radon
Atenuada e SPECT

Nestas notas usaremos o famoso problema de Riemann-Hilbert para obtermos
uma formula inversa para a Transformada de Radon Atenuada (1.2.28) obtida
como resultado do modelo de SPECT na Subsegao 1.2.

4.1 O Problema de Riemann-Hilbert

O problema de Riemann-Hilbert possui uma quantidade muito grande de
aplicagOes em vérias areas, em particular, em variaveis complexas. Neste ma-
nuscrito necessitaremos de uma versao simplificada do teorema de Riemann-
Hilbert. Iniciaremos esta seg@o definindo o nosso material de estudo.

Seja y a curva no plano que denota a circunferéncia de raio um, que aqui
parametrizaremos por A € C : [\ =1 esejam DT :={A e C : [A\| < 1}e
D~ :={A € C : |A] > 1}. Suponhamos que a orientagéo de 7 foi escolhida
de forma que a regiao DT fique a esquerda ao percorrermos .

Seja ¢(\) uma fungio suave definida em D+ U D~. Denotaremos por
¢t (t) e ¢~ (t) o trago de ¢ em v em DT e D™, respectivamente. Em outras
palavras,

¢T(t) = lim ¢((1—e)t) ¢ (1) = lim o((1+¢e)t). (4.1.1)

e—0t e—0t

Definimos o salto de fungao ¢ sobre a curva « por
b(t) =" (t) = o7 (1). (4.1.2)

Supondo que ¥ (t) seja uma fun¢ao suave em v, o problema de Riemann-
Hilbert ¢: Encontrar uma fungio ¢()\) definida em D U D~ tal que

1. ¢()) seja analitica em DV e em D~

2. Ap(A) seja limitada para |A\| — oo em D~

51



52 Transformada de Radon Atenuada e SPECT

3. O salto de ¢ em v seja dado pela fungao ¥(t) em (4.1.2).

O problema de Riemann-Hilbert posssui uma tnica solugao que é dada
pela formula de Cauchy [1]

_ 1 (@) _
d(\) = %[/mdt, AXeDtuD™. (4.1.3)

Na proxima se¢do demonstraremos que a Transformada de Radon Atenu-
ada esta intimamente relacionada com o problema de Riemann-Hilbert e que
podemos usar a formula de Cauchy para obter uma inversa para (1.2.28).

4.2 Foérmula de Inversao para Tomografia SPECT

Para obtermos uma formula para a inversa da Transformada de Radon Ate-
nuada, o primeiro passo é estender a equagdo de transporte (1.2.22) para
o corpo dos complexos. Para tal, seja A = ¢, # € (0,27). Notemos
que A desta forma toma valores sobre o circulo unitario v para 6 € (0, 2x).
Por simplicidade, denotaremos x = (z,y) € R?, entdo a equacio do trans-
porte (1.2.22) pode ser reescrita como

1 1

Identificando x € R? por z = z + iy € C e fazendo

Qa(-)_<a _a)(_) CIONCI0]

0z \ozr oy 09z 0z

dr Oy

onde Z é o conjugado de z € C, a equagao (4.2.4) fica escrita como

</\% + xl% + u(z)) u(z,\) = f(z), zeC. (4.2.5)

E claro que a mesma condicdo de que nenhuma informacio vem do infinito
como em (1.2.23) deve ser considerada.
A obtengao da formula de inversdo sera feita em trés etapas:

1. Passo 1: Verificar que u(z, A) é analitica em DT U D™ e que Au(z, \)
¢ limitada quando |A| — oo.

2. Passo 2: Verificar que os saltos de u solugdo de (4.2.4) sob a curva
A = e que denotaremos por (x, ) = u(x,0)t — u(x,0)", para cada
x, podem ser obtidas a partir dos dados R, f(s,6).

3. Passo 3: Resolver o problema de Riemann-Hilbert usando (4.1.3) e
avaliar a equagdo (4.2.5) em A = 0 para obter f(z,y) = f(2).
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Passo 1: Também é conhecido como o problema 0.
Observe que, se u = 0 na equagao (4.2.5), entdo ela satisfaz

<A% 4 A—l%) G(2,\) = (), AeC—U{0}. (4:26)

onde d(z) representa a distribuigdo de Dirac e G(z, A) é a solugdo fundamen-
tal.

Lema 4.1. A equagio (4.2.6) possui uma unica solu¢ao dada pela fungdo de
Green

G = LB agauo). (12.7)

Demonstragdo: Fica como exercicio verificar que G como em (4.2.7) satisfaz
a equagao (4.2.6). ]

Defina a seguinte mudanca de varidavel ( = Az — A™!z. Por enquanto,
assumiremos que |A| > 1.

Exercicio 4.1. O Jacobiano da transformacio é J(A) := |A\|>—|\|72. Assim,

0 40 0
()\g—i—)\ %) = J()\)a—é.
Denotando G(¢) = G(z), temos que

o -~
5%0="55

Portanto —G/(¢) ¢é a solucdo do operador 8 :=

Afirmagao: = m0(¢). De fato, seja ¢(z) € C§°(C) e denote por d (¢)

01
¢ ¢
a medida de Lebesgue dz dy de C ~ R2. Entdo, usando a férmula de Green
para variaveis complexas

01,0 [ 00, [ 20
Lr0gzca© == [ G500 = -im [ a0

= — lim acil = iml hi
~—tim [ S0 =1 a()

e—0 e—0 21 B C

= 572ime(0) = [ o(Om0d(0),

onde C :=C — {|¢| < &} Isto demonstra a afirmagao.
Da afirmagdo segue que G(¢) = (—n¢)~!. Portanto, G(z) = (7(A\z —
A712))7L. E assim, segue (4.2.7) para |A| > 1.
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Considere agora |A| < 1. Pelo exercicios 4.7 temos que o Jacobiano é
dado por —J(¢). Portanto,

0 ~ 1

—G(() = —=0(z =46(¢).

o (©) 70 (2(€)) = 6(¢)
Agora, seguindo os mesmos passos da afirmagio acima obtemos (4.2.7) para
|A] < 1. ]

Lema 4.2. Considere a equagdo

<A% + A”%) hz,A) =pz), AeC—(yU{0}.

com |h(z,\)| = 0 quando z — oo.
A solucao € dada por

h(z,X) = - Gz = ¢ M)u()d(C) . (4.2.8)

onde G(z,\) € a solugio fundamental de (4.2.6).
Demonstragao: Segue das propriedades da fungao de Green [19].
Lema 4.3. Seja "N onde h é dado por (4.2.8). Entao,

o 0
<)\—+>\ e

2 ) (M, A)) = BENF(z), A e C = (yU{0}).

Demonstragao: A demonstragao é feita por verificagao e assim deixada para
o leitor. [ ]

Teorema 4.1. A solugdo de (4.2.4) é dada por

u(z,\) = e "N |Gz = ¢, NN F(0)d Q) (4.2.9)

R2
para toda f suficientemente suave e G(z,\) dada por (4.2.7).

Demonstragao: Segue do Lema 4.3 e por integragao. [ ]

Lema 4.4. A funcdo de Green G(z,)\) € analitica em DT, em D™ e em
z=0.

Demonstragao: Veja exercicio 4.11. [ ]

Lema 4.5. Suponhamos que u(z) e f(z) sejam suficientemente suaves. En-
tdo, a funcdo h(z,\) em (4.2.8) € analitica em DT, em D™ e em z = 0.
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Demonstragao: Veja Exercicio 4.12. [ ]

Teorema 4.2. A solugdo u(z,\) de (4.2.9) satisfaz o Passo 1.

Demonstragao: Que u é analitica segue diretamente da analiticidade de G e
h verificadas nos lemas acima. Usando (4.2.9), é facil de verificar que Au(z, A)
é limitado em D~. [ ]

O teorema acima implica que a solugdo da equagao do transporte u(z, A),
estendida ao campo complexo, é um bom candidato a satisfazer o problema
de Riemann-Hilbert.

Passo 2: O que queremos verificar agora é o que acontece com u(;\) a
medida que X se aproxima de « por cima (em D7) e por baixo (em D).
Esta condicao é conhecida como a condigao de salto.

Denotemos por A = re’?. Quando r — +1, X se aproxima de D*. No
sentido das distribuigoes [19], temos o seguinte limite

Lema 4.6. Sejar —1 — +0, a fungio de Green G(x, \) satisfaz o sequinte
limite

+1
—2mi(—0t - x + 0 sign(0 - x))’

onde £0 denota o limite ¢ — 0.

G:t(X7 9) =

Demonstragao: Seja |A| > 1, isto é, r = 1+ com € > 0. Entéo

1 6—’i9

G~ 0y = : = :
TG (z,7e") refz —e=Wz/r  (1+¢)e?@z — 2(1 —€) + o(e)

1 B —i/2
—iIm(e="z) + e Re(e=?z) + o(c)  x- (0" +ich) + o(e)

Fazendo € — 0 temos o resultado. Idem para G . [ ]

A derivagao do resultado passa pelo seguinte exercicio [19], conhecido
como férmula de Plemelj:

Exercicio 4.2. Mostre que para qualquer f € C§°(R) temos que

: (@) . f(=z) ,

213(1) A mdw = —iv.p. A wa + sign(e)m f(0),
onde v.p. representa o valor principal de Cauchy.
Lema 4.7. Seja A\ = €. Para toda funcio suave v temos que

1
|G =y, 00 (y)dy = £ (HRY)(x - 67) + (AY)(x),

onde H €é a Transformada de Hilbert como na Defini¢io 3.1 e G*(2,0) ¢ a
funcao de Green como no Lema 4.6.
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Demonstragao: Denotemos por x = 00t +710cy = s0++10 para o, T,s,t €
R. Entao,

i o L[ Lo =905+ (1)
RQG )u( y)dyf R2 is + 10 sign(t)

/ (/w 0’*891' (Tt)e)d>dt

- % /R sign(t)i(x — t6)dt = E(Hw)(x 107) + (AV) ().

dsdt

De forma analoga prova-se o limite G~ em D™ . [ ]

Segue disto o seguinte corolario
Corolario 4.1. A funcgdao h(z,\) definida em (4.2.8) satisfaz os seguintes

limites

o= (HRp) (- 05) + (Ap) ().

Notemos que R e A envolve integragao somente na dire¢ao 6 e assim
Rlu(x)v(x - 8)](s) = v(s)R[u](s),
Alu(x)v(x - 01)])(x) = v(x - 0)Au(x) .

hE(z,0) = +

Da observagdo acima e dos resultados anteriores temos que

Teorema 4.3. Os limites da fung¢ao u(z,\) sio dados por
ui(x7 0) = e(i%(HRu)(s)_A#) |:j:%’]—[ (e FHGEBIOL -3 R(e Ap (f))):| (s)
+ e A A(e () (x) . (4.2.10)
Demonstragao: Basta unirmos os limites no Lema 4.7, Corolario 4.1 a equa-

¢do (4.2.9). ]

Como observamos anteriormente, a quantidade R(e f) = R, f(s) sio
as medidas (veja (1.2.28)). No entanto, como mostra o Teorema 4.3 u* e u™~
néo dependem somente dos dados. Estes dependem ainda de A(e(f))(x).
Mas, uT — v~ depende somente dos dados.

Definimos

o(x,0) = (ut —u7)(x,8), (4.2.11)
e os operadores
Hy = CHC + CsHC,

Cey(s,0) = g(s,0) cos(HRu(s)/2),
Csg(s,0) = g(s,0) sin(HRu(s)/2)
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Consideremos o operador adjunto de R,, definido formalmente por
R;’;g = eA“(x)g(x . GJ‘) .
Do Teorema 4.3 temos que
ip(x,0) =R, 7 H Ru(0). (4.2.12)

Observemos que ip(x,6) é uma funcao real da forma
e~ An@) M (x - 64, 0) para algum operador M. Ainda, ¢ satisfaz

0-Vo(x,0)+ pp(x,0) =0. (4.2.13)
Isso vai refletir na formula de inversao.
Passo 3: Agora estamos prontos para obter uma Foérmula de Inversao.

Para tal, lembremos que os Passos 1 e 2 sdo satisfeitos por u(z, ). Portanto
u satisfaz a formula de Cauchy

1 o(x,t) .
Lt DtuD 4.2.14
u(z:A) = 2z7r/yt—)\ A€ Y ’ ( )

onde identificamos o(x,t) com o(x, §) usando t = €.

Exercicio 4.3. Mostre que, numa vizinhan¢a de A = 0 vale a identidade

0
— T -1
f(x) = )l\ur%))\ azu(x, A).

Exercicio 4.4. Verifique que u(x,\) = O(\) em DT. Verifique ainda que
w(x)u(x, \) = 0 quando X\ — 0.

Exercicio 4.5. Mostre que

t)
u(x,)\)*mﬂ/ % dt—l——/

Sugestao: Utilize a equagdo (4.2.14) e a expansao de 1/(t — ) em séries de

D gt +0(N\?).

poténcias.
Dos exercicios acima segue a formula de reconstrugao
Teorema 4.4. Se p depende dos dados R, f(6,s), vale que

1 Op dt

f(X) = 2’i7T 82( 7”? ) (4'2'15)

com a sequinte condi¢ao de compatibilidade

1
1 et
2T ~ t
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Demonstragao: Segue diretamente dos exercicios acima. [ ]

A formula de reconstrucao acima nao parece ser muito amistosa. O pro-
ximo resultado ajudara a melhorar o entendimento da mesma.

Corolario 4.2. Seja g,(0,5) = R, f(0,s) as medidas no modelo de SPECT
e ¢ satisfazendo (4.2.13). Entao,

1

2m
f(x) = E/o 6+ - V(R Hug)(x,0)do. (4.2.16)

Demonstracio: Denote t = ¢?. Entdo, dt = ie??df. Assim, é facil verificar-
mos que

4 Op dt 2m .
Sim E(x, t)t—2 = /0 (0l -V(ip)(x,0) + 0 - Vo(x, 9)) do
.
1 [elxt), 1 [
2ir |, 1 dt = 5 ./0. o(x,0)do .

De (4.2.13) e (4.2.15) temos que

1 27
=— 0. 0)do .
16 = 4 [ 0-Velx0)
Finalmente, usando (4.2.12) o coroléario esta provado. [

4.3 Exercicios

Uma boa fonte de referéncia para os exercicios deste capitulo é [4].
Exercicio 4.6. Mostre que |G(z,\)| = 0 quando z — occ.

Exercicio 4.7. Mostre que, caso |\| < 1 o Jacobiano da transformagio é
dado por —J(C), onde J foi definido no exercicio 4.1.

Exercicio 4.8. Faca os detalhes do Lema 4.2.
Exercicio 4.9. Fuaca os detalhes do Lema 4.3.
Exercicio 4.10. Faca os detalhes do Teorema 4.1.
Exercicio 4.11. Faca os detalhes do Lema 4.4.
Exercicio 4.12. Faca os detalhes do Lema 4.5.

Exercicio 4.13. Mostre que a formula de reconstrug¢ao (4.2.16) € igual a
inversa da Transformada de Radon, quando p = 0.

Exercicio 4.14. Deduza a formula de reconstrugdo no caso em que u(x) é
constante.



Capitulo 5

Tomografias por Difracao e
Aproximacoes de Born

Como discutimos na Segao 1.2, problemas relacionados com ultrassom e radar
sao modelados pela equagdo da onda, nos quais se conhece a onda refletida
pelo objeto (espalhamento inverso) imerso no meio. O problema de recuperar
propriedades do meio através de informagdes medidas em espalhamento in-
verso é muito dificil. Uma boa referéncia para entender quais as dificuldades
envolvidas nestes modelos é [26].

5.1 Espalhamento Inversos em Uma Dimensao

Um modelo simples de entender e muito intuitivo é o modelo uni-dimensional.
Vamos considerar a equagao da onda (1.2.29) em uma dimensao, com termo
forgante 0(t)d(x —xs) , (t,2) € RxR. Esta é a distribui¢ao de Dirac em t = 0
e na posic¢ao xo, [19].

Como verificamos na Subse¢ao 1.2.3, no espaco das frequéncias, a equacio
da onda corresponde a equagao de Helmholtz (1.2.33), com velocidade dada
pela equagdo (1.2.32).

No caso uni-dimensional, a solugdo u;, da equagdo de Helmholtz (1.2.35),
com condigdo de radia¢do como em (1.2.33), ¢ dada por

_eik\xﬂﬂ

_ 5.1.1
2ikm ( )

Uin (z,w;0) = g(z — 0,w) =

onde g(x,w) representa a fungdo de Green para a equagao de Helmholtz.
Pelo principio de superposigao, a solugdo da equagao (1.2.36) é dada por

ug(x,w; ) = w? /600 MEQI) (us — uin)(y,w)g(z — y,w)dy, (5.1.2)

onde us representa os dados refletidos.

59
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5.1.1 Aproximacao de Born

A aproximacdo de Born para o problema de espalhamento inverso em uma
dimensao consiste em considerar que p(z) é pequeno com relagao a velocidade
de espalhamento v(x). Isto corresponde a uma lineariza¢do em torno da
velocidade constante ¢. Deste modo, a quantidade p(z)us é da ordem de
42, Portanto muito pequena de forma que pode ser desconsiderada no lado
direito de (5.1.2). Substituindo w;, em (5.1.2) por sua expressdo em (5.1.1)
temos que

ug(zs, ck/2;0) = 7/ #eim,dm (5.1.3)
R

é uma boa aproximagao para os dados refletidos us.

Teorema 5.1. A quantidade p(x) € unicamente determinada por us em
(5.1.3). Ainda, a reconstrugdo é estdvel.

Demonstragao: De fato, por (5.1.3), u(x) é dada pela Transformada de Fou-
rier Inversa

() = ,2/ e ug(xg, ck/2;0)dk .
R

T
Pelo Teorema 2.2, p(z) é unicamente determinado e a reconstrugéo ¢ estavel.
|

5.2 Espalhamento Inverso em Dimensao Dois ou
Trés

Nesta se¢ao, faremos uma generalizacao da seg@o anterior, para dimensoes
dois e trés. Como comentado anteriormente, o caso geral é muito complicado,
assim utilizaremos uma aproximagao de Born para obter uma formula de
reconstrugao.

5.2.1 Aproximacao de Born

A aproximagao de Born que estamos interessados nestas notas consiste em
linearizar a equagéo (1.2.36) em torno da velocidade constante v(x) = ¢. Em
outras palavras, assumiremos que p(x) é muito pequeno em norma. Como
o termo pu(x)us é um termo de segunda ordem em (1.2.36) este pode ser
desconsiderado. Desta forma a equagéo (1.2.36) fica

(& + kz) s (X, w) = —p(x) k2w (x, W) (5.2.4)

Tx\ - Vug(x,w) — tkus(x,w) = 0 (|x|*(”*1)/2) '
x
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Lema 5.1. A equagdo (5.2.4) possui uma tnica solu¢io dada por

wxw) =K [ )y )Galx -~ y0)dy, (529
onde Gy, € a funcao de Green da equagdo
(A + %) Gulx,w) = 6(x)

X Vu, —i - ~(n-1)/2
] Vus(x,w) — ikug(x,w) o(|x\ ),

que € dada por

- ik|x|
i e
G = —Ho(k G =— 5.2.6
2(0) = [Hkixl) . Gafo) = T (526)
onde 7% € a func¢do de Hankel dada por
~ 1 1 ; 22
K —— i(pr+v/k2=p%Y) g,
Ho(KI(l) = [ eV
Demonstragao: Segue facilmente do método de sobreposicao. [ ]

5.2.2 Formula de Reconstrugao

Lembramos que, matematicamente, conhecemos ug no limite quando |x| —
oo. Assim, usando que

Ix —y|=|x|+x0-y+0(x,y)),

onde O((x,y)) representa termos de ordem menor, temos que o valor de us
como no Lema 5.1 é dado por

kZeik|x\

(%, w) = u(y)e*O>way + O((x,y)). (5.2.7)

47T|X‘ R
Portanto, vemos de (5.2.7) que as medidas us podem ser escritas da forma
k2€ik|x\

o] k(o = ) + O(1/[x]) (5.2.8)

us(x,w) =
Observagao 5.1. Lembramos que w = ck. Assim, para uma onda plana a
uma dada frequéncia w, isto é, em um dado nimero de onda k, numa dire¢cao
0 a quantidade

k2o iklx|

fi(k(xo — 0)) = us(x, W), (5.2.9)

47|x|
para |X| suficientemente grande.

Portanto, cada nova medida nos fornece novas informagoes sobre a Trans-
formada de Fourier de ju(x).
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Caracteristicas Especiais: Em dimensao dois, podemos observar os se-
guintes tipos de medidas distintas:

1. Medidas na diregdo x tal que x -6 > 0. Estas medidas sao conheci-
das como medidas de transmissdo, pois sdo as medidas de ondas que
passaram pelo objeto a ser imageado.

2. Medidas na direcao x tal que x - 8 < 0. Estas medidas sdo conheci-
das como medidas de reflex@o, pois sdo as medidas de ondas que séo
refletidas pelo objeto a ser imageado.

Em muitos casos s6 é possivel obter acesso a um dos tipos de medidas
acima.
Medidas de Transmissao

Vamos analisar primeiro o caso em que temos acesso somente a medidas de
transmissdo como no Item (1). Ou seja, que temos acesso a fi(k(xo — 0))
como em (5.2.9) para X¢ - @ > 0. Em particular, para xo = 6, temos /i(0).
Este é a média dos valores de p(x) no dominio.

Lema 5.2. O problema inverso de Tomografia por Difragdo ndo possui unica
solugao.

Demonstracdo: De fato, como xg varia sobre S! tal que xg - @ > 0, obtemos
o valor de fi(y) sobre o semicirculo passando pela origem e simétrico com
relagdo a 0. Como 6 varia sobre o disco unitéario, temos que fi(k(xg — 0))
permanece no disco de raio v/2k. Portanto, para cada k fixo, tudo o que
podemos obter ¢ fi(y) para y tal que |y| < v2K. [

No caso tridimensional o resultado é similar.

Formula de Reconstrugao para Medidas de Transmissao

Como as frequéncias maiores que v/2k néo podem ser reconstruidas, vamos
assumir que

p(x) = (F1E i) (%) (5.2.10)
onde § 3, = 1 se [y| < V2 e zero caso contrario.

Corolario 5.1. Sob a hipdtese que pu(y) € tal que |y| < 2k, entio o pro-
blema inverso em Tomografia por Difusio possui uma unica solu¢do. FEsta
solugao € estdvel.

Demonstragao: Segue de (5.2.10) e do Teorema 2.2. ]

O préximo passo € obtermos uma formula de reconstrugdo. Vamos ana-
lisar o caso bi-dimensional.
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Queremos é recuperar (x), conhecendo fi((xg — 0)) com xg ¢ 8 em S'.
Em outras palavras, queremos recuperar uma funcdo de duas varidveis a
partir de dados que dependem de duas variaveis também, a saber xg e 6.

Pela Transformada Inversa de Fourier, temos que

k2 2 V2 o0
- ikpx8
p(x) (271)2/0 /0 e i1(kpB)pdpd .

Notemos que, como 6 varia sobre o circulo unitario, todos os pontos do
cireulo |y| < v/2k sdo identificados duas vezes pela variacio de xg, uma vez
quando y -0+ > 0 e outra quando y -6+ < 0. Portanto, a informacao contida
emy-0+ > 0 ¢ suficiente. Tal informacao pode ser parametrizada da seguinte
maneira: Para um dado 0, seja xo parametrizado por

x0(80) = sen(B6) + cos(30+), 0<p<m/2.

Desta parametrizagao obtemos que

flk(xo = 0)) = ju (kp(8) (sen(8 — 1)6 + cos(8)6* ) (p(8)) )
= iko(DR(5)0).

onde p(B) = /2(1 — cos(B)) e R(B) é a matriz de rotacdo (que depende de
B).

Teorema 5.2. Para xo = x¢(3,0) parametrizado como acima, temos a se-
guinte formula de reconstrugao

R T Y )8 _
p(x) = e fi(k[xo — 61)sen(B)dAdO .
(277)2 0 0

Demonstragao: E simples e assim deixamos como exercicio. [ |

Medidas de Reflexao: Algumas Observagoes

Para finalizar faremos algumas observagdes com relagao ao caso de termos
acesso a medidas de reflexdo como no Item (2).

Seguindo os mesmos passos acima, podemos mostrar que nao é possivel
recuperar o nimero de onda de p(x) para baixas frequéncia e nem para altas
frequéncias. Em outras palavras, s6 é possivel recuperar valores de y que
estejam no anel 2k < ly| < 2K. Para valores que estdo no anel acima, é
possivel obtermos uma férmula de reconstru¢do como anteriormente. Este é
um desafio interessante para o leitor. Para maiores detalhes consulte [4].
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5.3 Exercicios

Exercicio 5.1. Mostre que (5.1.1) satisfaz a equagdo de Helmholtz (1.2.35)
com a condigao de radiagao (1.2.33).

Exercicio 5.2. Demonstre o Lema 5.1.

Exercicio 5.3. Use o principio da superposi¢cao para mostrar que a solu¢ao
da equagio (1.2.36) € dada por us como na equagao (5.1.2), para o caso
unidimensional.

Exercicio 5.4. Faca os detalhes da demonstragio do Coroldrio 5.1.

Exercicio 5.5. Faca os cdlculos na demonstra¢ao do Teorema 5.2.



Capitulo 6

Tomografia por Fluorescéncia
Optica

Este capitulo é dedicado a obtengao de uma férmula para recuperar f na
equagao (1.2.37), com uma fonte de espalhamento, a partir das medidas

(1.2.40), em dimensao dois.

6.1 Uma Formula de Inversao Utilizando Séries de
Newmann

Nossa abordagem é muito simplificada, mas d4 algumas ideias das técnicas
a serem aplicadas. Estas simplificagbes dao origem a uma abordagem que
permite utilizar a série de Neumann para garantir uma féormula de inver-
sdo. Como sub-produto do resultado, temos um algoritmo iterativo para a
inversao.

Iniciaremos esta se¢do definindo a transformada raio

0
Sg(x,&):/ g(x + s0)ds, (6.1.1)

para g € LY(R) e 8 = (cos(f), sen(d)) € S!, para 0 € [0, 27). Temos que

Lema 6.1. A funcio v(x,0) = e (x)u(x,0) satisfaz a sequinte equagio
integral

v(x,0) = [SeA"Ke_A“U] (x,0) + [SeA”’f] (x,0). (6.1.2)
Demonstracio: E facil e assim deixado para o leitor. [ ]

Definimos T = SeKe~A, temos que a equacio (6.1.2) pode ser rees-
crita por

(I —T)v(x,0) = [Se*f] (x.0). (6.1.3)

65
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Lema 6.2. Suponhamos que exista uma norma |||-||| (que nao vamos definir
nestas notas) tal que |||T||| < 1. Entdo

v(x,0) = [SeAuf] (x,0) + [SeAuKe_A”v] (I —T)1Se f(x,6).

Demonstracgdo: Sobre a hipotese de que |||T]|| < 1, temos que (I —T) é
inversivel. O resultado agora segue de (6.1.2) e de (6.1.3).

Sob certas hipoteses, o proximo teorema produz uma férmula de inversao.
Na verdade, mais que isso, garante um método iterativo convergente e estavel
para obtermos f.

Teorema 6.1. Definimos Z = [SeAtKeAtv| (I — T)~1SeA* . Sob a hi-
pdtese de que |||Z||| € suficientemente pequena, vale a seguinte formula de
reconstru¢ao

i ~NRZJ Ng(x). (6.1.4)
7=0

onde [Ng](z) € o operador definido em (4.2.16).

Demonstragio: Escrevemos x = s + t0. Fazendo t — oo em (1.2.27)
temos que

9(0,5) =R,f(8,5) +R.Zf(b,s).
Aplicando o operador N de ambos os lados da igualdade acima temos que

fE)+NRuZf(x) = Ng(x) .

Utilizando a hipotese que a norma do operador Z é suficientemente pequena,
temos que o operador I —(—N'R,Z) é invertivel e cuja inversa pode ser dada
pela série de Newmann (6.1.4). ]

A hipotese feita no Teorema 6.1, para garantir a inversa do operador
(I — Z), esta relacionada com o fato que o campo de espalhamento seja
pequeno. Assim, essa € uma hipotese que ndo é muito absurda do ponto de
vista fisico.

A formula de inversao obtida no Teorema 6.1 garante o seguinte algoritmo
iterativo para a reconstrugao de f:

Corolario 6.1. Sob as hipdteses do Teorema 6.1 existe um algoritmo ite-
rativo para recuperar f no problema inverso relacionado a Tomografia por
Fluorescéncia dptica.
Demonstracdo: Definimos f9(x) = N'g. Para cada j > 0, defina ul a solugio
do seguinte problema

0 - Vul(x,0) + pul(x,0) = Kul(x,0) — fi(x). (6.1.5)
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Atualizamos f por
FH(x) = Ng(x) = NRueMKul(x) . (6.1.6)

Observamos que, se o espalhamento é pequeno, como assumido no Teo-
rema 6.1, f7 converge (em alguma norma adequada) para f. [ ]

6.2 Exercicios

Exercicio 6.1. Demonstre o Lema 6.1.

Exercicio 6.2. Mostre que o operador Z definido no Teorema 6.1 é um
operado linear. Dé condi¢oes sobre as normas de S, K e T para que Z seja
um operador limitado.

Exercicio 6.3. Dé condigées na norma de S, K e T tal que ||| Z]|| < 1.

Exercicio 6.4. Mostre que, se |||Z]|| < 1, entdo I — Z é um operador inver-
tivel e a inversa pode ser dada pela série de Newmann.

Exercicio 6.5. Faca os detalhes da demonstragio do Coroldrio 6.1.
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Capitulo 7

Tomografia por Impedéancia
Elétrica - EIT

Na Secéao 1.2, introduzimos o problema de EIT. Neste capitulo nos dedicare-
mos a responder as seguintes perguntas:

1. Quantos dados necessitamos conhecer, i.e., se o parametro p em (1.2.43)
é unicamente determinado pelo conhecimento de alguns pares de dados
(f, Au(f) = g) sobre a fronteira ou pelo operador (DpN)?

2. O problema inverso é mal posto no sentido de Hadamard?

Os resultados de identificabilidade e estabilidade que apresentaremos po-
dem ser encontrados em [46, 43, 26]. Existem resultados mais modernos e
que generalizam os que apresentaremos. Veja referéncias em [43, 46].

Em suma, os resultados que vamos apresentar sao:

1. Unicidade: Se A, = A, entdo ui = po.
2. Estabilidade: Se A, estd proximo de A,,, entao u1 e uz estao pro-
Ximos.

Neste caso, vamos definir o operador de medidas

MDF = M) = (u50) = 5. (7.0.1)

onde u € H1(Q) ¢ a tnica solugdo de (1.2.43).

Observagao 7.1. Temos que deizar claro a definicao do operador de
medidas. Estamos assumindo que todos os pares de dados Dirichlet-
Newmann (f,g). Em outras palavras, conhecemos todo o operador
Dirichlet-para-Newmann A,. Esta hipétese nao € razodvel em termos
prdaticos.
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3. Dados parciais: Se I' é uma parte da fronteira de 2 e se Ay, (f) =
Ay, (f) restrito a I', entdo py = pa.

Observagao 7.1. O problema inverso de reconstruir a condutividade elétrica
€ altamente nao linear e mal posto, i.e., o operador nao depende continua-
mente dos dados (veja [9, 8, 3, 26]).

Partindo do estudo feito por Calderén em 1980, intensa pesquisa nessa
linha foi estabelecida. J4 existe uma quantidade significativa de resultados e
ainda muitos problemas em aberto. Para o caso de Q C R® e condutividades
regulares, isto &, pertencentes a C2(f2), os seguintes resultados sdo conheci-
dos. As demonstragoes dos resultados abaixo podem ser encontradas em [43]
e referéncias.

Para unicidade:

Teorema 7.1 (Sylvester-Ulmann 1987). Se Ay, (f) = Ay, (f), entdo py = po
em Q.

No contexto de estabilidade:
Teorema 7.2 (Alessandrini 1988). Seja p; € H*() para s > n/2 e assuma
que ||l s < C e 1/C < py < C para j+1,2. Entdo
11 = p2ll oo () < el10g My = Mo [l £y 1720yl 2 5
para algum § > 0

O caso de unicidade com dados parciais os resultados sdo bem mais
recentes e devem-se a Kenig-Sjostrand-Uhlmann 2007.

Teorema 7.3. Assuma que ) € convero e I' € qualquer subconjunto aberto de
0. Se Ay, (f) = Ay (f) em T para toda f € HY2(Q), e se pi|oa = palon,
entdo p1 = e em 2.

Provaremos alguns dos resultados acima mencionados logo abaixo.

7.1 Transformacao na Equacao de Helmholtz

Para mostrar que a aplicagdo p — A, é injetiva (em outras palavras, que
se conhecemos a aplicagdo (DpN) é o suficiente para identificar unicamente
a condutividade), vamos transformar o problema (1.2.43) na equagdo de
Helmholtz.

Definimos

v=p'"%u. (7.1.2)

Com a transformagao (7.1.2) temos que

w=p" v, Vu=—-1/2u"oVu+ p V.
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Substituindo em (1.2.43), temos

V- (uVu) = V- (=1/2u 20V + p/2V0)
=1/4p~ 3V — 1/20 V2oV — 1/20 Y20 Aa
+1/2u~ Y2V oV + 2 A
=p V2 Av+ (143N u Vi — 1/2p 2 Ap)

Assim, se u é uma solugdo da equagdo (1.2.43), entdo v dado por (7.1.2)
é uma solugado da equagao de Helmholtz

Av+bv=0, b= (1/4p2|Vu|®> —1/2u" Ap). (7.1.3)

O proximo passo é mostrar que, conhecendo o operador (DpN) Ay, p e
g—’; = 0 na fronteira de €2, podemos calcular o operador de Newmann-para-
Dirichlet Aﬁ para a equacao (7.1.3).

Defina o operador G : C?(Q,R) — C(Q,R) dado por G(u) = b, onde b é
definido por (7.1.3).

O proximo teorema mostra que b determina unicamente p.

Teorema 7.4. Dado g € C(9R), para qualquer b € Im(G), existe um tinico

w € CHQ) com pu(x) = o e g’;( x) =0 parax € 0 e b € definido por (7.1.3).

Demonstracdo: Existéncia é 6bvia para b € Im(G).
Vamos provar unicidade. Sejam p; e pe satisfazendo as hipotese , com
G(p1) = G(p2). Entao,

0= G(m) — Gp2) = /4y |V [ = 13 [Vial?) — 1/2(uy Dy — py  Dpao)
= 1/4(u; % = 53 )|V + 1/4( Vi |* = Vo) g >
—1/2(p " =y ) A — 1/2(Au1 — D)y

1] + —
i ZQ)Q(M; MQ)IV >+ (W1+Vu2)(Vu1 Vyz)
Hika

— 1
+ BN - (B - D)
211 ph2 22

4 2

Assim, w = puy — peo satisfaz a seguinte equacao homogénes

Vu1—Viyo Apr _ pa—p2 _
Aw — 52V — ( o CHEI |V 1| ) w=0, emQ,
w=0 mnaod.

Pelo Teorema do Maximo (veja [19]) temos que w = 0. |
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7.2 Identificabilidade para a Equagao de Helmholtz

Nesta se¢cao mostraremos um resultado de identificabilidade que é preliminar
para a demonstracao do resultado para o problema de EIT.

Teorema 7.5. Existe no mdzimo um b € L®(Q)NIm(G) que gera uma apli-
cagdo de Neumann-para-Dirichlet Abs para a equagdo de Helmholtz (7.1.3).

Demonstragdo: Sejam b',b% € L>(Q)NIm(G) tais que Ay, = A%, Em outras
palavras, os dados de Dirichlet da respectiva solugio v7(g) de (7.1.3), para o
mesmo dado de Neumann g € C%(99) e normalizagio [, /G~ ()0’ (g)dx =

0, coincidem.
Seja v! solucdo de (7.1.3) e dados de Neumann g = %—1;; Defina w :=

v%(g) — v!. Entdo w satisfaz

Aw+b*w = (b —?)vt, em Q
w=0, naodQ
%—‘:}’: ,  nadfQ.

Seja v? uma solugdo qualquer de (7.1.3). Entao, usando a Férmula de Green
(veja [19] - integragdo por partes)
/(b1 —wtv?de = /(Aw + v*w)vida
Q Q
0
= —/VwVv2dx +/ —wv2d§c —|—/ brwvldx
a0 On Q

2
:/U}A’UQdCL‘+/ aiwdfc+/ brwvidz
a0 On Q

= /(Av2 + b*v?)wdz =0,
Q

uma vez que v? é uma solugio da equacio de Helmholtz (7.1.3). Pelo Toe-

rema 2.4 bt = b2. u

7.3 Identificabilidade para o Problema de EIT

Para provar que a condutividade p é unicamente determinada pela aplicagao
A, temos que assumir que 4 é conhecido na 9 e que a derivada normal
de p na fronteira de Q é zero. Isso é inteiramente justificado se estamos
analisando um corpo, onde o material em volta da fronteira é conhecido.

Teorema 7.6. Dado py € C?(090), existe somente um p € C%(Q) que satis-
faz paq = po, n- Viaag = 0 que gera uma aplicagao Neumann-para-Dirichlet
Ay
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Demonstracdo: Sejam p1, u2 € C2(Q) satisfazendo as hipoteses do teorema,
tal que A, = A,,. Defina & = G(;) como em (7.1.3).

Para um dado g € C?(99) arbitrério, tome v?(g) solugdo de (7.1.3) com
dado de Neumann g = 8%7@ e a normalizagio [, /G~1(W)v7 (g)dz = 0.

Temos que mostrar que A,, = A,, implica que os dados de Dirichlet
v!(9)oa = v*(9)on- .

Lembremos que v/ = (,uj)l/%J (9) é uma solugdo da equagdo 1.2.43 e os
dados de Neumann na fronteira coincidem:

u' 1 “120m 4 1/2 dv'(g)
#18717—50”) o Y + ()" ———

U on
~ =(uo)t/2 7
_1 —-1/2 % 2 1/2 *(g) 37712
-0 =(p0)1/?

Portanto, A,, = A,, implica que u! = u? na fronteira de Q. Como por

hipotese p1 = p2 na fronteria, de uw/ = (u;)"/?v7(g) temos imediatamente
que v'(g) = v%(g) na fronteira. Como g é arbitrario, temos que Ay = Ape.
Pelo Teorema 7.5, segue que b' = b2, [ |

7.4 Resuldados de Estabilidade para problema de
EIT

Nesta segao provaremos o resultado de estabilidade enunciado no Teorema 7.2.
Para tal, primeiro consideraremos a diferenca M,, — M, = A, —A,,. Fa-
remos estimativas primeiramente com relacdo a Ay. Sejam u; para j = 1,2
respectivas solugbes de (A — b;)u; = 0, para o respectivo dado de Dirichlet
fj. Pela equacdo (2.3.22), com escolha de & — & = ik temos que

/ e~k (by — by)da
Q

/Qe_ikx(bl —b2)(&1 + &2 + §162)da

+ ‘ / (Ao, — Apy)[f1fo)da (7.4.4)
o0

< O/ (18w, = by H1Lf 11 7172 00 | f2ll 2172 00
SO/ N1 Asy = Awyll[u ]l 2 lluzll 12 ) -

Observagao 7.2. Notemos que a estimativa acima reflete o quanto o pro-
blema de EIT é mal-posto.

Definimos 6b = by — by. Da estimativa (7.4.4) obtemos uma estimativa
para 6b(k), uniforme em k, haja visto que o primeiro temo na estimativa
mencionada é a Transformada de Fourier de db. Escolhemos |I| = In(e=%/¢)
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para 0 < 6 < 1. Assim, e“l!l = ¢=?. Tomando & = min{1,||Ay, — Ap,||} em
combinagdo com a estimativa (7.4.4), temos que

16b(k)| < Clin(e)| " (7.4.5)

Como os parametros sdo assumidos serem limitados e com suporte compacto
contido em €, temos que db € L?(Q) (e assim também em H~*(R") para
5>0) e [|00];2() < E. Seja ko > 1. Assim,

||5b||Hfs(Rn):/k‘25|ﬁ7|2dk:/ k‘25|(%|2dk+/ k25|62 dk
R |k|<ko |k|>ko

< K3 (Clin(e)| TN + kg > E2.

Tomando kg = (E/C|in(e)|~1)% ("+25) (usando Parseval e a estimativa (7.4.4)
) obtemos que

[[b1 = boll gr—s (gny < CE™ ™29 |in(e) |2/ (n+29) (7.4.6)

Finalmente, vamos traduzir a estimativa (7.4.6) em termos de p. Primei-
ramente, notemos que

Vo (11 V((n2 = ) /m)"?) = (b = b2) (ap2)'/* em Q,
(42 = p1) /)" =0 ma Q2. (7.4.7)

Notemos que esta é uma equagao eliptica em ((ug — p1)/p1)"/? com termo
de fonte (by — bg)(,ulug)l/Q. Como 0 < ¢ < p1,pe < € < oo, temos das

estimativas de regularidade eliptica (veja [19]) que
e (1 = p2) Py < Cll(br = b2) |1 - (7.4.8)
Juntando as estimativas recentes e a defini¢do de ¢, temos que

1 = pall () < Cline)| ™, (7.4.9)

para 6 = 2/(2+ n). Usando a imersdo continua de H*(Q2) em H(Q) e
resultados de interpolagao (veja [19]), concluimos que a estimativa (7.4.9)
continua valida em HT(2) para algum n/2 < 7 < s. Para concluir, basta
utilizar a imerséo continua de L>°(Q) em H" () (veja [19]).

Observagao 7.3. Para finalizar, notamos que boa parte das estimativas
acima valem para p menos suave. Jd a restrigio na dimensao estd inti-
mamente relacionado com a imersao de continua de L*°(Q) em H™(Q).
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7.5 Exercicios

Boa parte dos exercicios deste Capitulo sdo fundamentais para completar os
argumentos nas demonstragoes feitas no texto. Assim, sugerimos ao leitor
que, durante a leitura do texto complete os detalhes das demonstragoes, os
quais sao isomorfos a resolugdo dos exercicios aqui propostos.

Exercicio 7.1. Assuma que § é uma regidgo simplesmente conexa. Prove
que, se um campo de vetores ﬁ satisfaz (1.2.42), entao existe uma fungdo u
tal que Vu = Ep

A fung¢ao u do exercicio é chamada de fun¢ao potencial.

Exercicio 7.2. Prove que V - (rotﬁ) = 0, para qualquer que seja o campo
vetorial ﬁ suficientemente diferencidvel.

Exercicio 7.3. Use o Teorema 1.2 para mostrar que o operador (DpN) como
em (1.2.45) estd bem definido, é linear e limitado.

Exercicio 7.4. Refaga os detalhes do sequinte argumento. Se u é uma solu-
¢ao da equagao (1.2.43), entao v dado por (7.1.2) é uma solugao da equagao
de Helmholtz (7.1.3).

Exercicio 7.5. Seja v' solucio de (7.1.3) e dados de Neumann g = %—“nl.
Defina w := v%(g) — vt. Mostre que w satisfaz

Aw + b2w = (bt = b?)vl,  em Q,

w=0, nadQ,
?3—7;;:0, na 0§} .

Exercicio 7.6. Estabeleca a imersao continua de L (Q) em H" (), em
termos da inclusao de Q € R™. Veja [19]. Comente por que os resultados da
Se¢do 7.4 nao sao verdadeiros caso a imersao acima nao seja verdadeira.
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Capitulo 8

Regularizacao para Problemas
Inversos: Teoria Linear

Passaremos a desenvolver as chamadas Estratégias ou Métodos de Regula-
rizagdo para Problemas Inversos. Sempre que procuramos solucionar um
Problema Inverso, temos que contornar empecilhos como instabilidade e mal-
condicionamento (mé-colocagao). Exemplos desta situagdo foram apreseta-
dos na Secao 1.1.2.

A maneira natural de solucionar um problema do tipo (1.0.2) (para dados
exatos ou para dados perturbados por ruido) é inverter o operador de medidas
M. Mas, como foi exemplificado e como acontece na prética, nos deparamos
muitas vezes (quase sempre) com operadores que nao possuem inversa. Ou, se
a inversa existe, esta ¢ mal-condicionada (no caso de problemas em dimenséo
finita ) ou ilimitada (no caso de dimens@o infinita). Assim, o axioma de
dependéncia continua dos dados falha, produzindo solugées inadequadas para
o problema.

Neste capitulo nos deteremos na teoria linear, em que assumiremos que
a aplicacdo M é linear. Por simplicidade, no que segue, denotaremos por
x = (u, f). Portanto, analisaremos a teoria de regularizagdo para operadores
Az = M(p, f) que sejam lineares em x. O estudo do método de regulariza-
¢ao para problemas nao lineares pode ser encontrado em [8, 15, 17, 44].

8.1 O Conceito de Regularizacao

Denominamos por estratégia de requlariza¢io o artificio matematico! de ob-
termos uma solugao aproximada, digamos :rg, de maneira estavel e que con-
virja (em topologias adequadas), quando o nivel de ruido converge para zero,
para a solucio x! do problema inverso considerado. Além disso, o pardmetro
a deve ser escolhido de maneira apropriada (seja la o que isso signifique). Em

!Né6s, matematicos, gostamos de denominar os truques, as estratégias e outros artificios
por métodos.

7
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termos gerais, uma estratégia ou método de reqularizagio consiste em apro-
ximar uma solugdo 2 de um problema mal posto (1.0.2) por uma familia (a
um pardmetro a) de problemas bem postos. Mais precisamente:

Definigao 8.1. Sejam A : X — Y um operador linear e limitado e o €
(0,4+00). Para todo a € (0,0), seja

R,:Y — X

um operador continuo (nao necessariamente linear). A familia {Ry,} € cha-
mada de uma regularizagao ou uma familia de operadores de regula-
rizacdo (para A') se, para todo g € D(AV), existir uma regra para escolha
do parametro a := a(6,¢°) tal que

fimsup (| Rog’ = Algl + o € lg =o'l < 3} =0 (8.1.1)
—

¢ satisfeita para o := (6, g°) =9y,

Observacao 8.1. Note que nao estamos requerendo que a famdilia de ope-
radores de regularizagcio {Ry} seja de operadores lineares. No caso em que
{Rq} € linear, entao dizemos que o método de regularizagao € linear.

Definigao 8.2. Uma estratégia de requlariza¢io (Rq, @) € dita convergente
se To := Rag converge para zt.

A arte de aplicar métodos de regularizagdo esté sempre relacionada com
0 compromisso entre precisdo e estabilidade. Ou seja, procuramos por apro-
ximagoes ng de zT, que dependam continuamente dos dados com ruido ¢°
(estabilidade) e que convirjam para zT, se o nivel de ruido § convergir para
zero. Aliado a isso tudo, o pardmetro de regularizacdo a deve ser escolhido
de forma adequada. Existem basicamente duas formas de escolha do para-
metro de regularizagdo. Estas formas de escolha para « ficardo mais claras
logo abaixo.

Queremos enfatizar que um método de regularizagao consiste:

a) de uma estratégia para aproximar o operador inverso A~! de maneira
a evitar o mal condicionamento

b) de uma regra para escolha de parametros de regularizagao, no sentido
que, se o parametro de regularizagdo é escolhido de acordo com essa
regra, entdo a solugdo regularizada converge (em alguma norma) para
a solucao do problema, quando o nivel de ruido tende para zero.

¢) do conceito de solugao que estamos considerando e da topologia em que
esse conceito de solugao esta imerso.
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8.2 Resultados de Convergéncia

Diante ao apresentado até entdo, surgem as seguintes questoes:
(i) Como construir uma familia de operadores de regularizagao?

(ii) Como obter uma escolha de parametros para que um tal método de
regularizagdo convirja?

(iii) E possivel obtermos alguma performance “6tima” nesse caminho?

Para responder as questdes (i) e (ii) acima, apresentaremos, logo abaixo,
alguns métodos de regularizagio, divididos em duas classes: continuos (por
exemplo o Método de Tikhonov) e iterativos (por exemplo o Método de
Landweber). Estes respondem, pelo menos em parte, as primeiras duas ques-
toes.

Para responder a (iii), ou seja, para assegurar que um método de re-
gularizagao aplicado ao problema inverso (1.0.2) converge a uma solugio e
para expressar essa convergéncia em termos de taxas, é necessario obtermos
algumas informacdes a-priori sobre a solucdo exata z' ou sobre g. Essas
informagoes a-priori sao formuladas em termos das condigdes de fonte (surce
conditions).

Como o proprio nome sugere, uma condigdo de fonte é algum tipo de
informagao a priori sobre a solugao do problema. Em geral, aparece na forma
de uma representacéo da solucdo z em termos da imagem do operador A*
(ou A), ou como poténcias da imagem do mesmo [7, 8, 22, 17, 29].

No nosso contexto, podemos dizer o seguinte:

Teorema 8.1. Seja A: X — Y linear e limitado.
i) Sex € Im(A*) e ||Az|| < T, entdo
||| < Cy72 . (8.2.2)
ii) Se x € Im(A*A) e ||Azx| < 7, entao
||| < Cars . (8.2.3)
Demonstragao: i) De z € Im(A*), segue que existe g € Y, com x = A*g e
1
llgll < C¢. Assim,

1
lz]]* = (2, 2) = (z, A*g) = (A, g) < || Azl |g|| < C7 7.

1
1) De & € Im(A*A), segue que existe z € X, coma = A*Az e ||z|| < C3.
Portanto,

|z = (2, A*Az) = (Aw, A2) < 7| Az|| = T((Az, Az))?
=7((z,2)? < 7(|llll)z. ™
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Uma interpretagao da condigao i) no Teorema acima é a de que a inversa
de Ajg, : K¢ — A(K() é continua em g, onde K¢ = {z : x = A%g,||g| <
C}. Note que a limitagdo em ii) é melhor pois estamos assumindo mais
condig¢oes na solugao x.

Exemplo 8.1 (Diferencia¢io nos dados). Considere o operador
A:L?0,1] — L?[0,1]

x— (Az)(t) = /0 z(s)ds = g(t), t € [0,1]. (8.2.4)

Suponha que tenhamos uma informagao a priori de que x € {v € AC[0,1] :
v(1) =0 e’ € L%0,1]} e que a norma da primeira derivada seja estimada
por:

H'Z'/H%Z[O,l] <C.
Claramente, o operador adjunto € dado por
A* :L2[0,1] — L?[0,1]

1
g— (A%9)(s) = f/ g(r)dr. (8.2.5)

Assim, se ||Azx| < T, entao

1 t 1
o220 = — / (1) / 2(s)dsdt = — / o (1) Az(t)dt
’ 0 0 0
< /||| As] < O

Existem basicamente duas formas de escolha do parametro de regulari-
zagdo: uma escolha a-priori, (¢ = a(d)) ou uma escolha a-posteriori (o =
a(d, g‘s), dependendo do método de regularizagao utilizado. Passaremos a
estudar cada um dos casos com um pouco mais de detalhes.

Uma pergunta que pode ser feita é: Existe uma escolha de parametros de
regularizacio o que dependa somente dos dados ¢ e ndo dependa do nivel
de ruido §7 A resposta é a seguinte:

Proposicao 8.1. Seja A : X — Y um operador linear limitado. Suponha
que eziste { Ry} uma regularizagao para At com uma escolha de parametros
a que dependa somente de ¢° mas nao dependa de 8, tal que o método de
regularizagio (Ra, ) seja convergente, para todo g € D(AT). Entdo Af, é
limitado.

Demonstragao: Seja a = a(d). Pela definigdo de método de regularizagao
convergente, temos que

timsup{[| oo’ = Algl : o’ €V g =o'l <3} =0. (8269
—
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e, portanto, B9 = Atg para todo g € D(AD). Logo, de (8.2.6), segue que
para qualquer sequéncia {g,} € D(A") que converge para g € D(AY),

ATgn = Ra(gn)gn — ATgv
e, assim, AT ¢ limitado no D(A"). Pelo Teorema 2.7, temos que D(AT) =Y. m

A Proposi¢do 8.1 nos ensina que uma escolha de parAmetros para um
método de regularizagao convergente para problemas mal postos deve, obri-
gatoriamente, levar em conta o nivel de ruido J.

8.2.1 Escolha a priori do Parametro de Regularizagao

Uma escolha do pardmetro de regularizacdo a-priori (o = a(9)) &, teorica-
mente, feita antes de qualquer calculo numérico na tentativa de resolver o
problema inverso. Desta forma, ndo depende do calculo atual, digamos o
residuo || Az — ¢°||.

Por enquanto, para o caso de A ser um operador linear, temos:

Proposicao 8.2. Para todo a > 0, suponha que Ry um operador continuo.
Entio a familia R, é uma reqularizacio para At se

R, — A" pontualmente no D(AY) quando oo — 0. (8.2.7)

Neste caso, existe, para cada g € D(AT), uma escolha a priori para « tal que
To = Rag convirja para uma solugdo de Ax = g.

Demonstragio: Fixe g € D(A") qualquer. Pela hipotese, existe um fungio
mondtona v : RT — RY com lim._,o(g) = 0 tal que, para todo ¢ > 0,
€
IRy o9 — Algll < 5
Da continuidade de R,(,), para cada £ > 0 existe um p(e) tal que

€

HZ - gH < p(g) = ”R'y(s)z - R’y(s)gH < 5 .
Sem perda de generalidade, podemos assumir que a func¢do p(e) é estrita-
mente monoétona, continua e lim. g p(¢) = 0. Portanto, a inversa p~! existe
na imagem de p, é estritamente monotona, continua e satisfaz lims_,o p~1(8) =
0.

Defina o := v(p~1()). Note que o é monétona e satisfaz lims_,o a(8) = 0.
Como ||g — ¢°|| < d, uma simples desigualdade triangular mostra que

| Ragsyg’ — Algll < .

Isso demonstra a nossa afirmagao. [ |
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Quando estamos resolvendo um problema inverso, temos que ter sempre
em mente o quanto queremos, de fato, aproximar a solucdo do problema
inverso. Vamos ser mais especificos.

Suponha que Im(A) nao é fechada, assim, A é nao limitada (pelo Teo-
rema 2.7). Seja {Ra((g)} uma estratégia linear de regularizagao para o pro-
blema Az = ¢°. Seja ¢° € Y satisfazendo ||g — ¢°|| < §, entdo

IRas)9° — Algll < |20y — Algll + |1 Ra5)9” — Tas)|l
= |za@) — Algll + [ Ra5)9° — Ra(s)9ll (8.2.8)
< ||zags) — ATgll + 6l Ras)ll -

Notamos que, na estimativa (8.2.8) temos dois efeitos competindo. O pri-
meiro termo ¢é o efeito da regularizagio: quanto menor for «(d), melhor é a so-
lugdo aproximada z,(s) para z. O segundo termo ¢é o efeito da ma-colocacio
do problema inverso: quando a(d) — 0, ||Rys)ll — oo (pelo Exercicio 8.3).
Faga uma comparagao entre a estimativa (8.2.8) e a estimativa (1.1.9). Qual
o papel de h em (1.1.9)7

O caso em que temos igualdade na equagao (8.2.8) é, sem sombra de
duavidas, o pior caso. Mas, temos que trabalhar com a hipotese de que o
pior caso aconteca. Assim, a importancia de escolher o de forma apropriada
(e positivo) fica evidente, mesmo que tenhamos que abrir mao de aproximar,
o tanto quanto queriamos, o problema original.

Algumas técnicas de escolha a priori para o pardmentro o sdo bem co-
nhecidas e amplamente usadas. Uma delas é a chamada de curva L. Nao
entraremos em detalhes aqui. Para interessados sugerimos [8, 17].

Assim, para obtermos uma estratégia 6tima de solu¢do para problemas
inversos com uma escolha a priori do parametro de regularizagao, temos que
ser capazes de escolher valores apropriados para « de forma a balancearmos
a equagdo (8.2.8). Uma maneira de construir uma familia de regulariza-
¢ao adequadamente sera apresentada logo mais na Se¢do 8.3 em termos dos
valores espectrais. Essa técnica estd baseada na construgao das chamadas
fungaes filtro |7, 8, 29] ou nas fungdes de truncamento. Nos Capitulos 9 e 10
apresentaremos outras formas de escolher o pardmetro de regularizagao.

Da estimativa (8.2.8), segue que:

Proposicao 8.3. Seja {R.} uma estrdtégia linear de reqularizagdo. Para
cada g € D(AT), seja a uma escolha a priori para o pardmetro de requlari-
zagdo. Entao, (Rq,a) € uma estratégia de regulariza¢io convergente se e sé
se

Ii = li =0.
ima(d) =0 e lim ][Ry =0

a—0
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8.2.2 Escolha a posteriori do Parametro de Regularizagao

Uma escolha a posteriori do parametro de regularizacao é feita via uma
comparagao entre o residuo (ou a discrepancia), i.e.,

|Azd, — g°|| < 74, (8.2.9)
e o nivel de ruido §. Esta escolha é chamada de Principio da Discrepdncia.

Observagao 8.2. Uma motivagdo heuristica para tal escolha é a sequinte:
Queremos resolver Ax = g, mas s6 conhecemos g° com ||g —¢°|| < 6. Assim,
pedir que, para uma solugdo aproximada xi, com HAZKi - g‘5|| < d, nao faz
sentido. Ou seja, o melhor que podemos esperar é que tenhamos um residuo
da ordem de 9.

Voltando a analisar a equagao (8.2.8), vemos que quanto menor o pa-
rametro de regularizagdo, pior é a estabilidade. Assim, devemos escolher «
a posteriori o maior possivel tal que a discrepdncia (8.2.9) seja satisfeita.
Notamos que, se § = 0, entdo o principio da discrepancia nunca é atingido.
Neste caso, tomamos « := a(g,d = 0) = +oo. Disto segue o Teorema:

Teorema 8.2. Um método de regularizacio (Ra,a), onde o = (8,¢°) ¢
escolhido de acordo com o principio da discrepincia (8.2.9), € convergente
Vg € Im(A).

Demonstragao: Veja [17, Teorema 4.17). ]

8.3 Regularizagao por Truncamento

Nesta se¢ao construiremos o primeiro método de regularizagao especifico
destas notas. Nos deteremos aos detalhes do caso particular em que o ope-
rador A é linear e compacto. Para o caso em que A é um operador linear
limitado qualquer, os resultados sdo muito bem apresentados em [17].

Vamos direto ao problema a ser considerado.

Seja A um operador linear e compacto com um sistema singular (o, €, fr).
Considere o problema de encontrar x na equagao

Az = ¢°.

Como ¢° pode ndo pertencer a I m(A), temos que nos contentar em en-

contrar uma melhor aproximacio zf = Afg® da solugdo exata z. Ou, equi-
valentemente, encontrar entre as solu¢oes das equagoes normais

A*Ax = A*¢°,

a solucio z! que tem a menor norma.
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Do Teorema de Picard 1.1, temos que uma possibilidade de solugao seria
o0

2 = Zo{z(A*gg, ej)e; . (8.3.10)

j=1

Vimos na Observagao 1.2 que usar a equagao (8.3.10) ndo é uma boa
alternativa para calcular uma aproximacéo para a solucdo z! do problema
inverso acima, uma vez que A*A também é compacto e, assim, o; — co.

Para a € (0,a9) e A € [0, ||A||?], defina a fungdo (continua a direita)

se A>«
se A< a.

R ={§

Portanto, pelo Teorema da Aplicagdo Espectral,

20 = fo(A*A)A* g = Z 2(A* g ej)e Z o5 ¢°, Aeje;
a]?zzla "7:21f¥
= % 0ifi)e Z Yl fives (8.3.11)
J: J:

Z

A definigao de 22, como na equagio (8.3.11) pode ser vista como uma versio
truncada da expansdo em valores singulares (2.5.30).

Definicao 8.3. O método dado pela equagio (8.3.11)¢é chamado de expan-
sao truncada em valores singulares.

Observagao 8.3. Calcularm porm ALg € um método de projecdo sobre
0s auto-espacos de A*A. Amda, o nivel de truncamento o, que decide quando
0s wvalores singulares sio trocados por 0, age como uma escolha a priori do
pardmetro de reqularizagdo.

Teorema 8.3. O método de expansao truncada em valores singulares € um
método de regularizagao.

Demonstragao: Note que A, satisfaz a Proposigao 8.2. [ ]

8.4 Exercicios

Exercicio 8.1. Prove que o adjunto do operador A definido pela equagdo
(8.2.4) € o operador dado pela equagio (8.2.5).

Exercicio 8.2. Suponha A um operador linear limitado com Im(A) fechada.
Construa um operador de requlariza¢ao para o problema inverso Ax = g.
Que regra foi usada na construgao do pardmetro de regulariza¢io? (Sujestao:
Usar o Teorema 2.7)
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Observagao 8.4. O exercicio acima mostra que, no caso em que o operador
A possui imagem fechada, a pseudo-inversa é uma possivel regulariza¢do
para o problema inverso.

Exercicio 8.3. Mostre que se uma familia de operadores lineares converge
uniformemente para um operador linear, entao este limite é continuo. Use
isto para justificar porqué nao podemos requerer a convergéncia uniforme na

Proposigao 8.2. Ainda, mostre que, no caso em que Im(A) nao é fechada,
a—0

entdo ||Ry| — +00.
Exercicio 8.4. Mostre que x° dado em (8.3.11) pode ser calculado como
xi = ALg‘S, onde A, € um operador com imagem de dimensao finita definido

por
o0

Agz = Z 0w, e5) f;.

=1
o2>a
3>

Exercicio 8.5. Preencha os detalhes da demonstragao do Teorema 8.3.
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Capitulo 9

Regularizacao de Tikhonov:
Teoria Linear

Com a mesma filosofia da teoria geral de regularizacdo para problemas in-
versos, a regularizacao de Tikhonov é um compromisso entre precisao e
estabilidade. O objetivo deste capitulo é estabelecermos tal compromisso.
Nestas notas, trataremos exclusivamente do caso em que o operador A é li-
near. O estudo do método de regularizagao de Tikhonov para problemas nao
lineares pode ser encontrado em [8, 15, 17, 44].

9.1 Convérgencia

Nesta segao, consideraremos o caso em que o operador A é linear e limitado.
Com essa hipotese, estamos interessados em encontrar, de forma estavel, uma
aproximagao para a solu¢ao do problema inverso

Ax:g‘s,

para medidas conhecidas do erro ||g — g%/ < 6.
Assim, como estudamos no Capitulo 8, uma solucdo regularizada requer
uma estratégia mais adequada que tentar resolver as equagdes normais

A* Az = A*g°. (9.1.1)

Ou, de forma equivalente, encontrar um minimo para o problema variacional
de minimos quadrados
1
_ 812
J(x) = SllAz — g°[7.
2
Lembrando, tudo o que queremos ¢é "inverter"o operador A de maneira
estavel. Mais que isso, ndo queremos errar muito ao fazer essa inversao, isto é,
queremos manter o residuo ||Az — g‘sH controlado. Veja a estimativa (8.2.8).
Entao, formalmente, gostariamos de inverter de forma estavel o operador

87
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A*A. Pelo Teorema da Aplicacdo Espectral 2.12, isto equivale a calcular
g(A*A), onde g(\) = %, A # 0. Portanto, uma solugdo aproximada para a
equacao (9.1.1) é dada por 20 = g(A*A)A*g°.

Como o espectro de A*A pode estar muito proximo de zero e até mesmo
conter o zero, uma estratégia de calcular 29, como 20 = g(A*A)A*g® nao é
possivel, ou, se é possivel, é muito instéavel.

Qual é a estratégia para obter uma solugdo aproximada de (1.0.2) de
maneira estavel? Afastar o espectro de A*A de zero.

Seja 0 < a € [0, ap], defina

Pa(N) =g\ +a)= (9.1.2)

M +a

A fungdo ¢, (-) ¢é dita ser a fungao filtro para o método de regularizagio de
Tikhonov.
Do Teorema da Aplicagao Espectral, temos que

Va(A*A) = (A*A+al)™t. (9.1.3)
Segue do Exercicio 9.8 que a escolha de as5 da forma
) = (A*A+al)tA%g° (9.1.4)
é uma solugao regularizada, definida via a equagio linear
(A*A+ alzd = A*g°. (9.1.5)

Esta tltima equagao pode ser pensada como uma regularizagao para as equa-

¢oes normais (9.1.1). Este método é chamado de Regularizagao de Tikho-
1

nov-.

Exercicio 9.1. Seja A um operador linear e compacto entre espagos de Hil-
bert com um sistema singular dado por (oj,e;, fj). Mostre que a solu¢do
reqularizada ) na equagdo (9.1.4) tem a forma

o0
_ 5 1ad Ve
_202+a<g fi)e; - (9.1.6)
j=1"J

Use 0 mesmo raciocinio para mostrar que x° = g(A*A)A*g‘S satisfaz

(o]

=3 Lgh, fve; (9.1.7)

ag
j=1 "7

Observagao 9.1. Fazendo uma comparagio entre (9.1.7) e (9.1.6), vemos

claramente o resultado de estabilidade da equacdo (9.1.6): o erro em (g°, f;)

€ propagado com um fator de Ufﬁ, o qual € sempre limitado quando j — oco.
J

Em (9.1.7), o fator de propagagao é J%

Muitas vezes é chamado de Regularizacdo de Tikhonov-Phillips.
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Como nem sempre estamos trabalhando com operadores compactos e,
mesmo se esse for o caso, a determinagao de um sistema singular de um ope-
rador é uma tarefa muito custosa do ponto de vista numérico e, teoricamente
complicada do ponto de vista matemaético. Seria ideal termos uma outra
forma de determinar uma solugio pela regularizagdo de Tikhonov. Isto é
dado pelo teorema abaixo que trata de uma versao variacional da regulari-
zagao de Tikhonov:

)

Teorema 9.1. Seja % como na equacdo (9.1.4). Entio x5 é o tinico mini-

mizador do funcional de Tikhonov
Jo(z) == ||Az — ¢° || + of|z||%. (9.1.8)

Demonstragao: Para o > 0, o funcional .J, € estritamente convexo e coer-
civo. Assim, J, possui um tnico minimizador que deve satisfazer a condi¢ao
necesséria (e neste caso também suficiente) de primeira ordem

Jl(z).h =0 paratodo he€X. (9.1.9)
Disto, segue que

0=J (2).h =2(Azx — ¢°, Ah) + 2a(x, h)
= 2(A* Az — A*g° + alz, h), (9.1.10)

para todo h € H;. Portanto, (9.1.10) é equivalente a (9.1.4). [

Observagao 9.2. Note que, qualquer minimizador do funcional de Tikhonov
(9.1.8) pertence a N'(A)*. Com efeito, pois, caso contrdrio, poderiamos fazer
a sequnda parte do funcional crescer, mantendo a primeira parte constante.

O parametro « no funcional (9.1.8) é o parametro de regularizagio. Mi-
nimizagao em (9.1.8) é um compromisso entre minimizar a norma do residuo
| Az — ¢°|| e tomar o tamanho do termo de penalizagio |z|| pequeno e,
assim, forgar a estabilidade. A escolha apropriada do parametro « é ainda
um problema e deve ser feita a priori. Como « é o pardmetro que estabelece
este compromisso, muitos autores sugerem sua escolha através da chamada
curva L. Um boa referéncia para a construgéo da curva L é [8].

Observagao 9.3. Notemos que a defini¢io de ;zr‘sa como em (9.1.4) sd tem
sentido para operadores lineares. Mas, o problema de minimizagao (9.1.8)
pode ser formulado para operadores nao-lineares [8, 15, 17, 44].

9.2 Semi-Convergéncia

A definigao da solugao regularizada, pela minimizagao do funcional de Tikho-
nov (9.1.8), nos da diretamente resultados de convergéncia e estabilidade,
comor
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Teorema 9.2. Seja 29 definida por (9.1.4), g € Im(A) com |lg — ¢°|| < 4.
Se a = () € tal que

. .8
lima(d) =0 e }%@ =0, (9.2.11)
entao
. 5
lim 27, ) = Alg. (9.2.12)
o

Demonstragao: Seja d,, — 0 qualquer. Definimos oy, := a(dn) e o, 1= 3.
Seja J,, o funcional de Tikhonov (9.1.8) com a = a, e x,, seu correspondente
minimizante (que existe e é tinico, pelo Teorema 9.1). Seja 2 := Afg. Entao,
por defini¢do de x,, temos

nl|zall? < Ju(an) < Ju(ah) = (|42 — g™ |7 + anl2T|?
O

e, assim,
52
lnll? < =2 + 2T (9.2.13)
Qp,

Portanto, por hipotese, {z,} ¢ uniformemente limitada. Pelo Teorema de
Banach-Alaoglu [29], {x,,} possui uma subsequéncia que converge fraco? para
z € H. Como A é linear e limitado,

Az, — Az. (9.2.14)

Novamente, a definicao de x,, implica que

k
| Az, — génk H2 < Iy (@) < 572% + O‘nlc||5’7Jr||2 =30.
Segue de (9.2.14) que
Az=yg. (9.2.15)

Da Observacio 9.2, temos que z,, € N(A)* e, assim, z € N(A)L (Prove).
Pelo Teorema 2.6 e sua demonstracio, obtemos z = zf. Assim, T, — zt.
Aplicando o mesmo argumento para todas as subsequéncias, obtemos que

x, =t (9.2.16)

Afirmacao: z, — «f.

Assuma que exista ¢ > 0 tal que |z, | < ||zf|| — e. Entdo, o mesmo ar-
gumento de extragio de subsequéncias acima implica que ||z|| < |lzf| — &,
contradizendo (9.2.16). Logo,

lim inf [|z,,|| > ||l=7]|. (9.2.17)

2Uma sequéncia em um espacgo de Hilbert ¢ fracamente convergente para z € H se
para todo h € H temos (xn,h) — (2, h). Notagdo: z, — z.
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De (9.2.13), temos
lim inf [|z,,|| < ||lz7]|. (9.2.18)

Juntando as tltimas trés estimativas, temos que x, — . [ |

9.2.1 Taxas de convergéncia

Segue da defini¢do de solugao regularizada pelo método de Tikhonov que
1)
|25 —2¥| < sup [Apa(Vllg —¢°ll < —=- (9.2.19)
“ xes(a) Va

Assim, se a ~ § , obtemos a seguinte ordem de convergéncia

|zt — 28| = O(V56). (9.2.20)

9.3 Regularizacao de Tikhonov e a Inversa Genera-
lizada

De acordo com a defini¢io variacional, Afg é o vetor € X de menor norma

que minimiza o funcional ||Az — g||. Por outro lado, a ideia da regularizagio

de Tikhonov é minimizar ambos: o funcional, ||Az — g||, e a norma, |||,

através da minimizagdo do funcional de Tikhonov (9.1.8).
Pelo Teorema 9.1, a tnica solucdo x, satisfaz

To = (A*A+al) tA%g.
Segue, do Teorema 9.2, que
lim z, = Afg.
a—0
Com esse resultados obtemos:

Corolario 9.1. Seja A um operador linear e limitado satisfazendo a hipdtese
2.1. Entao,

AT = lim (A*A + o)1 A",
a—0
uniformemente no espaco L(Y, X) dos operadores lineares limitados .

Para obtermos um limitante para o erro com este método, considere A €
Y(A*A). Entao temos que
@ e
|Apa(A) — 1]

= < .
Ata” A2+«

Assim, segue que

Af|3
I(A"A+al) A" - A < 5 allAT| (9.3.21)

+ ol AT|?

Exercicio 9.2. Preencha os detalhes na demonstragao da estimativa (9.3.21).
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9.4 Regularizagao de Tikhonov para Tomografia
Computadorizada

Como vimos antes, o método de regularizacao de Tikhonov produz solugoes
estaveis e convergentes para a solucdo do problema Az = ¢°, como funcéo
do nivel de ruido nos dados.

Nesta segao, adaptaremos a teoria desenvolvida anteriormente para o
problema da TC. Para tal, assumiremos que os dados pf sao obtidos por
medidas, tal que, p; = R;f na norma de L?(f2), para um conjunto de raios-
X com j=1,---,N. De acordo com a Subse¢ao 1.2.1, temos que

onde (-, -) representa o produto interno em L?(Q) e A(:, j) representa a coluna
j da matriz A, dada na Subse¢ao 1.2.1.

Lema 9.1. Definindo, R : L*(2) — RN por
R= Ry, Rn)", (9.4.22)

temos que o operador adjunto R* : RN — L2(QY) ¢ dado por

N
Rr=> AGj)r). (9.4.23)
j=1
Demonstragao: Fica como exercicio para o leitor. [ |

Como R € linear, o funcional de Tikhonov (9.1.8) consiste em minimizar
I(f) = IRf =PI +allFII*

Pelo Teorema 9.1, a tnica solugdo regularizada para TC, dada pelo mé-
todo de regularizagao de Tikhonov, é

Yo =R'r (S+al)r=7p°, (9.4.24)

onde S = RR* = (A(:, k), A(:,j)) para k,j=1,--- | N.

9.5 Exercicios

Exercicio 9.3. Dé um exemplo de um operador linear que possui espectro
nao-vazio e que ndo possui autovalores. Isso pode acontecer no caso em que
A € uma matriz, isto €, em dimensao finita?

Exercicio 9.4. Seja A um operador linear limitado entre espagos de Hilbert.
Mostre que o espectro de A*A € real e positivo.
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Exercicio 9.5. Dé um exemplo de um operador linear limitado A tal que
0 seja um elemento do espectro de A. Existe operadores auto-adjuntos tais
que 0 seja um autovalor? Se afirmativo, dé exemplos. Sugestao: procure
exemplos nos espagos de sequéncias.

Exercicio 9.6. Mostre que se A\ é um autovalor de A, entdo A2 € um au-
tovalor de A*A. Seja A seja uma matriz inversivel. Mostre que 1/\ é um
autovalor de A™1.

Exercicio 9.7. Suponha que A* A seja inversivel. Considere 2t = g(A*A)A*g
e 20 = g(A*A)A*g°. Use o exercicio acima para mostrar que

l" =21 < (g(A*A))*(1A"1Pllg — o°)1> -

O que acontece com ||zt — 29| como wma funcio dos autovalores de A*A,
para dados com ruido, satisfazendo ||g — g°|| < 8.

Exercicio 9.8. Seja A um operador linear e limitado entre espagos de Hil-
bert. Mostre que, para todo 0 < a € R, o operador A*A 4+ al é linear,
limitado, injetivo e sobrejetivo e, assim, (A*A 4 oI)™! existe ¢ ¢ limitada.
Sugestio: Use o Teorema do Grifico Fechado, [30], para mostrar a limitagao
da inversa.

Exercicio 9.9. Um funcional J : H — R € dito ser coercivo selim|g| o0 J(7) =
+00. Mostre que, se J é convexo e coercivo, entdo, este atinge um minimo.
Ainda, se J € estritamente convexo e coercivo, mostre que o minimo € unico.

Exercicio 9.10. Mostre que dado um funcional J como no exercicio acima,
entdo a condi¢ao de otimalidade de primeira ordem é mecessdria e também
suficiente para x ser um minimizante de J.

Exercicio 9.11. Verifiqgue a desigualdade em(9.2.19) no caso em que A é
compacto e com um sistema singular dado por (0}, e;, f;).

Exercicio 9.12. Demonstre o Coroldrio 9.1. Sugestao: Use o que vocé sabe
da fung@o po(z) = (e + )71, a >0, ¢ 0o Teorema da Aplica¢do Espectral.

Exercicio 9.13. Mostre que S = RR* = (A(:,k),A(:,j)) para k,j =
1,--+,N.

Exercicio 9.14. Use o método de regularizagao de Tikhonov para encontrar
uma solu¢do aprozimada para o problema do Exercicio 1.2. Como deve ser
escolhido o messe caso?
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Capitulo 10

Regularizacao por Métodos
Iterativos: Teoria Linear

Como vimos no Capitulo 8, solucionar o problema inverso (1.0.2) de forma
estavel, isto ¢, de forma que condiza com a realidade dos dados obtidos,
implica em encontrar uma forma de aproximar o operador inverso por uma
familia de operadores continuos. Ou seja, necessitamos de um método de
regularizagao.

Uma alternativa para regularizacdo de operadores sdao os métodos ite-
rativos de regularizagdo. A vantagem de tais métodos é que eles possuem
propriedades regularizantes [27, 29, 8, 17].

Gauss demonstrou que a melhor maneira de determinar um parametro
desconhecido de uma equagdo do tipo (1.0.2), é minimizando a soma dos
quadrados dos residuos?, isto ¢é,

1 2
min —||A(x) — . 10.0.1
min S14@) gl (10.01)
Assumindo algumas propriedades do operador A, podemos provar que o
minimizador de (10.0.1), caso exista, deve satisfazer a condigao necesséaria de

primeira ordem
Al(z)*A(z) = A'(2)*g. (10.0.2)

Uma possibilidade para encontrar uma solugao de (10.0.2) é interpreta-la
como uma iteragdo de ponto fixo

Tpr = P(zy), (10.0.3)

para o operador
&(z) =z + A (2)* (g — A(z)). (10.0.4)
Em muitos exemplos praticos (e até mesmo tedricos) é quase impossi-
vel verificar analiticamente quando o operador @ é contrativo ou nao. No
contexto de problemas néao-lineares, esta dificuldade é ainda maior, [27, 17].

1Tal método é conhecido hoje em dia como método de Minimos Quadrados.
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Muitos métodos iterativos para resolver (1.0.2) sdo baseados na solucdo
da equagao normal (10.0.2), via sucessivas iteragoés, partindo de um chute
inicial xg. Observamos que tal chute, em particular para problemas néo-
lineares, costuma conter informacoes a priori sobre a solu¢ido do problema.

Nesse capitulo, nos dedicaremos a alguns métodos do tipo gradiente, mais
especificamente, ao método de Landweber, ao método de descida maxima e
algumas estratégias do tipo Kaczmarz (ART e Landweber Kaczmarz).

Neste manuscrito, nos deteremos ao estudo de métodos iterativos, consi-
derando o caso em que o operador A é linear. O caso em que A é nao linear
possui tratamento detalhado em [15, 17, 27].

10.1 Meétodo de Landweber

Nessa se¢@o, assumiremos que o operador A na equagao (1.0.2) é linear e
limitado. Com essa hipotese, uma maneira de resolvermos (10.0.2) é consi-
derarmos a iteragao

Tpt1 = 2 + YA (g — Azg), k=0,1,2,... (10.1.5)

em que ||A]|72 > v > 0 é um parametro de relaxagdo, de forma que a itera-
¢ao tenha a propriedade de descida. Esse foi o ponto de partida de Landwe-
ber [31], em 1951, ao estudar equagdes integrais de primeira espécie, quando
propo6s o método que hoje leva o nome de Método de Regularizagao de
Landweber.

No caso de dados com ruido ¢°, denotando as itera¢des por xi, chegamos
a iteragdo de Landweber

By = 1) + A (¢" — Axp). (10.1.6)

Observagao 10.1. Note que a equagao (10.1.6) é equivalente a pré-multiplicar
a equacio Az = ¢° por ’yz e, entdo, iterar como em (10.1.5). Dada a limi-

tagdo de 7y, sem perda de generalidade, podemos supor que ||A| <1 e iterar
como em (10.1.6).

Nesta se¢ao, a menos que fagamos mengao em contrario, admitiremos que
Al < 1.

Abaixo, apresentaremos resultados de convergéncia da iteracao de Landwe-
ber (10.1.6). As técnicas utilizadas na demonstragao de convergéncia sao re-
lativamente simples e bem conhecidas de métodos iterativos para problemas
diretos. Observamos ainda que obtemos a mesma iteragao (10.1.6) partindo
de um chute inicial o = 0.

10.1.1 Convergéncia

Nesta subsegdo, provaremos que a sequéncia {zy} de iterados pelo método
de Landeweber converge para uma solugao aproximada do problema (1.0.2).
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Para tal, temos que definir o que entendemos por uma solucao aproximada.
Denotaremos por z! := Afg, como a solucdo de minimos quadrados com
norma minima para o problema (1.0.2). Aqui At denota a pseudo-inversa de
A, definida no Capitulo 8.

Comegaremos dando condigdo necessarias e suficientes para a iteragao
(10.1.5) convergir.

Teorema 10.1. Se g € D(AT), entao a sequéncia xy, gerada pela iteracao de
Landweber (10.1.5) converge para xt = Atg quando k — oco. Se g ¢ D(AY),
entao |zk|| — oo quando k — co.

Demonstragao: De forma recursiva, podemos escrever xj em (10.1.5) como

k—1
zp=y (I—A"AYA"g. (10.1.7)
j=0

Como g € D(A"), entao A*g = A*Az’. Assim,

k—1
ol —ap=al - ATAY (1 - A" Ayt = (I - A" Azt (10.1.8)
=0

Definimos 74(\) = (1 — A\)*. Como, por hipotese ||A|| < 1, segue que o
espectro de A*A é um subconjnto de (0, 1]. Notemos que, para A € L(A4*A) C
(0, 1], r&(\) converge para zero uniformemente quando k — co. Pelo Teorema
da Aplicagao Espectral [30, 45, 36],

ot —zp = rp(A*A)zt (10.1.9)
Logo, zy ki))O zf. ]

O Teorema 10.1 nos ensina que {xy}, gerada pela iteragao de Landweber,
converge para uma solu¢ao de minios quadrados da equagao (1.0.2) quando
g € D(A). Como, em geral, dados perturbados ¢° sio tal que ¢° ¢ D(A"),
entdo, ainda do Teorema 10.1, sabemos que a sequéncia Jjg diverge. A per-
gunta é: Qual é o fator de propagagao destes erros?

Lema 10.1. Sejam g,g° com ||g—g°|| <3 e xy, e xd obtidos pelas respectivas
iteragées de Landweber (10.1.5) e (10.1.6). Entdo,

lzp — 22| < VES, k>0. (10.1.10)

Demonstragao: Pela linearidade de A, temos que

k-1
xy —ad ZI A AY A* (g — ¢°).
7=0
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Como [|A|| <1, segue que (I — A*A) é um operador semi-definido positivo
com || — A*A|| < 1. Assim,

N
—

g 300~ amayi(r — (1 — 4=y

k—1
H S (1 - AT Ay A
§=0

> .
Il
= O

<|| S <x
=0

.

e o Lema segue. n

Note que, na presenca de erro nos dados temos
[ATg — 2|l < [|ATg — @yl + [l — 2} - (10.1.11)

Esta é a estimativa fundamental para a iteracdo de Landweber.

A estimativa (10.1.11) nos mostra que o erro total possui duas compo-
nentes, um erro de aprorimag¢do que diminui lentamente e um erro nos dados
que cresce na ordem de no méximo v/kd. Isso nos leva a seguinte conclusao:
Para valores de k pequenos, o erro nos dados é despresivel e a iteracao parece
convergir para a solucio exata Afg. Quando V&6 atinge a magnitude da or-
dem do erro de aproximacao, o erro propagado nos dados torna-se grande e
a aproximacao tende a piorar. Veja Figura 1.1. Assim, segue que a propri-
edade de regularizagdo por métodos iterativos, para problemas mal postos,
depende fortemente de um critério de parada que detecte a transigdo entre
convergéncia e divergéncia do método. O indice da iteragao faz o papel do
parametro de regularizagdo. Ja, o critério de parada faz o papel da regra de
escolha do parametro. Consequentemente, um critério de parada apropriado
deve levar em conta a informacao adicional do nivel de ruidos 9.

Lema 10.2. A norma do residuo g‘Sfoi € sempre mondtona nao-crescente
durante a iteragao.

Demonstragao: De fato, pela definigao da iteracao de Landweber
9" — Az = ¢’ — A(xj_, + A*(¢" — A} )
= (I - A" A)(g" — Ax_y).

Como ||[I — A*Al| <1, o Lema segue. ]

Por outro lado, se ¢° ¢ D(A), pelo Teorema 10.1, a iteraco xi diverge
para infinito. Portanto, um residuo pequeno nao implica que a aproximagao
para solugdo é melhor. Veja a estimativa (10.1.11).

Uma alternativa para a escolha do critério de parada é o principio da
discrepancia: a iteracio é parada no indice k, = k(4,¢°) quando, pela
primeira vez,

lg® — Azl <70, 7> 2 fixo. (10.1.12)
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O proximo Teorema garante que, enquanto a discrepancia (10.1.12) nao
é atingida, a aproximagao para a solu¢ao nao piora.

Teorema 10.2. [Monotom'a] Sejam g € D(A), =t a solugio de norma mi-
nima de (1.0.2) e ¢° satisfazendo ||g — ¢°|| < 8. Se (10.1.12) € satisfeita,
entao

|2y — at| < flag — 2T (10.1.13)
Demonstragao: Fazendo
ik

5 5 5 5 5 5 5
gy — 2 ? = |laf — 21 = 2(2) — ¥, 2f ) — ) + |2y, — 2})12

=2(z) — 2l A*(¢° — Ax})) + (A*(¢° — Ax)), A*(¢° — Ax}))
=2(Ax) £ ¢° — g.¢° — Ax}) + (¢° — Az}, AA*(¢° — Aa)))
=2(g° — g,9° — Ax}) — || Az — ¢°||

—(¢° — Az, (I — AA")(¢° — Ax))).

Como I — A*A é semi-definido positivo, segue que
5 s 56 5 s 6
2941 = f|® = [l2g — 2> < | Azg — &°[|(2]lg — o°ll — 1A=}, — ¢°]) -
Como ¢° satisfaz (1.0.3) e k < k., a afirmativa segue. ]

Como comentado anteriormente, no caso de dados corrompidos por ruido,
a iteragdo de Landweber deve ser parada apdés uma quantidade finita de
passos. O proximo Teorema mostra que o principio da discrepéancia implica
nessa importante propriedade para a iteracao de Landweber.

Teorema 10.3. Seja 7 > 1 em (10.1.12). Entdo, o principio de discrepdncia
determina um indice de parada k. = ki(9, g5), € finito para a iteragdo de
Landweber, com k(8,g%) = O(52).

Demonstragio: Seja {z{} dada por (10.1.5). Sabemos que
512 S o2 52
" = g |? = ll2" = af i |? = g — A2l
Somando sobre £k = 1 até j e levando em conta a monotonia dos residuos
dado pelo Lema 10.2, temos
J
2" = af)* = ot — 2017 > D llg — Ax}* > kllg — Az}))*.
k=1

Indutivamente, podemos escrever g — A.T?- = (I — AA*) (g — Axyp), segue que

(1 = AA*Y (g = Awo)|| = g — Axf|l < k™2 |12t — S|
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Assim,

lg° — Ad|| = ||(I — AA*) (¢° — Azo)|| < ||(I — AA*Y (¢° — g)|

+[I(1 — AAY (g — Azg)|| < k72 o — 2.

.. . zt— 2
Consequentemente, o lado direito é menor que 76, se k > % Logo,

k(3,9°) < ¢672, onde ¢ s6 depende de 7. [

Para obtermos taxas ¢ preciso fazermos hipoteses sobre a solucio z!. Tais
hipoteses sdo conhecidas como condigoes de fonte. Condicoes de fonte mais
comuns na literatura impdem que z! pertenca a imagem do operador A* ou
pertenca a imagem de poténcias do operador A*A. Por exemplo, considere
a condicao de fonte

ol e Im((A*A)%), G eRf. (10.1.14)

Esta condicdo impdem que a solucdo z! pertenca a imagem do operador

(A* A

Exercicio 10.1. Mostre que o operador (A*A)% estd bem definido. O domi-

nio e tmagem de (A*A)% sao subconjuntos de que espacos vetoriais? Inter-
prete geometricamente a condi¢io de fonte (10.1.14).

Teorema 10.4. Suponha a condi¢ao de fonte (10.1.14) satisfeita para 6 =
1/2. Se g € Im(A) e o principio de discrepancia (10.1.12) é vdlido, entdo, a
iteragio de Landweber possui ordem de convergéncia k(J,g%) = O(6~1).

Demonstragao: Veja [17, Teorema 6.5]. |

10.2 Meétodo de Maxima Descida e a Inversa Genera-
lizada

Agora, vamos nos ater no método conhecido como Maxima Descida ou
Steepest Descent proposto por Cauchy por volta de 1847, para resolver
sistemas de equagoes ndo-lineares. Com a ideia de representar a solucao de
um sistema de equagdes nao-lineares por meio do minimo de um funcional
nao negativo, Cauchy construiu uma sequéncia, de forma iterativa, que passa
do iterado corrente para o seguinte na direcdo em que o funcional decresce
mais rapido. Por essa propriedade, o método de Cauchy também é conhecido
como método de Maxima Descida.

Aqui, apresentaremos alguns dos resultados para aproximarmos Afg, onde
A é um operador que satisfaz a Hipotese 2.1, obtidos por Nashed [7]. Nashed
aplicou o método de maxima descida juntando as equagoes lineares como
uma tnica equagdao de operador linear Ax = g. Antes disso, vamos a algu-
mas consideragoes iniciais.
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Seja J : H — R um funcional nao-negativo. Denotemos por z* € H um
ponto tal que

J(z*) =mf{J(z) : x € H}. (10.2.15)

Suporemos que J seja Fréchet diferenciavel em cada ponto de H.

Dado um ponto zg, queremos minimizar J andando na direcao em que J
decresce de forma mais rapida. Assim, devemos escolher uma dire¢do z € ‘H
tal que a derivada direcional

DJ(xo,2) = (2,V.J(x0)),

é a menor possivel.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

=[2MlIVI (@)l < (2, VI (x0)) DJ (20, 2) ,

e a igualdade s6 acontece se z é um multiplo positivo de —V.J(zg). Assim,
comegando em zg, a dire¢ao de maior descida de J é z = —VJ(zg). Se o > 0
é o tamanho do passo na dire¢do —VJ(x(), obtemos uma nova aproximagao
para x* por

Tr1 =0 — Oz()VJ(J?()) .

O parametro ag ¢é escolhido de forma que x; minimize J sobre a reta que
passa por zg na diregdo —VJ(zg) e, assim, deve satisfazer

d
%J(xo —aVJ(20))|a=as = 0.

A sequéncia iterativa {zy} gerada pelo método de méxima descida é dada
por

Tp1 = T — o VJ (1),

onde

d
%J(mk —aVJ(zg))|la=a, = 0.
Suponhamos que o operador A satisfaz a Hipotese 2.1. Pelo Teorema
2.5, a solucdo de minimos quadrados de Az = g é justamente o minimo do
funcional J(z) = 3||Az—g||%. Desta forma, somos levados a aplicar o método

de de descida maxima para o funcional J.

Exercicio 10.2. Defina r := VJ(z) = A*(Ax — g) (que estd bem definido
pelo exercicio 10.6). Mostre que o valor détimo de o é dado por

Il
JAr]?
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Assim, a sequéncia {zy} C X pelo método de descida maxima é dada
por

Tp41 = T — QfTE,

rp = A"(Azy — g), (10.2.16)
_nd®
(| Arg|?

Observagao 10.2. Observamos que se rp, = 0, entdo xp ¢ uma solu¢do
de minimos quadrados e o método pdra em xp. Se tivermos um critério
para garantir que xj € a solu¢ao de menor norma entre todas as solugoes de
minimos quadrados, obteremos que xy, = .

Exercicio 10.3. Mostre que se Arp = 0, entdao r, = 0. Assim, a sequéncia
gerada pelo algoritmo (10.2.16) estd bem definida.

Seguiremos os passos de Nashed [7], na demonstragdes abaixo.

Lema 10.3. Seja A satisfazendo a Hipdtese (2.1). Entao,

lim r, =0.
k—o0

Demonstracgao: De

1 il
2 || Arg?

1
J(hy1) = §||A901c — apArg — g|* = J(zn) —

Recursivamente, obtemos que

R 1
J(CL‘]Q 1)=J(l’0)*7 J .
" 2 2 || A2
Como J(z) > 0, Vx, temos que

HAII‘QZHJHQ Z”'””HQ, J(a0).

Portanto, ||| — 0 quando k& — oo. ]

Teorema 10.5. Seja A satisfazendo a Hipotese 2.1. Entdo, a sequéncia ge-
rada pelo método de descida mdxima converge para uma solugdo de minimos
quadrados de Az = g, para qualquer xo € X. A sequéncia converge a zt se e
somente se, xg € Im(A*).
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Demonstragdo: Escrevendo a iteracdo (10.2.16) de forma recursiva temos
que

k

Tha1 =T0— Y 47y (10.2.17)
j=0

Afirmacao {z,} é uma sequéncia de Cauchy. De fato
m
T —Tn ==Y _aqry € Im(A*) = N(A)*. (10.2.18)
j=n

Portanto, existe n > 0 tal que
772”377” - $nH2 < (A* A(zm — o), Tm — Tn) = | A(Tm — xn)HQ .
Assim,

(A" Az, — o), T — Tn) < A" (Azy — Azp)|| (|2 — 25|
< (1A Az — 9l + A" (Azn — 9)|) | A(m — )| -

Como r; — 0, temos que rp, — ry, = A*A(zy, — ) — 0 quando m,n — oo.

Como Im(A) = N(A*)* é fechada, segue do Teorema do Grafico Fechado

[30], que A* possui inversa limitada quando restrito a Im(A4) = N(A*)*.
Portanto, || A(zy, — xp)|| < M e

773H37m - anZ < M(rm +Tn) —0 m,n — o0.

Logo, {x} é Cauchy e, assim, converge para algum u € X. Pela conti-
nuidade de A, temos

|[A*Au — A*g|| = lim ||A*Axp — A%g|| = lim rp =0,
k—o0 k—o0

donde concluimos que u é uma solugao de minimos quadrados.

Para finalizar, lembremos que qualquer solugdo de minimos quadrados é
da forma zt @ N(A) (Teorema 2.5). Como I'm(A*) = N'(A)*, segue que =
¢ a tnica solugdo de minimos quadrados na Im(A*). Se zg € Im(A*), entao,
de (10.2.17), segue que x € Im(A*) para todo k. Como Im(A*) é fechada,
u =zl

Caso xg ¢ Im(A*), entdo z9 = x{, + Pyayzo, onde zf € N(A)+ =
Im(A*) e Py(ayro # 0. Como A*APy(qywo = 0, de (10.2.17), temos:

k—1
T = I6 — Zalrj + PN(A)CL’Q — CL‘Jr + pN(A)CL’Q .
=0

Isto completa a demonstragao. [ |
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10.3 Meétodos tipo Kaczmarz

Dedicaremos esta secao a um método de regularizagdo para resolver proble-
mas inversos que aparecem na forma de sistemas de equagoes

Ai(x) =g ie{l,--- ,M}. (10.3.19)

Uma maneira de resolver o problema (10.3.19) é considerarmos o operador
A= (A1, ,Am) eY = (g1, - ,9m) e resolver a equagdo

Alz) =Y,

usando as técnicas que foram apresentadas acima.

A principal ideia de métodos tipo Kaczmarz é resolver o sistema (10.3.19),
de maneira ciclica, onde cada equagao do sistema é considerado em separado.
Nas proximas subsegoes apresentaremos o método ART (Algebraic Recons-
truction Techniques) e 0 método de Landweber-Kaczmarz como exemplos de
tais estratégias.

10.3.1 Meétodo ART

Uma das técnicas mais usadas em diagnosticos médicos para Tomografia
Computadorizada, até pouco tempo, é o método ART. Este método repre-
senta a ideia de métodos do tipo Kaczmarz de uma maneira simples de en-
tender. Faremos a construgao do método iterativo ART para o caso em que
A; = (a1, ,ain), onde 7 € {1,--- , M}, representa uma linha de um sis-
tema linear escrito na forma (10.3.19). Desta maneira, a iretagdo ART usa
conceitos basicos de Algebra Linear.

Iteragao: Dado xp um ponto inicial, projetamos xg ortogonalmente sobre
o hiperplano determinado pela primeira equagdo do sistema (10.3.19), isto &,
sobre apiz! + -+ + ainz? j
x. Ao vetor projegao ortogonal, chamamos de primeiro iterado x1. De posse
do vetor x; projetamos ortogonalmente sobre a segunda linha do sistema
(10.3.19) e obtemos xo. Aplicamos este procedimento, sucessivamente, até
M, obtemos xpr. De maneira ciclica, projetamos T,.q(nr) sobre a equagao
mod(M) do sistema (10.3.19). A figura 10.1 mostra a iteragdo ART para um
sistema quadrado de ordem 2.

Assim, a iteragdo é dada por

Tn = Tnoi — (M) (A)T (10.3.20)
1432
Observamos que um dos defeitos do método ART é seu alto custo compu-
tacional. Ainda, a taxa de convergéncia pode ser muito lenta ou até mesmo
divergir. Assim, as vezes é necesséria a introdugao de parametros de corre¢ao
na equacdo (10.3.20) de forma a melhorar a performance do método?.

= g1, onde x7 é a j-ésima coordenada do vetor

2Hoje em dia, novos métodos ganharam terreno, [39, 38]. Atualmente, o método Fil-
tered Backprojection é o mais usado em Tomografia Computadorizada. Este consiste em
uma estratégia para resolver a Transformada de Radon Inversa.
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anfitapf =m

anfitapfy /=m/

Figura 10.1: Geometria do algoritmo ART.

10.3.2 Meétodo de Landweber-Kaczmarz

O método de Landweber-Kaczmarz consiste em aplicar o método de Landwe-
ber para resolver (10.3.19) de forma ciclica. Isto &, a iteragdo ¢ definida como

D1 = @), + wpAfy () (9" — Aw(})) (10.3.21)

onde [k] := kmod(M) € {0,--- ,M — 1} e i = [k] + 1. O parametro wy é
definido como

1 e [ Ap(a]) — gyl > 79,
W = .
0 caso contrario .

O parametro wy, determina o critério de parada para o método de Landweber-
Kaczmarz. A iteragdo é parada no primeiro indice k. = k.(4, gfk]) tal que

Wg4; =0 para j={0,---, M —1}. (10.3.22)

Notamos que, um tal critério de parada dado pela equagio (10.3.22) sig-
nifica dizer que

5 5 5
Th, = Thpoy1 = = T M1 (10.3.23)

isto ¢, ki« & escolhido como o indice que faz com que asi seja igual em um

ciclo.

Convergéncia para a iteragao de Landweber-Kaczmarz segue similar ao
feito para o método de Landweber. As hipoteses sao similares as feitas para
o método de Landweber para cada Ap.
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10.4 Aplicacao: Tomografia Computadorizada

Como aplicagao, apresentaremos os resultados obtidos nas Segoes 10.2 e 10.3

para o problema de TC com uma quantidade limitada de dados, [38, 39].
Seja L%(D) o espago de Hilbert de todas as funcdes quadrado integraveis

no disco unitario D CR? e Y := {g:[0,2] = R : ||g||> := f02 g(t)tdt < oo}
Consideraremos o sistema

Ajr=g;, j=0,---N—1, (10.4.24)

onde cada A; := L?(D) — Y, ¢ dada por
1
(Ajz) = f/ z(& +t0)dQO), tel0,2], (10.4.25)
™ Js1

A equag@o (10.4.25) corresponde a uma versdo circular da Transformada
de Radon que foi introduzida na Subsegdo 1.2.1. Resolver (10.4.25) é um
passo crucial em TC. Consideraremos o caso em que os dados sao obtidos
por integragao numérica. Ainda, supomos que o centro de integracao &;
corresponde a posicao de cada detector.

Nesta aplicagao, consideraremos somente o caso especial em que cada

¢ = (sm (%) o8 <Nﬂz 1)>

estd uniformemente distribuido no semi-circulo S} = {¢ = (¢,£2) € 9D

€' > 0}. Assim, os dados sdo medidos em uma tnica parte da fronteira de D

(veja a figura 10.2). Portanto, temos poucos dados. E provado, por exemplo

em [39, 38|, que certos detalhes de z fora da regido de detecgdo ndo podem

ser reconstruidos. Tais resultados sao conhecidos como invisibilidade.
Temos duas possibilidades. A primeira é considerar

A= (Ag,-  Ay_ )T : L2 (D)N — YV
z— Az = (go, - gn-1)" =g.

Com essa configuragao podemos aplicar a iteragao de Landweber linear (10.1.6),
a iteracdo de Landweber-Kaczmarz ou a iteracdo de de descida méxima
(10.2.16).

A segunda possibilidade é aplicar o método de Landweber-Kaczmarz para
o sistema de equagdes lineares (10.4.25). Para nosso teste numérico, optamos
pela segunda.

A solucdo z! é mostrada no lado esquerdo da figura 10.2. Do lado di-
reito da figura 10.2, vemos a figura que consiste da superposicao de fungoes
caracteriticas e um kernel Gaussiano que representa os dados do problema,
com N = 50 medidas. Os dados g; = ijT sao calculados por integracao
numérica de forma a adicionar 4% de ruido.

A figura 10.3 mostra a solucéo regularizada z°

kS
Kaczmarz e steepest descent com uma estratégia tipo Kaczmarz.

os métodos Landweber-
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Figura 10.2: Do lado direito a solugdo e do esquerdo os dados com 4% de
ruidos.

Figura 10.3: Do lado direito a solugao aproximada pela regularizagao de
Landweber e do esquerdo por steepest-descent, com estratégias tipo Kacz-
marz.

10.5 Exercicios

Exercicio 10.4. Mostre que se g € D(AY), entdo A*g = A*Azt. Sugestio:
use a inversa generalizada. Consulte o Apéndice 2.4.

Exercicio 10.5. Faca um grdfico comparando os resultados obtidos nos Le-
mas 10.1 e 10.2 com a estimativa (10.1.11). Compare com a figura 1.1.

Exercicio 10.6. Prove que se A é um operador linear e limitado, entdo
J(z) = %HA!E — g||? € Fréchet diferencidvel e V.J(x) = A*(Ax — g).

Exercicio 10.7. Mostre o Lema 10.3 sem a hipdtese de A possuir imagem
fechada.

Exercicio 10.8. Suponha que existam constantes C,M,m > 0 tais que
mlz||? < (A*Az,z) < M||z|?, Vo € Im(A*) e que A satisfaca a Hipo-
tese 2.1. Mostre que o método steepest descent possui um limitante de erro
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dado por

M—m)2

2t + Pyayo — 2] < C (Mer

Exercicio 10.9. Considere a reta de equag¢io a;1x1 + -+ - aG;NTN = g; em
RN, Mostre que a projecio ortogonal de v € RN sobre a reta acima satisfaz
a equagao (10.3.20).

Exercicio 10.10. Mostre que (A;,xn) = ¢;. Interprete esse resultado geo-
metricamente.

Exercicio 10.11. Use a iteragio (10.3.20) para obter uma solu¢ao do pro-
blema de tomografia descrita pela figura 1.6.

Exercicio 10.12. Mostre que o método de Landweber-Kackzmarz (10.3.21),
com o critério de parada (10.3.22), € um método de regularizagao. Sugestio:
consulte [27].

Exercicio 10.13. Use a iteragio de Landweber-Kaczmarz (10.3.21) para
encontrar uma solucdo do problema de tomografia proposto na Figura 1.6.
Compare com o método ART.

Exercicio 10.14. Prove que cada operador A; é linear, limitado e satisfaz
| A;|| < 1. Mostre ainda que o operador adjunto € dado por (Ajg)(§) =

gli)
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