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Prefácio

Modos normais para sistemas lineares se referem a uma situação em
que apenas a inércia e a rigidez atuam em um sistema. Nesse caso o
problema de achar soluções de um sistema linear se reduz a resolver
um problema de autovalores. Com os autovalores e os autovetores se
determinam famílias de soluções periódicas que dependem apenas das
características do sistema linear e suas características independem de
energia. Para o caso não-linear a situação muda muito. Não é mais
possível determinar as soluções a partir de um problema de autovalores
e as características das soluções periódicas variam com a energia.

Rosenberg, nos anos 60, observou que a determinação de frequência
e modos pode ser feita de maneira alternativa ao problema de autova-
lor, resolvendo um problema com condições periódicas. O período da
solução encontrada é relacionado à frequência natural do sistema e a
razão entre os deslocamentos é utilizada para definir os modos. Porém,
adotando essa estratégia, que é equivalente à fornecida pelo problema
de autovalor no caso linear, no caso não-linear surgem novidades. Uma
delas é que os modos dependem da energia do sistema, que no caso de
sistemas lineares normais é conservada.

Uma característica de sistemas lineares é a superposição de soluções,
uma combinação linear de soluções também é uma solução do sistema.
Esse fato implica que as soluções do problema de autovalores fornecem
uma base para o espaço de soluções de um problema linear. No caso
não-linear esse resultado não é válido e, aparentemente, não há sentido
em calcular modos não-lineares, pois o espaço de soluções não é um
espaço vetorial. Como se mostrará nesse livro, a perda da superposição
não leva a perda de importância. Os modos não-lineares estão dire-
tamente associados a dinâmica do sistema e são fundamentais para se
entender como as soluções mudam com a energia do sistema e como no-
vas soluções podem surgir. Uma série de situações, como localização da
energia, aparentemente inexplicáveis, são facilmente explicáveis através
dos modos não-lineares. Situações como enrijecimento, aumento da
frequência com o aumento da energia de um sistema, e relaxamento
(também chamado de amolecimento), o caso contrário, são também
explicáveis com os modos não-lineares. Um fenômeno interessante de

xiii
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transmissão irreversível de energia entre diferentes graus de liberdade
do sistema (também chamado de bombeamento de energia) pode ser
melhor compreendido quando se conhece os modos não-lineares.

Modos não-lineares são ligados a dinâmica de sistemas e ajudam
no seu entendimento. Nesse livro, que mostra uma primeira visão do
assunto, por motivos didáticos, se tratará apenas de sistemas discretos
conservativos. Se deixará de lado sistemas contínuos e dissipativos.
O enfoque é na parte computacional — balanço harmônico, método
do tiro, continuação — e com dois capítulos dissertando sobre modos
não-lineares e sua importância.

O assunto é atual e o número de publicações vem aumentando con-
sideravelmente. Porém, esse é o primeiro livro em português sobre esse
tema!

Rio de Janeiro, 11 de março de 2023.

Gustavo Wagner
Rubens Sampaio

Roberta Lima
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Capítulo 1

Modos normais lineares e
não-lineares

Este livro é sobre modos normais não-lineares de sistemas mecânicos.
As técnicas desenvolvidas aqui podem ser aplicadas na Matemática,
Física, Engenharia, etc, mas todos os modelos desenvolvidos serão na
área de Mecânica, mais especificamente em Vibrações Mecânicas.

Para contextualizar os leitores não habituados com problemas de
Vibrações Mecânicas, neste capítulo, alguns conceitos básicos da área,
fundamentais para o entendimento do livro, serão abordados. Inici-
aremos apresentando o sistema massa-mola vibratório mecânico mais
simples, um sistema linear, livre, conservativo e com apenas um grau de
liberdade. Depois apresentaremos os sistemas vibratórios massa-mola
com múltiplos graus de liberdade livres, conservativos. Primeiro trata-
remos dos sistemas lineares, para os quais podem ser definidos os modos
normais lineares (MNLs). Faremos uma revisão das metodologias de
cálculo dos MNLs e suas respectivas propriedades. Em seguida, entra-
remos no tema central do livro, os modos normais não-lineares (MNNs)
segundo Rosenberg, definidos para os sistemas não lineares. Métodos
de cálculo de aproximações para os MNNs são brevemente discutidos,
e serão tratados mais a fundo nos capítulos posteriores.

1.1 O sistema linear vibratório mecânico mais sim-
ples

O sistema linear vibratório mecânico mais simples, ilustrado na Figura
1.1, é composto por uma partícula de massa m ligada a uma parede (fixa)
através de uma mola. Considera-se que a mola não tem massa, ou seja, é
uma mola abstrata, mas tem um comprimento não-deformado (comprimento
quando não há forças atuando sobre a mola) l0 [30]. Considera-se também
que a mola é linear, isto é, existe uma relação linear entre força aplicada



2 Modos normais lineares e não-lineares

Figura 1.1: Sistema massa-mola linear de um grau de liberdade.

sobre a mola e a deformação dela (variação de comprimento em relação a
l0). Nessa relação, a razão entre força aplicada e deformação é igual a uma
constante k, chamada de rigidez da mola.

A partícula se desloca sobre uma guia horizontal lisa. Como o sistema
tem apenas uma partícula com um movimento unidimensional, diz-se que
o sistema tem um grau de liberdade. Para localizar a posição da partícula
ao longo do tempo na guia, diferentes parametrizações podem ser adotadas.
Em cada uma delas, um ponto de referência é usado. Por exemplo, como
mostrado na Figura 1.1, podemos medir a posição da partícula de forma
que o valor da posição seja igual à deformação da mola. Chamaremos essa
posição, que é função do tempo, de q. Outra possibilidade de parametrização
seria medir a posição da partícula a partir da parede.

Definida uma parametrização, é possível escrever a força aplicada sobre a
mola em função dessa parametrização. Para a parametrização q, por exem-
plo, no instante t, essa força é f(t) = kq(t). Dado que a partícula exerce
uma força f sobre a mola, pela terceira lei de Newton, conhecida como lei
da ação e reação, a mola exercerá sobre a partícula uma força de mesma
intensidade, mesma direção e sentido contrário, ou seja −f .

Sendo q a posição da partícula, a primeira derivada de q em relação
ao tempo q̇ representa a velocidade e a segunda derivada q̈ a aceleração.
Pela segunda lei de Newton, podemos escrever que a massa da partícula
multiplicada pela aceleração dela é igual a soma das forças que atuam sobre
a massa. Considerando que o sistema é livre, ou seja, não existem forças
externas sendo aplicadas sobre a massa, a única força que atua sobre ela é a
força feita pela mola. Assim temos

mq̈(t) + kq(t) = 0. (1.1.1)

A equação diferencial ordinária de segunda ordem Eq. (1.1.1) é chamada de
equação de movimento ou equação da dinâmica do sistema. Essa equação
depende da parametrização escolhida. Ela rege a dinâmica do sistema. Por
exemplo, para esse sistema vibrátorio mais simples, estabelece uma relação,
válida para todo instante t, entre aceleração e posição da partícula.

Outra forma de obter a Eq. (1.1.1) é através do método de Lagrange,
um método energético. Para aplicar o método em um sistema mecânico,
primeiro escreve-se a função de Lagrange L dada pela diferença entre as
energias cinética T e potencial V presentes no sistema usando a parame-
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trização escolhida. No caso do sistema em questão, a energia potencial se
restringe à energia elástica da mola. Como a partícula se move em uma guia
horizontal, a energia potencial gravitacional é constante e não tem influência
na dinâmica. Por isso, não precisa ser considerada. Assim

L = T − V =
1
2

mq̇2(t) − 1
2

kq2(t). (1.1.2)

Para um sistema conservativo e livre, a equação da dinâmica pode ser obtida
por

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0. (1.1.3)

Desenvolvendo os termos da Eq. (1.1.3), obtêm-se a Eq. (1.1.1).
Quando o sistema é perturbado, tirado do repouso, são dadas condições

iniciais de posição q(0) e velocidade q̇(0) não nulas para a partícula e um
movimento é iniciado. A resposta do sistema ao longo do tempo será dada
pela solução do problema de valor inicial composto pela Eq. (1.1.1), que
rege a dinâmica do sistema, e pelas condições iniciais fixadas. Uma proposta
inicial para a solução é dada pela equação

q(t) = est, (1.1.4)

onde s é uma incognita que precisa ser determinada. Substituindo a Eq. (1.1.4)
na Eq. (1.1.1), obtêm-se

(ms2 + k)est = 0. (1.1.5)

Como est �= 0, tem-se que
ms2 + k = 0. (1.1.6)

A Eq. (1.1.6) representa um polinômio conhecido como polinômio caracte-
rístico. As raízes desse polinômio são

s1,2 = ±
√

k

m
i , (1.1.7)

onde i =
√

−1. Encontramos duas possíveis soluções para a equação di-
ferencial. A resposta do sistema q é escrita então como uma combinação
linear das duas soluções encontradas. Sendo α e β os pesos utilizados na
combinação linear, escreve-se

q(t) = α e

(
+
√

k
m

it
)

+ β e

(
−
√

k
m

it
)

= (α + β)︸ ︷︷ ︸
a

cos
(√

k
m t

)
+ i(α − β)︸ ︷︷ ︸

b

sin
(√

k
m t

)
.

(1.1.8)

Chamando ωn =
√

k
m , é possível reescrever a Eq. (1.1.8) como

q(t) = a cos (ωnt) + b sin (ωnt) = A cos (ωnt − θ) , (1.1.9)
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onde os coeficientes A e θ, que representam a amplitude e fase do movi-
mento, devem ser calculados de forma que q satisfaça as condições iniciais
de posição e velocidade fixadas. Nota-se que o movimento oscilatório ocorre
na frequência ωn chamada de frequência natural do sistema. Essa frequência
depende apenas de parâmetros do sistema, no caso, massa, m, e rigidez, k.

Análise energética do sistema massa-mola: multiplicando a Eq. (1.1.1)
por q̇, obtêm-se

mq̈(t)q̇(t) + kq(t)q̇(t) = 0

d

dt

[1
2

mq̇2(t) +
1
2

kq2(t)
]

= 0 .

(1.1.10)

Os termos
1
2

mq̇2 e
1
2

kq2 representam respectivamente as energias cinética da
massa e potencial elástica da mola. A Eq. (1.1.10) mostra que a soma dessas
duas energias é constante, ou seja, o sistema é conservativo. A resposta do
sistema livre é caracterizada por uma troca entre as energias na frequência
natural ωn. A energia total presente no sistema livre é fixada através das
condições iniciais de posição e velocidade.

Feita essa breve apresentação do sistema linear vibratório mecânico mais
simples, com apenas um grau de liberdade, vamos introduzir sistemas vibra-
tórios massa-mola com mais de um grau de liberdade.

1.2 Sistemas vibratórios massa-mola com múlti-
plos graus de liberdade

Trabalharemos com sistemas compostos por mais de uma partícula conec-
tadas por molas. Consideraremos que as partículas se movem sobre uma
guia horizontal lisa. Supondo que o sistema seja composto por n partículas
e cada uma delas tem um movimento unidimensional, diz-se que o sistema
tem n graus de liberdade. Dessa forma, para parametrizar a dinâmica, são
necessárias n variáveis.

Duas possíveis configurações de sistemas com duas partículas são mos-
tradas na Figura 1.2. O sistema superior da Figura 1.2 é dito um sistema
não restrito. Assim como no caso de sistemas com um grau de liberdade,
quando trabalhamos com sistemas com mais de um grau de liberdade, um
dos objetivos é prever o movimento quando o sistema é perturbado. Para
isso, precisamos inicialmente equacionar a dinâmica do sistema. Para o caso
de um sistema com n graus de liberdade, a dinâmica é dada por um sistema
de n equações diferenciais de segunda ordem. Uma forma de obter as equa-
ções é através do método de Lagrange. Para ilustrar o procedimento, serão
desenvolvidos dois exemplos a seguir.
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Figura 1.2: Sistemas massa-mola linear de dois graus de liberdade.

Exemplo 1.1. Considere o sistema superior da Figura 1.2. O sistema é
composto por duas partículas de massas m1 e m2 e por uma mola linear de
rigidez k e comprimento não-deformado l0. Para parametrizar a dinâmica,
escolhemos usar q1 e q2 para medir as posições da massas e m1 e m2 res-
pectivamente. Consideramos que a força na mola é nula se q1 = q2 = 0.
Para obter a dinâmica do sistema através do método de Lagrange, iniciamos
escrevendo a função de Lagrange L dada pela diferençca entre as energias
cinética T e potencial V presentes no sistema usando a parametrização es-
colhida. A energia cinética é dada pela soma das energias dos movimentos
de cada uma das massas e a energia potencial pela energias elástica da mola.
Assim

L = T − V

= 1
2mq̇1

2(t) + 1
2mq̇2

2(t) − 1
2k(q2(t) − q1(t))2.

(1.2.11)

Supondo que o sistema superior ilustrado na Figura 1.2 seja conservativo e
livre, as equações da dinâmica podem ser obtidas fazendo-se

d

dt

(
∂L
∂q̇1

)
− ∂L

∂q1
= 0,

d

dt

(
∂L
∂q̇2

)
− ∂L

∂q2
= 0.

(1.2.12)

Desenvolvendo-se os termos da Eq. (1.2.12) obtêm-se

m1 q̈1 + kq1 − kq2 = 0,

m2 q̈2 − kq1 + kq2 = 0.
(1.2.13)
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Escrevendo a Eq. (1.2.13) em notação matricial[
m1 0
0 m2

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

k −k
−k k

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

, (1.2.14)

onde M e K ∈ R
2×2 são matrizes simétricas e representam as matrizes de

massa e rigidez dos sistema, respectivamente. O vetor q ∈ R
2 representa os

deslocamentos do sistema, e q̇ and q̈ são as primeiras e segundas derivadas
em relação ao tempo t, respectivamente.

Exemplo 1.2. Considere o sistema inferior da Figura 1.2. O sistema é
composto por duas partículas de massas m1 e m2 e por três molas lineares de
rigidezes k1, k2 e k3 e comprimentos não-deformados l1, l2 e l3. O sistema
é colocado entre duas paredes que distam l1 + l2 + l3. Para parametrizar
a dinâmica, escolhemos usar q1 e q2 para medir as posições da massas e
m1 e m2 respectivamente. Consideramos que as forças nas molas são nulas
se q1 = q2 = 0. Para obter a dinâmica do sistema através do método de
Lagrange, iniciamos escrevendo a função de Lagrange L dada pela diferençca
entre as energias cinética T e potencial V presentes no sistema usando a
parametrização escolhida. A energia cinética é dada pela soma das energias
dos movimentos de cada uma das massas e a energia potencial pela soma
das energias elásticas das molas. Assim

L = T − V

= 1
2mq̇1

2(t) + 1
2mq̇2

2(t) −
(

1
2k1q1

2(t) + 1
2k2(q2(t) − q1(t))2 + 1

2k3q2
2(t)

)
.

(1.2.15)
Supondo que o sistema inferior ilustrado na Figura 1.2 seja conservativo e
livre, as equações da dinâmica podem ser obtidas fazendo-se

d

dt

(
∂L
∂q̇1

)
− ∂L

∂q1
= 0,

d

dt

(
∂L
∂q̇2

)
− ∂L

∂q2
= 0.

(1.2.16)

Desenvolvendo-se os termos da Eq. (1.2.16) obtêm-se

m1 q̈1 +
(
k1 + k2

)
q1 − k2 q2 = 0,

m2 q̈2 − k2 q1 +
(
k2 + k3

)
q2 = 0.

(1.2.17)

Escrevendo a Eq. (1.2.17) em notação matricial[
m1 0
0 m2

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[
k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

. (1.2.18)
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Considere um sistema linear com n graus de liberdade livre cuja equação
de movimento é escrita como

Mq̈(t) + Kq(t) = 0. (1.2.19)

onde M e K ∈ R
n×n são duas matrizes simétricas e representam as matrizes

de massa e rigidez dos sistema, respectivamente. Além disso, M é definida
como sendo uma matriz positiva definida. O sistema é conservativo, i.e., não
possui mecanismos de dissipação ou geração de energia, não possui termos
giroscópicos e nem termos que representam forças circulatórias. O vetor
q ∈ R

n representa os deslocamentos do sistema, e q̇ and q̈ são as primeiras
e segundas derivadas em relação ao tempo t, respectivamente. A constante
inteira n representa o número de graus de liberdade do sistema.

Quando o sistema é perturbado, tirado do repouso, são dadas condições
iniciais de posição q(0) e velocidade q̇(0) para cada uma das partículas. A
resposta do sistema ao longo do tempo será dada pela solução do problema
de valor inicial composto pela Eq. (1.2.19), que rege a dinâmica do sistema,
e pelas condições iniciais fixadas.

No cálculo da solução desse problema aparecem os modos de vibração
normais para sistemas lineares definidos a seguir.

1.3 Modos normais lineares

Duas abordagens para o cálculo dos respectivos modos normais lineares de
sistemas mecânicos são apresentadas a seguir. A primeira envolve a solução
de um problema de autovalor e é a abordagem considerada clássica para
o cálculo de modos normais lineares. O principal motivo para essa ser a
abordagem mais usual provém do reduzido custo computacional (algoríti-
mos eficientes para solução de problemas de autovalor) e das propriedades
algébricas existentes em autovalores e autovetores. A segunda abordagem,
ao invés de um problema de autovalor, lida com um problema de valor de
contorno periódico, onde os modos são extraídos através de soluções perió-
dicas do sistema.

1.3.1 Problema de autovalor

A apresentação a seguir sobre o cálculo dos MNLs e suas principais propri-
edades pode ser encontrada de forma mais completa em [41]. Iniciamos o
processo propondo uma solução para a Eq. (1.2.19). Um Ansatz (proposta
inicial) para essa solução é

q(t) = q̃est, (1.3.20)

onde s é um escalar e q̃ ∈ R
n um vetor constante não nulo. Nota-se que

este Ansatz corresponde ao produto de um termo espacial constante q̃ ∈ R
n

com um termo temporal est. A proposta feita corresponde a uma solução
síncrona, isto é, uma solução em que os deslocamentos de todos os graus
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de liberdade do sistema tenham a mesma dependência temporal, no caso,
est. No caso de um solução oscilatória, isso impõe que todos os graus de
liberdade atinjam seus deslocamentos máximos e mínimos simultaneamente
(movimento uníssono). Substituindo a Eq. (1.3.20) na Eq. (1.2.19), obtêm-
se

Kq̃ = λMq̃, (1.3.21)

onde λ = −s2. A Eq. (1.3.21) consiste em um problema de autovalor, tam-
bém conhecido como problema de valor característico. Neste caso, o pro-
blema é dito generalizado por ser definido através duas matrizes, que neste
caso são simétricas e com coeficientes reais. As respectivas soluções e pro-
priedades deste tipo de problema se tornam mais evidente se o problema de
autovalor for primeiro reescrito em termo de apenas uma matrix real, isto
é, na forma de um problema de autovalor padrão. Isso poderia ser facil-
mente obtido pré-multiplicando ambos os lados da Eq. (1.3.21) por M−1.
No entanto, importantes propriedades não seriam evidenciadas porque não
se pode garantida a simetria de M−1Ks. Por isso, deve-se primeiro decompor
a matriz de massa da seguinte forma

M = PT P, (1.3.22)

onde P ∈ R
n×n é uma matriz não-singular. Inserindo a Eq. (1.3.22) na

(1.3.21), obtêm-se
Kq̃ = λPT Pq̃. (1.3.23)

Em seguida, pode-se definir uma transformação linear

Pq̃ = φ, (1.3.24)

cuja respectiva transformação inversa é dada por

q̃ = P−1φ. (1.3.25)

Inserindo a Eq. (1.3.24) e a Eq.(1.3.25) na Eq. (1.3.23), e pré-multiplicando
ambos os lados por

(
PT
)−1

, o problema de autovalor é reduzido para

Aφ = λφ (1.3.26)

onde
A =

(
PT
)−1

KP−1 =
(
P−1

)T
KT P−1 = AT . (1.3.27)

A simetria de A ocorre somente pelo fato de K ser simétrico e porque a
relação

(
PT
)−1

=
(
P−1)T existe. A equação (1.3.26) representa o mesmo

problema de autovalor definido pela Eq. (1.3.21), no entanto em sua forma
padrão. Antes de discutir a natureza das respectivas soluções, pode-se rees-
crever a Eq. (1.3.26) ainda como

(A − λI) φ = 0 (1.3.28)
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onde I ∈ R
n×n é a matriz identidade. Baseado em resultados da álgebra

linear [69, 65], pode-se afirmar que um sistema de n equações lineares ho-
mogêneas com n variáveis possui uma solução não trivial se, e apenas se, a
matriz de coeficientes for singular. Como estamos procurando uma solução
não trivial da Eq. (1.3.28), podemos escrever

det [A − λI] = 0 (1.3.29)

A equação (1.3.29) representa um polinômio de grau n conhecida como po-
linômio característico. As respectivas n raízes deste polinômio λr (r =
1, 2, . . . , n), contadas com multiplicidade algébrica, correspondem aos au-
tovalores da matriz A. Para cada autovalor λr existe um respectivo vetor
φr que satisfaz

(A − λrI) φr = 0 para r = 1, . . . , n. (1.3.30)

Esse vetor corresponde ao chamado autovetor de A associado ao autovalor
λr. Como a Eq. (1.3.30) é homogênea, qualquer múltiplo de φr também é
uma solução do problema, o que significa que a norma do autovetor não é
definida, apenas sua direção. Uma normalização é então necessária. Uma
conveniente normalização amplamente utilizada consiste em restringir todos
os autovetores a terem norma unitária. Isso é feito impondo

φT
r φr = 1, para r = 1 . . . n. (1.3.31)

Considerando essa normalização e pre-multiplicando a Eq. (1.3.30) por φT
r ,

obtêm-se o seguinte resultado

φT
r Aφr = λr, para r = 1 . . . n. (1.3.32)

A normalização adotada é conveniente e será utilizada a seguir durante a
apresentação de importantes propriedades dos autovalores e autovetores.
Vale destacar que a maioria das propriedades são consequências da sime-
tria de A.

Soluções reais: Considera-se a hipótese em que um autovalor e um res-
pectivo autovetor (λr, φr) sejam complexos. Como A é real, o complexo
conjugado deste par de solução, (λ∗

r , φ∗
r), também precisa ser uma solução

do problema. Por isso, ambos os pares de solução satisfazem o problema de
autovalor

Aφr = λrφr (1.3.33)
Aφ∗

r = λ∗
rφ∗

r . (1.3.34)

Pré-multiplicando ambos os lados da Eq. (1.3.33) por (φ∗
r)T e pré-multiplicando

ambos os lados da Eq. (1.3.34) por φT
r , obtêm-se, ao subtrair uma equação

resultante da outra e considerando a simetria de A, o seguinte resultado

(φ∗
r)T Aφr − φT

r Aφ∗
r = 0 = λr (φ∗

r)T φr − λrφT
r φ∗

r = (λr − λ∗
r) ‖φr‖,

(1.3.35)
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onde ‖φr‖ é a norma L2 de φr. Essa norma precisa ser positiva para qualquer
vetor não nulo, o que resulta em

λr − λ∗
r = 0. (1.3.36)

Para satisfazer a Eq. (1.3.36), os autovalores precisam ser reais. Além disso,
sendo a matriz A e os respectivos autovalores reais, os autovetores associados
também precisam ter obrigatoriamente componentes reais.

Ortogonalidade dos autovetores: Primeiramente considera-se dois au-
tovalores destintos, λr and λj , cujos respectivos autovetores sejam φr e φj .
Ambos os pares de solução precisam satisfazer as condições

Aφr = λrφr (1.3.37)
Aφj = λjφj . (1.3.38)

Ao pré-multiplicar Eq. (1.3.37) por
(
φj

)T
e Eq. (1.3.38) por φT

r , calcular a
transposta da segunda equação e subtrair da primeira, obtêm-se o seguinte
resultado

φT
j Aφr −

(
φT

r Aφj

)T
= 0 = λrφT

j φr − λjφT
r φj = (λr − λj) φT

j φr (1.3.39)

Sendo os autovalores distintos, Eq. (1.3.39) é satisfeita se, e somente se,

φT
j φr = 0, para r, j = 1 . . . , n e r �= j. (1.3.40)

Equação (1.3.40) mostra que dois autovetores associados a autovalores dis-
tintos de uma matriz real e simétrica são mutualmente ortogonais. Além
disso, considerando esse resultado e pre-multiplicando a Eq. (1.3.37) por
φT

j , obtêm-se

φT
j Aφk = 0, para k, j = 1 . . . , n e k �= j. (1.3.41)

Equação (1.3.41) mostra que, além de serem mutualmente ortogonais, os
autovetores associados a autovalores distintos de A são também ortogonais
em relação a A.

Para o caso em que algum autovalor possua multiplicidade, é possível
mostrar que os autovetores associados a esse autovalor também podem ser
mutualmente ortogonais e ortogonais em relação a A. Leitores interessa-
dos podem olhar a prova em [20]. No entanto, os autovetores associados a
autovalores com multiplicidade não são unicamente definidos uma vez que
qualquer combinação linear desses vetores também é um autovetor. Em
resumo, é possível afirmar que todos os autovetores de uma matriz real e
simétrica podem ser escritos como vetores ortogonais independentemente da
multiplicidade dos autovalores associados.
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Combinando a normalização unitária dos autovetores e a ortogonalidade
dos mesmos, é possível escrever

φT
j φr = δrj para r, j = 1, . . . , n (1.3.42)

φT
j Aφr = λrδrj para r, j = 1, . . . , n, (1.3.43)

onde δrj representa o delta de Kronecker.
A seguir, analisa-se como a ortogonalidade dos autovetores φr pode ser

estendida para os autovetores q̃r do problema de autovalor original definido
na Eq. (1.3.21). Para isso, resgata-se a relação entre esses autovetores defi-
nida pela transformação linear P, definida na Eq. (1.3.24), e pela respectiva
transformação inversa P−1, definida na Eq. (1.3.25). Resulta-se então que

φr = Pq̃r, q̃r = P−1φr, para r = 1, . . . , n. (1.3.44)

Ao substituir essa primeira relação na Eq. (1.3.42), é possível escrever

φT
j φr = q̃T

j PT Pq̃r = q̃T
j Mq̃r = δrj , para r, j = 1 . . . , n (1.3.45)

que mostra que os autovetores q̃r são ortogonais em relação a matriz de
massa M. Deve-se chamar atenção aqui para o fato da Eq. (1.3.45) ter
utilizado a normalização unitária definida na Eq. (1.3.31), de forma que
q̃T

j Mq̃r seja igual a 1 quando r = j. Outros valores poderiam ser obtidos
caso outras normalizações fossem adotadas, no entanto a ortogonalidade dos
autovetores em relação a M continuaria existindo.

De forma similar, substituindo agora a transformada definida pela Eq.
(1.3.44) na Eq. (1.3.42) e considerando a definição de A feita pela Eq.
(1.3.27), obtêm-se como resultado

φT
j Aφr = φT

j

(
PT
)−1

KP−1φr = q̃T
j Kq̃r = λrδrj para r, j = 1, . . . , n

(1.3.46)
Equação (1.3.46) mostra que os autovetores q̃r são também ortogonais em
relação a matriz de rigidez K. A normalização unitária foi mais uma vez
considerada na Eq. (1.3.46), mas novamente sem influenciar na propriedade
de ortogonalidade.

Sinais dos autovalores: Até o momento foi estabelecido que os autova-
lores são números reais, mas nada foi dito em relação aos seus respectivos
sinais. Quando o sistema conservativo e livre foi definido pela Eq.(1.2.19),
supôs-se que a matriz de massa M fosse positiva definida. Dessa forma, os
coeficientes dessa matriz não interferem nos respectivos sinais dos autova-
lores. Logo, apenas a natureza da matriz de rigidez K é responsável pelos
sinais dos autovalores.

Se a matriz de rigidez K for positiva definida, o sistema analisado se
torna positivo definido e todos os autovalores λr são positivos. Nesse caso,
é possível introduzir uma notação conveniente e definida por

λr = ω2
r para r = 1, . . . , n. (1.3.47)
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Relembrando que λ = −s2, é possível concluir que, para cada autovalor
λr, existe um par correspondente de expoentes s puramente complexos e
conjugados

sr, s∗
r = ±iωr para r = 1, . . . , n. (1.3.48)

Substituindo esses expoentes no Ansatz definido pela Eq. (1.3.20), é possível
concluir que sistemas conservativos e naturais com matriz de rigidez positiva
definida admite n famílias de movimentos síncronos descritos por

qr(t) =
(
areiωrt + a∗

re−iωrt
)

q̃r = Ar cos (ωrt − θr) q̃r para r = 1, . . . , n.

(1.3.49)
O termo família foi utilizado porque os coeficientes Ar and θr, que repre-
sentam as amplitudes e fases dos movimentos, ainda não foram definidos.
Além disso, cada coeficiente a∗

r corresponde ao complexo conjugado de ar

porque qr(t) precisa ser real. A equação (1.3.49) mostra que o movimento
síncrono de sistemas positivos-definidos correspondem a funções harmônicas
cuja frequência de oscilação ωr é chamada de frequência natural do sistema.
é importante notar que o valor da frequência natural depende apenas do pro-
blema de autovalor formado pelas matrizes de massa e rigidez. Isso significa
que seu valor independe da energia do movimento síncrono definido por ar

ou Ar. O autovetor associado a essa frequência natural, q̃r, é chamado de
um modo natural ou normal do sistema, e define a razão existente entre os
deslocamentos dos graus de liberdade durante o movimento síncrono. Essa
razão entre deslocamentos é constante ao longo do movimento, o que é uma
característica dos sistemas lineares. O resultado obtido na Eq. (1.3.49) ser-
virá de motivação para as próximas seções deste capítulo, onde o método
alternativo para se obter modos normais a partir de um problema de valor
de contorno periódico é discutido.

Exemplo 1.3. Para ilustrar o procedimento de cálculo dos modos normais
lineares a partir de um problema de autovalor para um sistema com matriz
de rigidez K positiva definida, considera-se o sistema massa-mola de dois
graus de liberdade inferior da Figura 1.2, cuja equação de movimento foi
obtida no Exemplo 1.2 e dada pela Eq. (1.2.18). Supondo m1 = m2 = 1 e
k1 = k2 = k3 = 1, têm-se[

1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

2 −1
−1 2

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

. (1.3.50)

Utilizando as matrizes de massa e rigidez, o problema de autovalor definido
pela Eq. (1.3.21) pode ser construído. Para este exemplo, a solução corres-
ponde aos seguintes pares de autovalores e autovetores

λ1 = 1; q̃1 =
[√

2
2√
2

2

]
, (1.3.51)
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λ2 = 3; q̃2 =
[ √

2
2

−
√

2
2

]
. (1.3.52)

Os MNLs correspondem aos autovetores e as frequências naturais do siste-
mas são as raizes quadradas dos autovalores. As duas famílias de soluções
síncronas e periódicas formadas a partir dos autovalores e autovetores são

q1(t) = A1 cos (t − θ1)
[√

2
2√
2

2

]
(1.3.53)

e

q2(t) = A2 cos
(√

3t − θ2
) [ √

2
2

−
√

2
2

]
. (1.3.54)

O vetor q pode então ser escrito como uma combinação linear das duas
famílias de soluções síncronas e periódicas encontradas

q(t) = A1 cos (t − θ1)
[√

2
2√
2

2

]
+ A2 cos

(√
3t − θ2

) [ √
2

2
−

√
2

2

]
. (1.3.55)

Dadas condições iniciais para as duas partículas de posição e velocidade,
onde os coeficientes A1, A2, θ1 e θ2 devem ser calculados de forma que q
satisfaça as condições iniciais fixadas.

A título de curiosidade, aborda-se agora o caso em que a matriz de rigidez
K é apenas positiva semi-definida. Neste caso o sistema é positivo semi-
definido e corresponde a um sistema não-restrito, como por exemplo ocorre
no sistema superior da Figura 1.2. Nesse caso, os autovalores se tornam
não-negativos, isto é, o sistema pode ter alguns autovalores zeros e outros
positivos. O movimento síncrono associado a um determinado autovalores
zero, definido aqui por λi, se torna

qi(t) = (ai + tbi)q̃i. (1.3.56)

O movimento é divergente e por isso instável. Além disso, ele é não-oscilatório
e não será o foco de estudo ao longo deste livro. O autovetor associado, q̃i, é
identificado como sendo um modo de corpo rígido do sistema, modo no qual
o sistema se desloca sem se deformar.

Exemplo 1.4. Para ilustrar o procedimento de cálculo dos MNLs a partir de
um problema de autovalor para um sistema com matriz de rigidez K positiva
semi-definida, considera-se o sistema massa-mola de dois graus de liberdade
superior da Figura 1.2, cuja equação de movimento foi obtida no Exemplo 1.1
e dada pela Eq. (1.2.14). Supondo m1 = m2 = 1 e k = 1, têm-se[

1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

1 −1
−1 1

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

. (1.3.57)
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Utilizando as matrizes de massa e rigidez, o problema de autovalor definido
pela Eq. (1.3.21) pode ser construído. Para este exemplo, a solução corres-
ponde aos seguintes pares de autovalores e autovetores

λ1 = 0; q̃1 =
[√

2
2√
2

2

]
, (1.3.58)

λ2 = 2; q̃2 =
[ √

2
2

−
√

2
2

]
. (1.3.59)

Os MNLs correspondem aos autovetores e as frequências naturais do siste-
mas são as raizes quadradas dos autovalores. As duas famílias de soluções
síncronas e periódicas formadas a partir dos autovalores e autovetores são

q1(t) = (a1 + tb1)
[√

2
2√
2

2

]
(1.3.60)

e

q2(t) = A2 cos
(√

2t − θ2
) [ √

2
2

−
√

2
2

]
. (1.3.61)

O vetor q pode então ser escrito como uma combinação linear das duas
famílias de soluções síncronas encontradas

q(t) = (a1 + tb1)
[√

2
2√
2

2

]
+ A2 cos

(√
2t − θ2

) [ √
2

2
−

√
2

2

]
. (1.3.62)

Dadas condições iniciais para as duas partículas de posição e velocidade,
onde os coeficientes a1, b1, A2 e θ2 devem ser calculados de forma que q
satisfaça as condições iniciais fixadas.

Por último, considera-se o caso da matriz de rigidez K ser sinal-variante.
Os autovalores podem ser negativos, zero ou positivos. Para um determinado
autovalor negativo, λp, os expoentes s correspondem a dois valores reais
definidos por

s2p−1, s2p = ±
√

‖ − λp‖. (1.3.63)

O expoente negativo, s2p = −
√

‖ − λp‖, define um movimento que decai
exponencialmente ao longo do tempo, enquanto o expoente positivo, s2p−1 =
+
√

‖ − λp‖, define um movimento que diverge com o tempo. Por isso, caso
o sistema apresente pelo menos um autovalor negativo, ele corresponde a um
sistema instável.

Quando iniciamos o estudo de algum sistema mecânico, em geral, esco-
lhemos parametrizar a dinâmica do sistema com variáveis físicas, intrínsecas
ao sistema. Por exemplo, nos sistemas dos Exemplos 1.1 e 1.2, escolhemos
uma parametrização q1 e q2 tal que as forças nas molas fossem nulas se
q1 = q2 = 0. Para o sistema do Exemplo 1.2, uma outra possibilidade de
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parametrização seria medir a posição de cada uma das partículas a partir da
parede da direita, ou da esquerda.

O uso de variáveis físicas na parametrizao̧ão resulta em uma dinâmica
que é dada por uma equação diferencial acoplada. Para os sistemas linea-
res da forma da Eq. (1.2.19), uma base vetorial do espaço de soluções do
sistema livre pode ser construída a partir dos modos lineares e utilizada
posteriormente para desacoplar a equação diferencial que rege a dinâmica
do sistema. A equação diferencial ordinária com múltiplos graus de liber-
dade que governa a dinâmica do sistema livre, e originalmente acoplada, é
transformada através de uma mudança de coordenadas em um sistema de
múltiplas equações diferenciais de um grau de liberdade, cujas soluções são
conhecidas. Esse processo consiste no desacoplamento do sistema e a equa-
ção diferencial, antes escrita em coordenadas físicas, passa a ser escrita em
coordenadas modais. A solução da dinâmica em coordenadas físicas pode ser
então escrita posteriormente na forma de uma soma ponderada das soluções
modais. Essa importante propriedade existente nas soluções dos sistemas
lineares é chamada de superposição modal e é base da aplicação de analise
modal nos mais variados problemas de dinâmica.

Outra importante propriedade exclusiva do sistemas lineares é a inde-
pendência energética dos modos, isto é, não existe variações na base modal
em relação ao nível energético do sistema. Além disso, caso um sistema
linear inicie seu movimento com toda energia concentrada em apenas um
modo (através de condições iniciais específicas), ele permanecerá com o mo-
vimento restrito a esse modo indefinidamente. Não existe troca de energia
entre os modos, uma propriedade chamada de invariância modal.

Análise modal é, provavelmente, a ferramenta de análise mais utilizada
em dinâmica de estruturas. Sua popularidade é justificada pela vasta apli-
cabilidade dos conceitos modais nos problemas mais usuais enfrentados por
engenheiros. Exemplos onde a análise modal é aplicada são: redução de mo-
delo, predição de respostas, identificação de sistemas, atualização de mode-
los, modificações estrutural, controle de vibração, diagnóstico de problemas,
acoplamento de subestruturas e monitoramento de integridade estrutural
[26, 40, 9, 8, 16, 18, 5]. Mais referências sobre análise modal e suas apli-
cações podem ser encontradas nos anais da International Modal Analysis
Conferences (IMAC).

1.3.2 Problema de valor de contorno periódico

Conforme mostrado pela Eq. (1.3.49), os movimentos síncronos dos sistemas
lineares conservativos e naturais são definidos por funções harmônicas. Desta
forma, além de serem síncronos, os movimentos são definidos também como
periódicos. Isso motiva a criação de um procedimento alternativo através de
um problema de valor de contorno periódico para se obter os MNLs, e não
de um problema de autovalor.

A principal vantagem em se trabalhar com o problema de valor de con-



16 Modos normais lineares e não-lineares

torno periódico para o cálculo dos MNLs é que essa abordagem pode ser
estendida para o cálculo dos modos normais de sistemas não-lineares, como
é explicado na Seção 1.4. Essa extensão não poderia ser feita com a aborda-
gem baseada no problema de autovalor.

Para se construir um problema de valor de contorno periódico basta que
seja adicionado uma restrição de periodicidade à equação de movimento,
resultando em ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Mq̈(t) + Kq(t) = 0, t ∈ [0, T ]
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )

, (1.3.64)

onde T corresponde ao período da solução periódica, cujo valor não é co-
nhecido a priori. A relação entre o período das soluções periódicas e as
frequências naturais do sistema é dada por T = 2π

ω . Quando comparado ao
problema de autovalor definido pela Eq. (1.3.21), o custo computacional de
se encontrar soluções de problemas de valores de contorno periódicos é sig-
nificativamente maior, fazendo com que esse procedimento alternativo não
seja utilizado na prática.

Para cada família de soluções periódicas definidas pela Eq. (1.3.49),
os parâmetros Ar e θr não foram definidos e podem ter qualquer valor real.
Conclui-se então que o problema de valor de contorno periódico definido pela
Eq. (1.3.64) é indeterminado e admite infinita soluções, uma vez que ele não
restringe nem a amplitude nem a fase da solução. Para limitar o número
de soluções do problema, pode-se adicionar duas equações de restrições ao
problema, resultando em

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mq̈(t) + Kq(t) = 0, t ∈ [0, T ]
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )
ηa(q(t), ε) = 0
ηp(q(t), γ) = 0

, (1.3.65)

onde ηa e ηp representam restrições de amplitude e fase das solução perió-
dica, respectivamente. ε e γ são termos relacionados ao nível de energia e a
fase desejada na resposta, respectivamente. Ambas as funções de restrição
poderiam ser definidas, por exemplo, através da imposição de condições ini-
ciais em um determinado grau de liberdade. O problema definido pela Eq.
(1.3.65) passa a admitir apenas n soluções, isso é, o problema passa a ter um
número de soluções igual ao número de graus de liberdade do sistema. Cada
uma das soluções representa uma das n famílias de soluções periódicas em
um dado nível energético. Uma vez obtido uma solução periódica, o MNL
relacionado a essa solução podem ser calculados através da razão entre os
deslocamentos dos graus de liberdade. Já a frequência natural do sistema
pode ser calculado a partir do período encontrado.
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Existem diversos métodos já estabelecidos na literatura que buscam so-
luções de problemas de valor de contorno periódico. Dois dos métodos mais
populares são o Método do Balanço Harmônico (MBH) e o método do tiro,
e serão tratados em detalhe nos capítulos 2 e 3 deste livro. Outros méto-
dos também utilizados são o método de diferenças finitas e o método de
mapa de Poincaré. Em ambos os casos, a equação diferencial e as restri-
ções de periodicidade são transformadas em um único sistema de equações
algébricas. As equações resultantes e as respectivas variáveis do problema
algébrico dependem do método escolhido. As restrições de amplitude e fase,
apesar de naturalmente algébricas, são também reescritas em função das
novas variáveis do problema. Aproximações para as soluções periódicas são
então obtidas, em geral, através de um método numérico como o método de
Newton-Raphson. Esse procedimento pode ser resumido como⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mq̈(t) + Kq(t) = 0
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )
ηa(q(t), ε) = 0
ηp(q(t), γ) = 0

MBH ou−−−−−−−−−→
método do tiro

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

R(x) = 0
ηa(x, ε) = 0
ηp(x, γ) = 0

Newton-−−−−−→
Raphson

x(ε, γ),

(1.3.66)
onde R corresponde ao sistema algébrico gerado pelo método escolhido e
x representa as respectivas variáveis do novo problema. Quando utilizado
o MBH, as variáveis do problema passam a ser a frequência fundamental e
os coeficientes de Fourier da solução periódica. Quando o método do tiro
é utilizado, as variáveis passam a ser o período fundamental e as condições
iniciais que possibilitam a periodicidade da solução. A solução periódica,
como pode ser vista na equação (1.3.66), depende exclusivamente dos valores
escolhidos para ε e γ. Quando o método de Newton-Raphson é escolhido
para calcular uma aproximação para a solução do problema algébrico, as
n diferentes aproximações das soluções periódicas são encontradas através
de n diferentes propostas inciais para a solução. Pelo fato do método de
Newton-Raphson ser um método local, cada proposta deve ser próximo de
cada solução periódica, caso contrário pode não haver convergência para uma
das aproximações. Muitas vezes, definir apropriadamente essas propostas
iniciais pode ser a parte mais complicada do problema.

Para sistemas lineares, o período de uma determinada família de soluções
periódicas e a relação existente entre os deslocamentos dos graus de liberdade
se mantêm a mesma, independente do valor escolhido para ε e γ. Isso é uma
característica exclusiva dos sistemas lineares e será mostrado em detalhe no
exemplo a seguir.

Exemplo 1.5. Vamos novamente considerar o sistema massa-mola defi-
nido no Exemplo 1.3. As famílias de soluções periódicas definidas pelas
Eq. (1.3.53) e Eq. (1.3.54) foram obtidas através de um problema de autova-
lor. Neste exemplo, buscaremos as mesmas soluções, no entanto, através de
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um problema de valor de contorno periódico. O método escolhido corresponde
ao MBH, que ainda será apresentado em detalhe no capítulo 2.

Iniciamos o processo de cálculo dos MNLs a partir do problema de valor
de contorno periódico definido pela Eq. (1.3.66), onde as matrizes M e K
foram definidas no Exemplo 1.3. A busca pelas soluções periódicas começa
propondo um Ansatz na forma de uma série de Fourier truncada, neste caso
contendo apenas o primeiro harmônico

q =
[
q̃1
q̃2

]
cos (ωt − θ) , (1.3.67)

onde ω = 2π
T . Neste caso, apenas o primeiro harmônico foi utilizado no An-

satz pelo fato do sistema ser linear. Posteriormente, harmônicos de ordem
mais alta serão necessários para buscar aproximações mais precisas das so-
luções periódicas dos sistemas não-lineares. é importante ressaltar também
que esse Ansatz satisfaz automaticamente as restrições de periodicidade do
problema de valor de contorno periódico. Substituindo a Eq. (1.3.67) na
equação de movimento, Eq. (1.3.50), obtêm-se[(

2 − ω2) q̃1 − q̃2(
2 − ω2) q̃2 − q̃1

]
cos (ωt − θ) =

[
0
0

]
. (1.3.68)

A Eq. (1.3.68) precisa valer para qualquer instante, o que implica em[(
2 − ω2) q̃1 − q̃2(
2 − ω2) q̃2 − q̃1

]
︸ ︷︷ ︸

R(q̃1,q̃2,ω,θ)

=
[
0
0

]
. (1.3.69)

Na Eq. (1.3.69), R (q̃1, q̃2, ω, θ) representa o sistema de equações algébricas
não-linear gerado pelo MBH, cujas variáveis são os coeficientes de Fourier,
a frequência fundamental, e possivelmente, a fase do Ansatz, apesar desta
última não ser o caso neste exemplo. No entanto, uma solução periódica
para o sistema ainda não pode ser definida utilizando apenas esse sistema
de equações, uma vez que não há uma restrição de amplitude e fase para a
solução. Para isso, pode-se definir como restrição de amplitude o valor de
algum coeficiente de Fourier, como por exemplo

ηa (q̃1, q̃2, ω, θ, ε) := q̃1 − ε = 0, (1.3.70)

que impõe que q̃1 tenha amplitude igual a ε. Para a restrição de fase, é usual
buscar soluções periódicas que tenham fase igual a zero. Isso pode ser feito
através da equação

ηp (q̃1, q̃2, ω, θ, γ) := θ − γ = 0. (1.3.71)

e impondo que γ seja igual a zero.
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Dessa forma, para obter uma solução periódica para esse sistema massa-
mola definido no Exemplo 1.3, é necessário que seja resolvido o seguinte
sistema algébrico não-linear⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
2 − ω2) q̃1 − q̃2 = 0(
2 − ω2) q̃2 − q̃1 = 0

q̃1 − ε = 0
θ = 0

. (1.3.72)

Para este caso simples, o sistema pode ser resolvido analiticamente. Como
o sistema possuí apenas dois graus de liberdade, apenas duas soluções perió-
dicas existem. As duas possíveis soluções para a Eq. (1.3.72) são⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω1 = 1
q̃1,1 = ε

q̃1,2 = ε

θ1 = 0

e

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω2 =
√

3
q̃2,1 = ε

q̃2,2 = −ε

θ2 = 0

(1.3.73)

Substituindo esses respectivos valores na Eq. (1.3.67), reconstrói-se famílias
de solução periódicas que são equivalentes às definidas pelas Eq. (1.3.53)
e Eq. (1.3.54). Nota-se que as frequências naturais do sistema, ω1 e ω2,
são constantes e independentes do nível de energia da solução (definido pelo
parâmetro ε). Como será visto a seguir, isso é uma característica exclusiva
dos sistemas lineares.

A figura 1.3 mostra as soluções periódicas obtidas para diferentes valores
de ε. Nota-se que, para a primeira família de soluções periódicas (coluna
da esquerda), todas as soluções apresentam um período igual a 2π, o que
equivale uma frequência de oscilação igual a ω1 = 1 rad/s (valor da primeira
frequência natural do sistema). Além disso, nota-se que os graus de liber-
dade se deslocam em fase e com a mesma amplitude para qualquer valor de
ε. Isso fica evidente ao plotar q2(t) em função de q1(t) para todos os valores
de ε, onde segmentos de retas com coeficientes angulares igual a 1 são ob-
tidos. Através dessa constante relação entres os deslocamentos dos graus de
liberdade, o primeiro MNL pode ser extraído e equivale a q̃1 =

[
1 1

]T
.

Os mesmos comentários podem ser feitas a segunda família de soluções
periódicas. As diferenças são que nesse caso o período das soluções é igual
a 2π/

√
3, o que equivale a uma frequência de oscilação igual a ω2 =

√
3

rad/s (segunda frequência natural do sistema), e a relação existente entre os
deslocamentos dos graus de liberdade é -1, o que permite extrair o segundo
MNL como sendo q̃2 =

[
1 −1

]T
.

1.4 Modos normais não-lineares

Várias aplicações clássicas de análise modal não podem ser estendidas para
sistemas não-lineares [24, 17]. A principal razão para isso é a não existência
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Figura 1.3: Soluções periódicas do sistema linear massa-mola de dois graus
de liberdade utilizando uma série de Fourier truncada no primeiro harmô-
nico.
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da superposição modal nas respostas dos sistemas não-lineares. Além disso,
a dependência energética nos modos não-lineares cria uma dificuldade adici-
onal, visto que uma separação temporal-espacial não é possível nas soluções.
No entanto, o conhecimento dos modos não lineares ainda é extremamente
vantajoso uma vez que traz um completo entendimento das respostas dos
sistemas no regime não-linear. Modos não-lineares são capazes de explicar
fenômenos como enrijecimento/relaxamento das oscilações, localização das
respostas, interação entre modos e definições de isolas (respostas isoladas de
forçamentos harmônicos). Exemplos dessas aplicações são apresentadas no
fim deste capítulo e no capítulo 5.

Apesar das primeiras contribuições relacionadas a modos não-lineares se-
jam atribuídas a Rosenberg ainda nos anos 60s [57, 59], essa área de pesquisa
continua bastante ativa e com grandes contribuições ocorrendo nos últimos
anos. Um grande esforço tem sido feito no desenvolvimento de procedimen-
tos robustos para o cálculos de modos normais não-lineares de sistemas com
grandes dimensões [51, 33], de sistemas não-conservativos [38, 52, 53, 35, 23],
e de aplicação destes modos em reduções de modelos [68, 7]. Do ponto
de vista numérico, procedimentos de cálculo dos MNNs para sistemas com
não-linearidades locais (não-linearidades atuantes em apenas alguns graus
de liberdade) já estão bastante maduros e robustos. No entanto, quando
considerado o caso de estruturas flexíveis, onde a não-linearidades atuantes
nos sistemas são distribuídas ao longo da estrutura (não-linearidades geo-
métricas), desafios numéricos ainda persistem e têm sido tema de estudos
[13, 66, 71, 73]. A identificação experimental dos MNNs também está em pro-
cesso de desenvolvimento, onde o método tradicional de análise modal expe-
rimental está sendo ajustado para sistemas não lineares [48, 67, 47, 54, 55, 3].
Uma revisão contendo os principais desenvolvimentos em MNNs nos últimos
anos podem ser encontrada em [34, 32, 46, 56, 1].

Atualmente existem duas definições de modos não-lineares amplamente
reconhecidas na literatura: a dos modos normais não-lineares de Rosenberg
[57, 59] e a das variedades invariantes de Shaw e Pierre [62, 63, 64]. Na
definição das variedades, os conceitos de modos não-lineares são estendidos
para os sistemas não-conservativos, o que a torna uma definição mais abran-
gente. No entanto, os procedimentos de cálculo propostos até o momento
são limitados a casos de sistemas simples e com poucos graus de liberdade.
Por outro lado, os procedimentos de cálculo dos MNNs seguindo a defini-
ção de Rosenberg estão mais evoluídos e por isso serão apresentados neste
livro. A restrição dos MNNs de Rosenberg para sistemas conservativos pode
parecer ser uma severa limitação a primeira vista, mas não é tão exclusiva
como parece. Isso porque a dinâmica de sistemas dissipativos pode, muitas
vezes, ser interpretada através da estrutura topológica e de bifurcação dos
MNNs de sistemas conservativos associados [31]. Logo, os modos de Rosen-
berg trazem importantes informações sobre a dinâmica de sistemas, sendo
eles conservativos ou não.

Os modos normais não-lineares (MNNs) definidos por Rosenberg são
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restritos a sistemas conservativos. Dessa forma, os sistemas mecânicos não-
lineares que serão abordados neste livro têm sua dinâmica modelada a partir
da seguinte equação diferencial ordinária

Mq̈(t) + Kq(t) + fnl (q(t)) = 0, (1.4.74)

onde fnl ∈ R
n é um vetor genérico de forças não-lineares que dependem

apenas dos deslocamentos do sistema.
Análogo ao caso dos sistemas lineares, busca-se inicialmente os MNNs a

partir dos movimentos síncronos dos sistema não-lineares. No entanto, a não
linearidade representada pelo vetor fnl impede que as soluções sejam escritas
através da técnica de separação de variáveis, onde os termos temporais e
espaciais podem ser escritos separadamente. Esse fato impede a criação de
um problema de autovalor, cujas respostas permitiriam o desacoplamento do
sistema. Logo, não é possível escrever a solução de um sistema não-lineares
através da superposição modal.

Para demonstrar o fato descrito acima, imagina-se que as soluções síncro-
nas dos sistemas não-lineares possam sim ser escritas através de um produto
de termos temporais e espaciais independentes. Dessa forma, propondo o
mesmo Ansatz definido pela Eq. (1.3.20) e substituindo-o na Eq. (1.4.74),
obtêm-se a seguinte equação

(
K + s2M

)
q̃est + fnl (q̃, s) = 0 (1.4.75)

No entanto, a menos que fnl seja linear, Eq. (1.4.75) não pode ser escrita
na forma de um problema de autovalor. Logo, não é possível calcular os
MNNs como a solução de um problema de autovalor como é tradicionalmente
feito para sistemas lineares. No entanto, soluções periódicas continuam a
existir para sistemas não-lineares e podem ser obtidas diretamente através da
solução de problemas de valores de contorno periódicos. Em outras palavras,
apenas o procedimento alternativo descrito na seção 1.3.2 pode ser estendido
para o cálculo de modos normas de sistemas não-lineares.

O problema de valor de contorno periódico que governa as soluções pe-
riódicas dos sistemas mecânicos não-lineares e conservativos pode ser escrito
como ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Mq̈(t) + Kq(t) + fnl (q(t)) = 0, t ∈ [0, T ]
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )

. (1.4.76)

As soluções deste problema correspondem aos MNNs segundo a definição
de Rosenberg. No entanto, assim como no caso linear, esse problema é
indeterminado e possui infinitas soluções, uma vez que não há nenhuma
restrição em relação a amplitude e a fase das soluções. Novamente, pode-se
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adicionar duas equações de restrição ao problema, resultando em⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mq̈(t) + Kq(t) + fnl (q(t)) = 0, t ∈ [0, T ]
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )
ηa (q(t), ε) = 0
ηp (q(t), γ) = 0

. (1.4.77)

Assim como no caso linear, o problema definido pela Eq. (1.4.77) passa
a ter um número finito de soluções, mas não está restrito a dimensão do
sistema. Isso significa que é possível obter em alguns casos mais de n soluções
periódicas para um determinado nível de energia. Essa é a primeira grande
diferença entre MNL e MNN.

A solução do problema definido pela Eq. (1.4.77) pode ser encontrada
da mesma forma como foi feita para o caso linear. Métodos como MBH e o
método do tiro podem transformar o problema de valor de contorno periódico
em um problema algébrico não-linear, cuja solução pode ser obtida através
de um solver como o método de Newton-Raphson.

A seguir, dois exemplos são utilizados para mostrar as principais caracte-
rísticas dos MNNs. O Exemplo 1.6 busca mostrar a dependência energética
dos MNNs através de uma aproximação simples das soluções periódicas. Já
o Exemplo 1.7 mostra aproximações mais precisas para as soluções periódi-
cas, onde as aproximações podem ter a participação harmônicos de ordem
mais elevada.

Exemplo 1.6. Para ilustrar o cálculo dos modo normais não-lineares, utiliza-
se um simples sistema massa-mola de dois graus de liberdade, semelhante ao
utilizado nos Exemplos 1.3 e 1.5, no entanto agora com uma mola não-linear
(cúbica) fixada na primeira massa. O sistema é ilustrado pela Figura 1.4 A
equação de movimento deste novo sistema é dado por[

1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

2 −1
−1 2

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

+
[
0.5q3

1(t)
0

]
︸ ︷︷ ︸

fnl(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

(1.4.78)

Este sistema não-linear apresenta um ponto de equilíbrio trivial (0, 0). O
teorema central de Lyapunov garante-se a existência de pelo menos duas fa-
mílias de soluções periódicas. Nota-se que, se este sistema estiver orbitando
com um baixo nível de energia (próximo ao centro), os respectivos desloca-
mentos q1(t) e q2(t) são pequenos e o termo não-linear da equação pode ser
desprezado por ser de ordem elevada. Logo, é esperado que o sistema não-
linear tenha um comportamento próximo ao do sistema linearizado nestas
condições. Consequentemente, é esperado que os MNNs sejam próximos aos
MNLs do sistema linearizado para orbitas de baixa energia.

Para realizar o cálculo dos MNNs nesse exemplo, utiliza-se o MBH, que
será discutido a fundo no capítulo 2. Para manter este exemplo simples,
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utiliza-se um aproximação para a solução periódica na forma de uma série de
Fourier truncada no primeiro harmônico. Essa aproximação é possivelmente
imprecisa, mas permite ilustrar analiticamente a dependência energética nos
MNNs.

O Ansatz para a solução periódica é definido como sendo

q =
[
q̃1
q̃2

]
︸ ︷︷ ︸

q̃

cos (ωt − θ) . (1.4.79)

Para simplificar as manipulações algébricas a seguir, impõe-se neste mo-
mento uma restrição de fase para a solução periódica ao definir θ = 0. Subs-
tituindo esse Ansatz na equação de movimento, obtêm-se{[(

2 − ω2) q̃1 − q̃2
]
cos ωt + 0.5q̃3

1 cos3 ωt = 0[(
2 − ω2) q̃2 − q̃1

]
cos ωt = 0

. (1.4.80)

Utilizando a identidade trigonométrica cos3 x = 3
4 cos x + 1

4 cos 3x, pode-se
reescrever a Eq. (1.4.80) como⎧⎨

⎩
[(

2 − ω2) q̃1 − q̃2 + 3
8 q̃3

1

]
cos ωt + 1

8 q̃3
1 cos 3ωt = 0[(

2 − ω2) q̃2 − q̃1
]
cos ωt = 0

. (1.4.81)

Tendo em vista que o Ansatz corresponde a uma série de Fourier truncada
na primeira ordem, o MBH exige um balanço dos coeficientes até o primeiro
harmônico, o que resulta em{(

2 − ω2) q̃1 − q̃2 + 3
8 q̃3

1 = 0(
2 − ω2) q̃2 − q̃1 = 0

(1.4.82)

Através de algumas manipulações algébricas, pode-se reescrever analitica-
mente as expressões das amplitudes q̃1 e q̃1 em função de ω⎧⎪⎨

⎪⎩
q̃1 = ±

√
8(ω2−3)(ω2−1)

3(ω2−2)

q̃2 = q̃1
2−ω2

(1.4.83)

O sistema de equações acima é indeterminado e permite infinitas soluções.
Isso porque existem três variáveis (q̃1, q̃2 e ω) e apenas duas equações. Na
primeira linha do sistema acima, a raiz quadrada resultará em valores reais
apenas para dois intervalos de ω, definidos aqui como sendo

Ω1 ∈ [1,
√

2[ e Ω2 ∈ [
√

3, +∞[ (1.4.84)

Nota-se que os valores inferiores de cada intervalo (1 rad/s e
√

3 rad/s)
correspondem às frequências naturais do sistema linearizado. Por isso, diz-
se que o intervalo Ω1 está relacionado ao primeiro modo do sistema, e o
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intervalo Ω2 está relacionado ao segundo modo do sistema. Quando ω ∈ Ω1,
as amplitudes q̃1 e q̃2 têm mesmo sinal, representando então um modo em
fase do sistema. Já quando ω ∈ Ω2, as amplitudes passam a ter sinais
opostos, o que caracteriza um modo fora de fase do sistema.

Para que o sistema definido na Eq. (1.4.83) possa a ter um número
finito de solução, é necessário que uma restrição de amplitude seja imposta
ao problema. Vale lembrar que a restrição de fase já foi incorporada à solução
quando o Ansatz foi definido impondo θ = 0. Para este exemplo, a restrição
de amplitude será incorporada restringindo a energia mecânica do sistema.
Como o sistema é conservativo, a energia mecânica é constante ao longo do
tempo. Assim, a restrição de energia mecânica será definida apenas para
t = 0, que por conta da restrição de fase θ = 0, faz com que as velocidades
de ambas as massas seja zero em t = 0. Por isso, a restrição de amplitude
se resume a restringir apenas a energia potencial elástica do sistema. Dessa
forma, a equação de restrição de amplitude pode ser escrita como sendo

ηa (q̃1, q̃2, ω, ε) =
q̃2

1
2

+
(q̃2 − q̃1)2

2
+

q̃2
2
2

+ 0.5
q̃4

1
4

− ε = 0, (1.4.85)

onde ε corresponde ao nível de energia desejado. Ao substituir as amplitu-
des q̃1 e q̃1 definidas na Eq. (1.4.83) na Eq. (1.4.85), obtêm-se uma única
equação algébrica para ω em função de ε, o que mostra a dependência ener-
gética na frequência fundamental da solução periódica. Para cada nível de
energia, existem duas soluções para ω, uma pertencendo ao intervalo Ω1 e
outra pertencendo ao intervalo Ω2. Essas soluções são mostradas na Figura
1.5 através de um gráfico Frequência-Energia. Essa ferramenta gráfica é
muito utilizada para representar soluções de MNNs. Nota-se que para va-
lores baixos de energia, as frequências fundamentais são aproximadamente
constantes e com valores próximos ao do sistema linearizado associado (1 e√

3 rad/s). Dessa forma, essa ferramenta nos permite determinar, fixado
um critério de erro, um valor máximo de energia para o qual um modelo
linear pode ser utilizado para aproximar a dinâmica de um sistema não-
linear. Neste exemplo, esse valor estaria próximo a 0.1 J. Além disso, o
gráfico Frequência-Energia nos permite visualizar se o sistema sofre um pro-
cesso de enrijecimento, quando a frequência fundamental aumenta em fun-
ção da energia, ou quando o sistema passa por um processo de relaxamento,
quando a frequência fundamental diminui com o aumento da energia. Neste
exemplo, o sistema sofre um processo de enrijecimento nos dois modos.

A partir dos valores obtidos para ω, pode-se calcular os valores das am-
plitudes q̃1 e q̃2 utilizando a Eq. (1.4.83). Isso mostra que as amplitudes
também dependem do nível de energia, visto que ω depende de ε. A de-
pendência energética nas soluções periódicas é a principal característica dos
MNNs e o que os diferem dos MNLs.

Exemplo 1.7. No exemplo anterior, Exemplo 1.6, as soluções periódicas
que caracterizam os MNNs foram aproximadas por uma série de Fourier
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Figura 1.4: Sistema massa-mola de dois graus de liberdade com uma mola
cúbica fixada na primeira massa.
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Figura 1.5: Gráfico Frequência-Energia para os dois MNNs do Exemplo 1.6.
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truncada no primeiro harmônico. Isso permitiu que uma expressão analítica
para as amplitudes dos deslocamentos e para a frequência fundamental de
oscilação em função da energia no sistema fosse obtida. No entanto, essa
aproximação utilizando apenas o primeiro harmônico se afasta da solução
periódica a medida que a energia do sistema aumenta e a não-linearidade
se torna mais expressiva. Para melhorar a aproximação, uma série de Fou-
rier truncada em ordem mais elevadas pode ser utilizada como Ansatz. Um
melhor detalhamento deste método é discutido no capítulo 2.

Neste exemplo, as soluções periódicas do sistema abordado no Exem-
plo 1.6 são calculadas utilizando um série de Fourier truncada no sexto
harmônico, o que resulta em ótimas aproximação das soluções periódicas.
Para avaliar essas aproximações para diferentes níveis de energia, um pro-
cesso de continuação numérica foi utilizada. Essa técnica e será discutida
em detalhes no capítulo 4.

As aproximações das duas famílias de soluções periódicas, estendidas a
partir dos MNLs do sistema linear associado, são mostradas na Figura 1.6.
As curvas em azul representam aproximações das soluções periódicas para
baixas energias, enquanto as curvas em vermelho representam aproxima-
ções das soluções periódicas para altas energias. Para as aproximações da
primeira família de soluções periódicas (primeiro MNN), nota-se que o pe-
ríodo da resposta é de aproximadamente 2π segundos para o menor nível de
energia, o que corresponde a uma frequência fundamental de 1 rad/s. Esse
mesmo valor encontrado foi para a primeira frequência natural do sistema
linear discutido no Exemplo 1.5, que corresponde ao sistema linear associado
ao sistema não-linear deste exemplo. No entanto, a medida que a energia
aumenta, nota-se que o período da aproximação diminui. Isso condiz com
o resultado visto na Figura 1.5, onde a frequência fundamental (ω = 2π/T )
do primeiro MNN aumenta com a energia, caracterizando assim um com-
portamento de enrijecimento. Nota-se também que os dois graus de liber-
dade se movimentam na mesma direção, e por isso caracterizam a extensão
não-linear do primeiro MNL associado. No entanto, diferentemente do caso
linear, as amplitudes dos deslocamentos não são iguais para um determinado
valor de energia, especialmente para as aproximações com altos valores ener-
géticos. Observa-se que o deslocamento q2(t) possui uma amplitude maior
que q1(t) a medida que a energia aumenta. Além disso, as curvas não são
mais puramente senoidais, já que possuem a participação de harmônicos de
ordem mais alta. Essas últimas duas características fazem com que as curvas
de q2 em função de q1 não seja mais definido por segmentos de retas como no
caso linear (consequência dos harmônicos de ordem elevada), e muito menos
tendo o mesmo coeficiente angular (dependência energética nas amplitudes).

Os mesmos comentários sobre a dependência energética nos períodos e
nas amplitudes das aproximações podem ser feitas para a segunda família de
soluções periódicas (segundo MNN). Neste caso, para baixos valores de ener-
gia, o período das aproximações é aproximadamente igual a 2π/

√
3 segundos,

o que corresponde a uma frequência fundamental de
√

3 rad/s (valor igual a
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da segunda frequência natural do sistema linear associado). Com o aumento
da energia, o período das aproximações diminui, desta vez com uma taxa
maior que as aproximações para o primeiro MNN. A taxa de crescimento
mais acelerada para a frequência fundamental do segundo MNN já tinha sido
visto no gráfico Frequência-Energia na Figura 1.5, o que mostra que a sim-
ples aproximação das soluções periódicas com apenas o primeiro harmônico
já contém valiosas informações sobre a dinâmica do sistema. Em relação
as amplitudes dos deslocamento para a segunda família de soluções periódi-
cas, nota-se que as amplitudes de q1(t) crescem rapidamente, enquanto q2(t)
mantem uma amplitude aproximadamente constante. Para os valores altos
de energia, pode-se dizer que o movimento do segundo MNN está pratica-
mente restrito ao primeiro grau de liberdade. Isso significa que o sistema
passa por um processo de localização, onde o movimento do sistema fica res-
trito a um subconjunto de graus de liberdade. Esse é o motivo pelo qual as
curvas de q2 em função de q1 sejam aproximadamente horizontais para esse
segundo MNN.

Diferentemente dos sistemas lineares, os sistemas não-lineares podem
apresentar um número maior de MNNs (família de soluções periódicas) com-
parado ao número de graus de liberdade. Para sistemas discretos, é garan-
tido através do teorema central de Lyapunov a existência de pelo menos n
famílias de soluções periódicas ao redor de um ponto de equilíbrio do sis-
tema. Além disso, para baixos níveis de energia, isso é, soluções próximas
ao um centro que define um ponto de equilíbrio, as soluções periódicas que
caracterizam cada MNN estão na vizinhança de um MNL do sistema line-
arizado. Logo, existem n família de soluções periódicas (MNN) que podem
ser vistas como extensões não-lineares das soluções periódicas do sistema
linearizado (MNLs). Isso foi mostrado ao comparar as soluções periódicas
do Exemplo 1.5 com as aproximações do Exemplo 1.7.

A medida que essas soluções periódicas se distanciam do ponto de equi-
líbrio (soluções com maiores níveis de energia), é possível que haja o surgi-
mento de novas famílias de soluções periódicas, isto é, o surgimento de novos
MNNs. Quando isso acontece, diz-se que um ponto de bifurcação foi cruzado
através a variação do parâmetro de energia. As novas famílias de soluções
periódicas que surgem após esse ponto de bifurcação representam ressonân-
cias internas, e consistem em soluções periódicas que trocam a energia entre
MNNs gradualmente. Como foi visto no Exemplo 1.7, as soluções periódicas
de sistemas não-lineares contêm a participação de harmônicos de ordem mais
elevada. Logo, como existe a dependência energética nas frequências funda-
mentais das soluções, existe também a dependência energética das frequên-
cias harmônicas, visto que essas são múltiplas da frequência fundamental.
Assim, é possível que, para um determinado valor de energia ε∗, a frequência
de algum harmônico de algum MNN se iguale a frequência de outro harmô-
nico de um outro MNN. Quando isso acontece, existe o surgimento uma nova
família de soluções periódicas (ponto de bifurcação) que representa essa in-
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Figura 1.6: Aproximações das soluções periódicas do sistema não-linear
massa-mola de dois graus de liberdade utilizando uma série de Fourier trun-
cada no sexto harmônico.
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teração entre modos. Esta nova família de soluções periódicas (novo MNN)
mostra uma gradual troca de energia entre os modos relacionados a intera-
ção modal. Esse conceito de interação entre modos (ressonância interna) é
mais fácil de ser explicado através de um exemplo.

Exemplo 1.8. Considera-se neste exemplo novamente o sistema não-linear
discutido nos Exemplos 1.6 e 1.7. No entanto, o cálculo das soluções perió-
dicas que caracterizam os MNNs foi realizado para níveis de energia maiores
que nos casos anteriores, ressaltando assim os efeitos da não-linearidade do
sistema. A ordem de truncamento das aproximações foi mantido com seis
harmônicos. A Fig 1.7 mostra o gráfico Frequência-Energia para os MMNs
essa faixa maior de energia. As duas curvas pretas correspondem as frequên-
cias fundamentais, ω1 e ω2, dos dois MNNs estendidos dos MNLs. Em azul,
como referência, mostra-se o valor da frequência do terceiro harmônico do
primeiro MNN, isto é, três vezes o valor de ω1. Para valores de energia li-
mitadas pelas linhas verticais pontilhadas, é possível observar a existência de
um laço na curva de ω1, que pode ser visto mais nítido através da curva 3ω1.
Consequentemente, para este intervalo, exste mais de 2 soluções periódicas
para cada valor de energia. Esses laços, chamados na literatura de línguas,
representam a existência de uma interação entre modos. Neste exemplo, a
interação ocorreu porque o valor do terceiro harmônico do primeiro MNN
cruzou com a frequência fundamental do segundo MNN, iniciando assim
uma troca gradativa de energia entre os modos. Essa interação é dita 3 por
1 (3:1), pois consiste na interação do terceiro harmônico com a frequência
fundamental. Vale ressaltar outras interações entre modos existem, como
por exemplo as interações 2:1 e 5:1, mas essas não foram computadas para
manter esse exemplo simples.

Para entender melhor essa interação entre modos, a Figura 1.8 mostra os
deslocamentos dos dois graus de liberdade em sete diferentes pontos da curva
ω1, tanto no ramo principal quanto na língua de interação. O ponto 1, por
representar uma solução com baixa energia, corresponde ao primeiro MNL
(modo em fase), onde a frequência é igual a 1rad/s e os graus de liberdade se
movimentam de forma senoidal, em fase e com mesma amplitude. No ponto
2, a não-linearidade já se manifesta nas solução através de um aumento da
frequência fundamental (enrijecimento), deslocamentos não-senoidais e com
amplitudes distintas. No entanto, a contribuição do primeiro harmônico
ainda é dominante nos deslocamentos neste ponto. é possível ver também
uma tendência de localização do movimento no segundo grau de liberdade,
q2(t), representado pela linha pontilhada vermelha. O ponto 3 corresponde
ao primeiro ponto analisado na língua de interação. Neste ponto, é possí-
vel observar que o deslocamento do primeiro grau de liberdade, q1(t) (linha
sólida azul), começa a ter uma participação maior do terceiro harmônico.
Esse comportamento que fica mais evidente no pronto 4. Nestes dois pon-
tos, é possível observar também uma tendência de redução da localização do
movimento em q2(t). Ao chegar no ponto 5, o movimento corresponde in-
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Figura 1.7: Gráfico Frequência-Energia mostrando a interação entre modos
(ressonância interna) do sistema não-linear massa-mola de dois graus de
liberdade.

teiramente ao segundo MNN, onde o terceiro harmônico é dominante e o
movimento é localizado em q1(t). Seguindo o caminho da língua, o ponto 6
passa a ter um comportamento semelhante ao do ponto 4, no entanto defa-
sado por π. A defasagem em MNNs é irrelevante, uma vez que ela é definida
arbitrariamente pela restrição de fase da solução. O ponto 7 já pode ser de-
finido como parte do ramo principal das soluções, isto é, fora da linha de
interação. é possível observar que este último pondo volta a ter as prin-
cipais características do primeiro MNN: primeiro harmônico dominante e
localização do movimento em q2(t).

A última característica dos MNNs discutido neste capítulo corresponde
ao conceito de estabilidade das soluções periódicas. Diferentemente dos
MNLs, os MNNs podem ser caracterizados por soluções periódicas instá-
veis. Os conceitos de estabilidade de soluções periódicas será discutido a
fundo no capítulo 3.
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Figura 1.8: Soluções periódicas em ao longo do ramo principal do primeiro
MNN e da 3:1 entre os modos representada pela língua.
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H

Figura 1.9: Sistema massa-mola linear de dois graus de liberdade.

1.5 Exercícios

1. Considere o sistema da Figura 1.9. O sistema é composto por duas
partículas de massas m1 e m2 e por duas molas lineares de rigidezes
k1 e k2 e comprimentos não-deformados l1 e l2. Para parametrizar a
dinâmica, escolhemos usar q1 e q2 para medir as posições da massas
e m1 e m2 respectivamente. Consideramos que as forças nas molas
são nulas se q1 = q2 = 0. Obtenha a dinâmica do sistema através do
método de Lagrange. Calcule os modos normais lineares do sistema a
partir de um problema de autovalor (suponha m1 = m2 = 1 e k1 =
k2 = 1).

2. Cite semelhanças e diferenças entre os MNLs e os MNNs.

3. Explique porque os MNN não podem ser calculados através de um
problema de autovalor.

4. O que são ressonâncias internas? Como elas são formadas?

5. Para um sistema não-linear, como os MNNs podem ser utilizados para
definir níveis energéticos em que modelos lineares associados são apro-
ximações aceitáveis?

6. Para um sistema discreto, quantos MNNs existem em baixos níveis de
energia? Esse número pode aumentar ou diminuir com o aumento de
energia?

7. A razão entre os deslocamentos dos graus de liberdade é constante
ao longo de uma oscilação quando um sistema vibra em um dos seus
MNL. O mesmo acontece quando um sistema vibra em um dos seus
MNN?
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Capítulo 2

Método do Balanço
Harmônico

O Método do Balanço Harmônico (MBH) busca uma aproximação para a
solução periódica de um problema de valor de contorno periódico. Essa apro-
ximação é escrita na forma de uma série de Fourier truncada, cuja ordem
de truncamento determina a precisão da aproximação. A melhora na apro-
ximação com o aumento da ordem de truncamento é baseada no teorema
de Fourier [60]. Em dinâmica de estruturas, as soluções periódicas podem
ser bem aproximadas, em geral, utilizando apenas poucos harmônicos na
série. A ordem de truncamento ideal depende, dentre outros fatores, da su-
avidade das soluções. Para um erro prescrito, quanto mais suave ela for,
menor será a ordem de truncamento necessária para aproximá-la. Sistemas
que apresentam algum tipo de descontinuidade no modelo precisam, em ge-
ral, de um maior número de harmônicos na série para terem suas soluções
periódicas bem representadas. Essa característica tem um impacto no custo
computacional do método, mas não inviabiliza sua utilização. Dessa forma,
sistemas mecânicos que apresentam molas unidirecionais e impactos podem
ser analisados, sem restrições, através do MBH.

Ao longo deste capítulo, uma suposição sobre a forma da aproximação
(a de uma série de Fourier truncada) será utilizada e chamada ao longo do
texto de Ansatz da solução. Quando este Ansatz é incorporado na equa-
ção diferencial que governa o problema, uma função resíduo é esperada uma
vez que o Ansatz corresponde a apenas uma aproximação da solução pe-
riódica. Para o caso de modos normais não-lineares (MNN) definidos de
acordo com Rosenberg (capítulo 1) [57, 58, 59], as soluções periódicas são
definidas para sistemas autônomos (cujas equações de movimento não de-
pendem explicitamente do tempo) e conservativos, o que implica em uma
inevitável periodicidade das funções resíduos. Logo, pode-se representa-las
também através de uma série de Fourier. Em resumo, o MBH exige que
a função resíduo seja ortogonal ao subespaço vetorial gerado pela base do
Ansatz. Isso consiste em impor que os coeficientes da série de Fourier da
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função resíduo sejam iguais a zero até a ordem de truncamento do Ansatz.
Para obter esse resultado, um sistema algébrico não-linear precisa ser re-
solvido, onde as incógnitas do problema são os coeficientes de Fourier e a
frequência fundamental do Ansatz. A construção das equações algébricas
consiste na principal etapa do MBH e se baseia em uma aproximação por
resíduos ponderados. Quando sistemas de grande dimensão ou contendo
complexas não-linearidades são considerados, uma solução analítica para o
sistema de equações algébricas não-linear pode não existir, exigindo assim
a necessidade da utilização de métodos numéricos para resolvê-lo, como por
exemplo, o método de Newton-Raphson.

Esse capítulo inicia com uma revisão sobre série de Fourier e um dos
possíveis erros associados a estimativa dos coeficientes através de sinais dis-
cretos, chamado aqui de mascaramento (aliasing). A consideração desse erro
é importantes para a implementação do MBH utilizando o método de Al-
ternância Frequência-Tempo (AFT), discutido no final deste capítulo. Na
seção 2.2, o MBH é apresentado através de uma abordagem por resíduos
ponderados considerando um sistema autônomo e conservativo genérico. Na
seção 2.3, o MBH é então apresentado para sistema mecânicos tipicamente
utilizados em dinâmica de estruturas. Na seção 2.4, discute-se como resolver
numericamente o sistema de equações algébricas obtido pelo MBH.

2.1 Série de Fourier

Seja x(t), x : R → R
n, uma função periódica de forma que x(t) = x(t + T )

para qualquer valor de tempo t ∈ R. A constante T > 0 representa o período
fundamental da função, isto é, o menor intervalo de tempo em que x(t) se
repete. De acordo com o teorema de Fourier, qualquer função periódica pode
ser expandida como uma soma infinita de senos e cossenos

x(t) = x̃(c)
0 +

∞∑
k=1

x̃(c)
k cos(kΩt) + x̃(s)

k sin(kΩt), (2.1.1)

onde Ω = 2π
T é a frequência fundamental e k = 1, . . . , ∞. O conjunto de ve-

tores
{

x̃(c)
0 ; x̃(c)

k ; x̃(s)
k

}∞
k=1

corresponde ao conjunto de coeficientes de Fourier
da função, e {1; cos(kΩt); sin(kΩt)}∞

k=1 consiste no conjunto de funções que
compõem a base de Fourier, escritas aqui em sua representação trigonomé-
trica. Na Eq. (2.1.1), o coeficiente x̃(c)

0 representa o valor médio do sinal. Já
x̃(c)

1 e x̃(s)
1 são os coeficientes do primeiro harmônico, e x̃(c)

k e x̃(s)
k são os coe-

ficiente de harmônicos de ordem mais elevada (k > 1). Nesta representação
de fuções periódicas, tanto os coeficientes quando as funções que compõem
a base de Fourier são reais.

Essa série de Fourier que representa x(t) não é única e pode ser reescrita
de uma forma equivalente, porém de forma mais compacta utilizando funções
e coeficientes complexos. Através da fórmula de Euler, é possível reescrever
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a Eq. (2.1.1) como

x(t) = x̃(c)
0 +

∞∑
k=1

x̃(c)
k cos(kΩt) +

∞∑
k=1

x̃(s)
k sin(kΩt)

= x̃(c)
0 +

∞∑
k=1

x̃(c)
k

2

(
eikΩt + e−ikΩt

)
−

∞∑
k=1

x̃(s)
k i
2

(
eikΩt − e−ikΩt

)

= x̃(c)
0 +

∞∑
k=1

x̃(c)
k − x̃(s)

k i
2

eikΩt +
∞∑

k=1

x̃(c)
k + x̃(s)

k i
2

e−ikΩt

=
∞∑

k=−∞
x̃(e)

k eikΩt. (2.1.2)

Na última linha da Eq. (2.1.2), os valores de k foram estendidos para valores
inteiros negativos para permitir que a série fosse escrita de forma compacta.
As relações existentes entre os coeficientes da representação trigonométrica
(x̃(c)

k e x̃(s)
k ) com os coeficientes da representação exponencial (x̃(e)

k ) da série
de Fourier são dadas por

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x̃(e)
0 = x̃(c)

0 ,

x̃(e)
k = 1

2

(
x̃(c)

k − x̃(s)
k i
)

, para k > 0
x̃(e)

k = 1
2

(
x̃(c)

−k + x̃(s)
−ki
)

, para k < 0
. (2.1.3)

Analisando os coeficientes x̃(e)
k , é possível observar a existência da pro-

priedade de espelhamento conjugado, isso é,

x̃(e)
−k = x̃(e)∗

k ,

onde ∗ representa o complexo conjugado do coeficiente. Essa propriedade
adiciona, de certa forma, uma redundância na representação exponencial.
Por isso, uma terceira representação para a série de Fourier de x(t), escrita
de forma compacta e sem essa redundância pode ser definida como

x(t) = �
{ ∞∑

k=0
x̃(r)

k eikΩt

}
,

onde ⎧⎨
⎩x̃(r)

0 = x̃(e)
0 ,

x̃(r)
k = 2x̃(e)

k , para k > 0
(2.1.4)

2.1.1 Ortogonalidade

Uma importante propriedade das funções que compõem a base de Fourier é
a ortogonalidade. Na representação trigonométrica, a ortogonalidade entre
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as funções pode ser resumida através dos seguintes produtos internos

1
T

∫ T

0
cos(jΩt) cos(kΩt)dt =

{
0, para j �= k

1/2, para j = k
(2.1.5)

1
T

∫ T

0
sin(jΩt) sin(kΩt)dt =

{
0, para j �= k

1/2, para j = k
(2.1.6)

1
T

∫ T

0
cos(jΩt) sin(kΩt)dt = 0 para qualquer j, k. (2.1.7)

Os coeficientes de Fourier podem então ser facilmente calculados a partir
desta propriedade. Realizando o produto interno entre x(t) e os elementos
da base {1; cos(kΩt); sin(kΩt)}∞

k=1, um por vez, e usando os resultados das
Eqs. (2.1.5-2.1.7), os coeficientes de Fourier podem ser escritos como

〈x(t), 1〉 =
1
T

∫ T

0
x(t)dt = x̃(c)

0

〈x(t), cos(kΩt)〉 =
1
T

∫ T

0
x(t) cos(kΩt)dt =

x̃(c)
k

2
; k = 1, . . . , ∞

〈x(t), sin(kΩt)〉 =
1
T

∫ T

0
x(t) sin(kΩt)dt =

x̃(s)
k

2
; k = 1, . . . , ∞

A ortogonalidade também pode ser mostrada para as funções base de
Fourier na representação exponencial,

{
eikΩt

}∞
k=−∞. Primeiro, é necessário

mostrar que a integral de qualquer elemento da base entre os limites 0 e T
resulta em ∫ T

0
eikΩtdt =

eik 2π
T

t

ik 2π
T

∣∣∣∣∣
T

0
=
{

T para k = 0
0 para |k| > 0

(2.1.8)

Apesar da expressão do meio na equação acima ser indeterminada para k =
0, seu limite é bem definido para k → 0. O resultado da Eq. (2.1.8) pode
ser utilizado para definir o produto interno entre quaisquer vetores da base

〈eikΩt, eimΩt〉 =
1
T

∫ T

0
eikΩte−imΩtdt

=
1
T

∫ T

0
ei(k−m)Ωtdt =

{
1 para k = m

0 para k �= m
(2.1.9)

A equação (2.1.9) mostra que a base de Fourier na representação exponencial
é ortogonal. Essa propriedade pode ser novamente utilizada para definir of
coeficiente de Fourier da Eq. (2.1.2). Multiplicando ambos os lados da
equação por e−ikΩt/T e integrando entre os limites 0 e T , obtêm-se como
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resultado

1
T

∫ T

0
x(t)e−ikΩtdt =

1
T

∫ T

0

∞∑
m=−∞

x̃(e)
m eimΩte−ikΩtdt

= x̃(e)
k +

1
T

∫ T

0

∞∑
m=−∞

m�=k

x̃(e)
m ei(m−k)Ωtdt

︸ ︷︷ ︸
=0

,

de forma que

x̃(e)
k =

1
T

∫ T

0
x(t)e−ikΩtdt. (2.1.10)

Uma vez que os coeficientes de Fourier
{

x̃0; x̃(c)
k ; x̃(s)

k

}∞
k=1

ou
{

x̃(e)
k

}∞
k=−∞

tenham sido calculados,
{

x̃(r)
k

}∞
k=0

pode ser também calculado a partir das
relações definidas pelas Eqs. (2.1.3) e (2.1.4).

Na discussão a seguir, até o final deste livro, será utilizada apenas a
representação exponencial para a série de Fourier. Por isso, os sobrescritos
(e), (s), (c) e (r) não serão mais utilizados nos coeficientes de Fourier para
diferenciar as possíveis representações.

2.1.2 Aproximação discreta

Para algumas funções periódicas, a integral definida na Eq. (2.1.10) pode não
ter uma expressão fechada. Além disso, quando trabalhando com dados ex-
perimentais, apenas algumas finitas amostras de x(t) estão disponíveis. Em
diversos casos, essas restrições podem ser superadas utilizando uma integra-
ção numérica para avaliar os coeficientes de Fourier. Uma forma eficiente de
fazer isso é através da transformação discreta de Fourier. No entanto, duas
possíveis distorções podem surgir nesta aproximação: o mascaramento (ali-
asing) e o vazamento (leakage) [8]. Apenas a primeira delas será abordada
neste livro porque se pressupõe que, para os cálculos dos modos normais não
lineares (MNN), os sinais periódicos serão amostrados com perfeita periodi-
cidade, eliminando assim a possibilidade da existência de vazamento.

Seja {xj = x(jΔt)}N−1
j=0 o conjunto de amostras de x(t) igualmente es-

paçadas com um incremento de tempo Δt = T/N ao longo do intervalo de
tempo [0, T [. Uma aproximação de tempo-discreto para os coeficientes da
série de Fourier, definidos na Eq. (2.1.10), pode ser construída utilizando
uma soma de Riemann

ˆ̃xk =
1
N

N−1∑
j=0

xje−ikΩ̄jΔt, (2.1.11)

onde Ω̄ = 2π
NΔt .

Para avaliar a qualidade e as possíveis deformações desta aproximação,
é possível estabelecer um relação entre cada coeficiente de Fourier estimado,
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ˆ̃xk, com os coeficientes de Fourier teóricos, {x̃k}∞
k=−∞. Substituindo a Eq.

(2.1.2) avaliada nos instantes de tempos discretos jΔt para j = 0, . . . , N − 1
(xj =

∑∞
r=−∞ x̃reirΩjΔt) na Eq. (2.1.11), obtêm-se

ˆ̃xk =
1
N

N−1∑
j=0

xj︷ ︸︸ ︷
∞∑

r=−∞
x̃reirΩjΔt e−ikΩ̄jΔt

=
∞∑

r=−∞
x̃r

1
N

N−1∑
j=0

e−i(kΩ̄−rΩ)jΔt

=
∞∑

r=−∞
x̃rK1(kΩ̄ − rΩ) (2.1.12)

onde

K1(Ω) =
1
N

N−1∑
j=0

e−iΩjΔt (2.1.13)

A equação (2.1.12) mostra que cada coeficiente de Fourier estimado, ˆ̃xk,
pode ser escrito como uma soma ponderada dos coeficientes de Fourier teóri-
cos, {x̃r}∞

r=−∞, cujos pesos na soma são definidos pela função kernel K1(Ω).
é importante notar que ambos os termos {x̃r}∞

r=−∞ e K1(kΩ̄ − rΩ) na soma
ponderada são complexos. Após algumas manipulações algébricas, é possível
reescrever K1(Ω) em uma forma mais conveniente, evidenciando a respectiva
amplitude e fase da função. Além disso, K1(Ω) pode ser reescrita utilizando
uma variável adimensional u = ΩΔt

2π . Assim, a função de kernel K1(u) se
torna

K1(u) =
sin Nπu

N sin πu
e−iπ(N−1)u

= DN (u)e−iπ(N−1)u. (2.1.14)

onde
DN (u) =

sin Nπu

N sin πu

Na Eq. (2.1.14), a magnitude da função K1 é representada pelo valor
absoluto da função DN , chamada de função kernel de Dirichlet. Para melhor
compreender a forma desta função, gráficos de |DN | são apresentados na
Figura 2.1 para diferentes valores de N . As principais observações a serem
feitas em relação a essa função são:

• |DN | é periódico e com período igual a 1;

• é possível definir um intervalo de simetria u ∈ [−1/2, 1/2] em que os
limites do intervalo correspondem a frequência de Nyquist (Ω = 1

2
2π
Δt →

u = 1
2), metade da frequência de amostragem.
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Figura 2.1: Gráfico esquemático da função kernel de Dirichlet com N = 20,
100 e 2000 amostras.

• O valor máximo global de |DN | é igual a 1 e ocorre uma vez a cada
período da função (u = . . . , −1, 0, 1, . . . ).

• Para N → ∞,

lim
N→∞

|DN |(u) =
{

1, para u = 0, ±1, ±2, . . .

0, outros valores de u

Considerando essas quatro características da função |DN |, o possível erro de
mascaramento causado pelo aproximação discreta dos coeficiente de Fourier
é agora discutido. Como definição, o mascaramento é uma distorção que
ocorre ao analisar sinais que foram discretizados a uma certa frequência de
amostragem e que possuem contribuições de frequências acima da frequência
de Nyquist, isso é, acima da metade da frequência de amostragem. Quando
esse é o caso, essas contribuições aparecem erroneamente espelhadas pela
frequência de Nyquist em frequências menores. Essa distorção é explicada
principalmente pela periodicidade dos picos em |DN |. Exemplos com sinais
senoidais são apresentados a seguir para ilustrar essa deformação.

Exemplo 2.1. Seja x(t) uma onda senoidal com amplitude unitária e frequên-
cia f , amostrada a uma taxa fixa de 10 Hz durante 2 segundos. Os gráficos
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apresentados na parte superior da Figura 2.2 mostram x(t) (em linha solida)
para três frequências diferentes (f = 2, 4 e 6 Hz). Os respectivos sinais amos-
trados correspondem às amostras {xj}19

j=0 representadas nos mesmos gráficos
por pontos. Considerando as frequências dos sinais x(t) e as frequências de
amostragem, pode-se garantir que o sinal discreto composto pelas amostras
são periódicos, eliminando assim a possibilidade de vazamento (uma outra
distorção que pode existir ao estimar os coeficientes de Fourier a partir de
sinais finitos).

Como todos os sinais analisados nesse exemplo são ondas senoidais, a
magnitude de todos os coeficientes de Fourier deveriam ser iguais a zero,
exceto |x̃−1| = |x̃1| = 0.5, que correspondem aos coeficientes relacionados à
frequência fundamental do sinal. Utilizando a Eq. (2.1.11) e as amostras
dos sinais, as aproximações discretas dos coeficientes de Fourier podem ser
calculadas. Os respectivos resultados são mostrados na parte inferior da
Figura 2.2. Pode-se observar que a aproximação é perfeita para os casos onde
f = 2 e 4 Hz, mas um resultado errado é obtido para f = 6 Hz. Neste caso,
a amplitude em ±4 Hz deveria ser zero e não 0.5 como mostra o gráfico.
Esse erro (o mascaramento) já era esperado uma vez que a frequência da
onda senoidal é maior que a frequência de Nyquist (6 > 10

2 Hz).
Através da Eq. (2.1.12), pode-se mostrar que os coeficientes de Fourier

neste exemplo podem ser escritos como

ˆ̃xk = x̃−1K1(kΩ̄ + 2πf) + x̃1K1(kΩ̄ − 2πf).

Na Figura 2.3, mostra-se os valores de K1(kΩ̄ − 2πf) e K1(kΩ̄ + 2πf) para
f = 6. Nesses gráficos, pode-se observar que os picos que antes se encon-
travam em ±10 Hz, isso é, fora do intervalo básico de [-5, 5] Hz, passaram
a se posicionar em ±4 Hz, isso é, dentro do intervalo básico de [-5, 5] Hz.
Essa translação de 6 Hz em K1, somada ao fato desta função ter uma perio-
dicidade igual a 10 Hz, explica graficamente o surgimento do mascaramento
para o caso em que f = 6 Hz.

Uma importante observação em relação ao mascaramento em procedi-
mentos experimentais é que, uma vez amostrado o sinal (temporalmente dis-
cretizado), nada mais pode ser feito para atenuar essa deformação. Dessa
forma, funções periódicas que contenham contribuições de frequências acima
da frequência de Nyquist devem passar por um filtro analógico passa-baixa
(anti-mascaramento) antes de passar pelo processo de discretização. Caso
contrário o erro estará presente no sinal discreto.

2.2 Abordagem de resíduos ponderados

O objetivo do método do Balanço Harmônico (MBH) é obter uma aproxima-
ção precisa das soluções de problemas de valor de contorno periódicos. Por
isso, retoma-se agora ao problemas em questão, definido na Eq. (1.4.76), que
corresponde ao problema de valor de contorno periódico que define os modos
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Figura 2.2: Exemplo de mascaramento a partir de ondas senoidais.
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Figura 2.3: Valores de K1(kΩ̄ − 6) e K1(kΩ̄ + 6) para explicar o mascara-
mento.
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normais não-lineares (MNN) de sistemas mecânicos não-lineares, autônomos
e conservativos⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Mq̈(t) + Kq(t) + fnl (q(t)) = 0, t ∈ [0, T ]
q(0) = q(T )
q̇(0) = q̇(T )

. (2.2.15)

Este problema é composto por uma equação diferencial, definida sobre um
determinado intervalo de tempo, somada a duas restrições de periodicidade.
O objetivo deste capítulo é obter uma aproximação para a solução este pro-
blema utilizando o MBH. Uma solução analítica para a Eq. (2.2.15) é, em
geral, impossível de ser obtida por conta do termo não-linear da equação
diferencial. Isso motiva a procura por uma boa aproximação para a solução,
mas que seja governada por um problema menos restritivo que o imposto
pela Eq. (2.2.15). Essa alternativa é discutida agora e corresponde a um
método de resíduos ponderados, no qual MBH é um caso particular.

Inicia-se propondo uma aproximação para a solução da Eq. (2.2.15),
escrita na forma de uma combinação linear

qB (t, {βk}) =
B∑

k=1
βkbk(t), (2.2.16)

onde o conjunto {bk(t)}B
k=1 corresponde a uma base de funções escolhida para

a aproximação e {βk}B
k=1 ∈ R

n corresponde a um conjunto de coeficientes
a ser determinado para aproximar qB (t, {βk}) em q(t) dentro do intervalo
t ∈ [0, T ]. Ao substituir a Eq. (2.2.16) na equação diferencial do problema
definido na Eq. (2.2.15), um resíduo é esperado uma vez que qB (t, {βk}) é
apenas uma aproximação. Essa função resíduo pode ser então definido como
sendo

rB (t, {βk}) = Mq̈B (t, {βk}) + KqB (t, {βk}) + fnl (qB (t, {βk})) . (2.2.17)

Caso rB (t, {βk}) = 0 para t ∈ [0, T ] e as restrições de periodicidade sejam
satisfeitas simultaneamente, a aproximação passa a ser a solução periódica do
problema. No entanto, esse não é geralmente o caso. Ao invés de exigir que
o resíduo rB (t, {βk}) seja zero para todo t ∈ [0, T ] (a chamada formulação
forte do problema), é possível definir uma exigência mais branda em que a
média ponderada do resíduo precise ser zero para o intervalo t ∈ [0, T ] (a
chamada formulação fraca do problema). Matematicamente, essa exigência
mais branda pode ser representada pela equação

〈ρj , rB〉 =
1
T

∫ T

0
ρj(t)rB (t, {βk}) dt = 0 for j = 1, . . . , B (2.2.18)

onde {ρj(t)}B
j=1 corresponde a um conjunto de funções peso. A Eq. (2.2.18)

define que o resíduo precisa ser ortogonal à função peso. Quando as fun-
ções que definem a base da aproximação ({bk(t)}B

k=1) e as funções peso
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Método Base do subespaço
da aproximação {bk}

Funções peso {ρj}

Balanço Harmônico Base de Fourier Base de Fourier
Colocação trigonométrica Base de Fourier Distribuições de delta de

Dirac
Colocação ortogonal Polinômios de Lagrange Distribuições de delta de

Dirac

Tabela 2.1: Métodos de resíduo ponderados populares

({ρj(t)}B
j=1) são escolhidas, a integração definida na Eq. (2.2.18) remove

a dependência temporal do problema, resultando em um sistema de equa-
ções algébricas a ser resolvido em função dos coeficientes {βk}B

k=1. Uma
vez que o sistema de equações algébricas é (em geral) não-linear, sua solu-
ções é obtida na prática utilizando métodos numéricos, como por exemplo,
o método de Newton-Raphson.

O que distingue os vários tipos de métodos de resíduo ponderado é a
escolha das funções peso e das funções que compõem a base da aproxima-
ção. Uma particularidade do MBH é o fato dele utilizar as mesmas funções
tanto para a base da aproximação quanto para os pesos, o que o torna um
método de Galerkin. O MBH utiliza uma base de Fourier para a aproxi-
mação, o que é de grande vantagem para o problema de valor de contorno
periódico uma vez que a restrição de periodicidade é automaticamente sa-
tisfeita. Além disso, ao utilizar a base de Fourier, o MBH apresenta uma
alta taxa convergência para a maioria das soluções periódicas, o que o faz
um método eficiente computacionalmente, especialmente para o caso de sis-
temas mecânicos de grande dimensão. Outros métodos populares de resíduo
ponderado são apresentados na Tabela 2.1 com as respectivas funções de
base do subespaço da aproximação e as funções de peso.

2.3 MBH para problemas de mecânica dos sólidos

Na seção anterior, foi mostrado como uma aproximação da solução de um
problema de valor de contorno periódico pode ser obtida a partir de uma
formulação fraca para o problema, construída a partir de um método de
resíduos ponderados. Nessa seção, discute-se em detalhe o MBH, que cor-
responde a escolha de funções de Fourier tanto para a base do subespaço da
aproximação quanto para as funções peso.

O MBH inicia propondo a aproximação da solução periódica na forma
de uma série de Fourier truncada até uma ordem H. Essa aproximação é
chamada aqui de Ansatz e pode ser escrita na sua forma exponencial como
sendo

qH (t, Ω, {q̃k}) =
H∑

k=−H

q̃keikΩt. (2.3.19)



46 Método do Balanço Harmônico

Onde Ω = 2π
T é a frequência fundamental de qH e {q̃k}H

k=−H corresponde ao
conjunto de coeficientes de Fourier do Ansatz. Ao comparar a Eq. (2.3.19)
com a Eq. (2.2.16), é possível observar que ambas são escritas na forma de
uma combinação linear. As funções da base do subespaço da aproximação
{bk(t)}B

k=1 e os coeficientes {βk}B
k=1 na Eq. (2.2.16) foram substituídas pelas

funções de Fourier
{

eikΩt
}H

k=−H
e pelos coeficientes de Fourier {q̃k}H

k=−H ,
respectivamente. O total de termos na combinação linear na Eq. (2.3.19) é
B = 2H + 1. Uma das principais vantagens de se utilizar a base de Fourier
para definir o subespaço da aproximação é o fato das funções serem periódi-
cas, fazendo com que a aproximação satisfaça automaticamente as restrições
de periodicidade do problema de valor de contorno periódico. O objetivo
do MBH passa a ser então definir os coeficientes de Fourier {q̃k}H

k=−H de
forma que qH se aproxime da solução periódica a medida que a ordem de
truncamento H aumente.

Ao substituir o Ansatz e as respectivas derivadas temporais na equação
diferencial da Eq. (2.2.15), uma função resíduo semelhante a Eq. (2.2.17) é
encontrada e pode ser definida como sendo

rH (t, Ω, {q̃k}) =
H∑

j=−H

Sj(Ω)︷ ︸︸ ︷[
−(jΩ)2M + K

]
q̃jeijΩt + fnl (t, Ω, {q̃k}) . (2.3.20)

Na Eq. (2.3.20), a matrix Sj(Ω) corresponde a uma matrix de rigidez di-
nâmica de um sistema linear conservativo associado avaliada na j-ésima
frequência harmônica (jΩ). Como o vetor de forças não-lineares depende
apenas do Ansatz explicitamente, ele também pode ser considerado aqui
como sendo periódico e escrito em uma série de Fourier, permitindo que o
resíduo seja reescrito como

rH (t, Ω, {q̃k}) =
∞∑

j=−∞
r̃j (Ω, {q̃k}) eijΩt (2.3.21)

onde

r̃j (Ω, {q̃k}) =
{

f̃nl,j (Ω, {q̃k}) para |j| > H

Sj(Ω)q̃j + f̃nl,j (Ω, {q̃k}) para |j| ≤ H
(2.3.22)

O vetor r̃j representa o j-ésimo coeficiente de Fourier do resíduo, enquanto
f̃nl,j (Ω, {q̃k}) representa o j-ésimo coeficiente de Fourier do termo não-linear.
Uma importante observação deve ser feita em relação aos limites da soma-
tória na Eq. (2.3.21). Apesar do Ansatz ser escrito como uma sério de
Fourier truncada na ordem H, o coeficiente de Fourier da força não-linear
pode conter harmônicos maiores que H, os chamados superharmônicos. Por
isso, o resíduo pode apresentar harmônicos maiores que H, fazendo com
que os limites do somatório tenham que ser estendidos para ±∞. O termo
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não-linear pode gerar também subharmônicos, isso é, coeficientes de Fourier
relacionados a frequências que são divisões inteiras da frequência fundamen-
tal do Ansatz. No entanto, esse caso já é contabilizado pela Eq. (2.3.21)
pelo fato da frequência fundamental do Ansatz não ser imposta e poder ter
como valor qualquer divisão inteira da frequência fundamental da solução
periódica.

De acordo com os métodos de resíduos ponderados, o Ansatz deve sa-
tisfazer a equação diferencial apenas na forma de uma média ponderada no
intervalo t ∈ [0, T ]. Para o caso do MBH, onde tanto a base do subespaço
do Ansatz quanto as funções peso correspondem a funções de Fourier, a Eq.
(2.2.18), que corresponde a formulação fraca do problema, pode ser reescrita
como sendo ∫ T

0
rH(t)e−imΩtdt = 0 for m = −H, . . . , H (2.3.23)

A integral na Eq. (2.3.23) corresponde a uma projeção do resíduo no subes-
paço gerado pela base de Fourier do Ansatz, o que elimina a dependência
temporal do problema. Por isso, o MBH é muitas vezes chamado também
de método de projeção Fourier-Galerkin. Considerando a ortogonalidade dos
vetores da base de Fourier e considerando também a imposição do MBH de
que o resíduo precisa ser ortogonal ao subespaço gerado pela base de Fourier
do Ansatz, a Eq. (2.3.23) resulta em um sistema de equações algébricas não-
lineares. Substituindo o resíduo definido pela Eq. (2.3.21) na Eq. (2.3.23),
obtêm-se

∫ T

0

⎡
⎣ ∞∑

j=−∞
r̃j (Ω, {q̃k}) eijΩt

⎤
⎦ e−imΩtdt = 0

∞∑
j=−∞

∫ 2π

0
r̃j (Ω, {q̃k}) ei(j−m)τ dτ = 0

r̃m (Ω, {q̃k}) = 0 for m = −H, . . . , H.

(2.3.24)

A Eq. (2.3.24) corresponde a um conjunto de equações algébricas, chamadas
aqui de equações do balanço harmônico. Elas mostram que o MBH impõe
que os coeficiente de Fourier da função resíduo precisam ser zero até a ordem
de truncamento H, o que implica que o Ansatz está balanceado em cada
harmônico até H. Como a representação exponencial foi utilizada na série de
Fourier que definiu o Ansatz, a Eq. (2.3.24) apresenta algumas redundâncias
que podem ser eliminadas. Os coeficientes de Fourier da função resíduo têm
a propriedade de espelhamento conjugado, o quem implica em � {r̃m} =
� {r̃−m} e � {r̃m} = −� {r̃−m}. Por isso, é suficiente resolver a Eq. (2.3.24)
somente para m ≥ 0.

As equações do balanceamento harmônico a serem resolvidas formam um
sistema de equações algébricas não-linear que pode ser escrito em uma forma
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compacta como

RHB (u) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r̃0 (u)
� {r̃1 (u)}
� {r̃1 (u)}

...
� {r̃H (u)}
� {r̃H (u)}

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0, (2.3.25)

onde u = [q̃−H , . . . , q̃0, . . . , q̃H , Ω] representa o vetor com as incógnitas a
serem definidas. No total são (2H + 1)n equações algébricas não-lineares a
serem resolvidas em relação aos (2H + 1) coeficientes de Fourier do Ansatz,
q̃k ∈ C

n, e em relação a frequência fundamental, Ω ∈ R, simultaneamente.
Uma vez que os coeficientes q̃−k e q̃k possuem também a propriedade de
espelhamento conjugado, apenas (2H + 1)n parâmetros independentes pre-
cisam ser encontrados para definir todos os coeficientes de Fourier. Isso é,
apenas as partes reais e imaginárias de q̃k para k ≥ 0 precisam ser defi-
nidas. Por isso, o vetor de incógnitas pode ser redefinido e reduzido para
u = [q̃0, � {q̃1} , � {q̃1} , . . . , � {q̃H} , � {q̃H} , Ω]. Assim a redundância pre-
sente nos coeficientes de Fourier negativos são eliminados do problema.

Como foi discutido extensivamente no capítulo 1, o sistema definido na
Eq. (2.3.25) possui infinitas soluções, já que nenhuma restrição sobre a
amplitude ou fase do Ansatz foi imposta. Por isso, duas equações algébricas
adicionais precisam ser incorporadas ao problema.

A primeira delas, uma restrição de amplitude, pode ser definida através
da equação

ηa(u, ε) =
H∑

k=1
(q̃∗

k)T Mq̃k − ε = 0 (2.3.26)

onde ε é um coeficiente relacionado à energia que se deseja ter na aproxima-
ção da solução periódica. O sobrescrito ∗ representa o complexo conjugado
do coeficiente de Fourier. A Eq. (2.3.26) corresponde a uma normalização
de massa modal. Diferentemente do caso linear, onde apenas o coeficiente
de Fourier da frequência fundamental é utilizada, a normalização definida
na Eq. (2.3.26) utiliza coeficiente relacionados a harmônicos de ordem mais
alta. Isso ocorre porque q̃1 pode ser reduzido a zero para alguns valores de
ε (por exemplo em casos de interação modal, isso é, ressonância interna).

A segunda equação adicional necessária, que corresponde a uma restrição
de amplitude, pode ser definida impondo a velocidade inicial de algum grau
de liberdade do sistema. Matematicamente, isso pode ser feito através da
seguinte equação

ηp(u) =
H∑

k=1
keT

i � {q̃k} = 0 (2.3.27)

onde ei ∈ R
n corresponde a um vetor unitário com todas as entradas iguais

a zero, exceto a i-ésima, cujo valor é 1. Na equação (2.3.27), i pode ter
qualquer valor entre 1 e n.
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Juntas, as equações de balanço harmônico, Eq. (2.3.25), a restrição
de amplitude, Eq. (2.3.26), e a restrição de fase, Eq.(2.3.27), formam um
sistema de equações algébricas capaz de fornecer uma aproximação para a
solução do problema de valor de contorno periódico, Eq. (1.4.76). Esse
sistema pode ser definido, de forma compacta, através da equação

R̄HB(u, ε) =

⎡
⎢⎣RHB (u)

ηa(u, ε)
ηp(u)

⎤
⎥⎦ = 0. (2.3.28)

2.4 Solução das equações do MBH

Soluções analíticas para o problema definido na Eq. (2.3.28) são limitadas
a sistemas de pequena dimensões (poucos graus de liberdade) e com não-
linearidades simples. Exemplos desses sistemas são o oscilador de Duffing
discutido em diversos livros de dinâmica não-linear [44] e o sistema massa-
mola discutido no Exemplo 1.6. Para a maioria dos outros sistemas, somente
aproximações numéricas são possíveis. Nesta seção será suposto que o pa-
râmetro de energia ε presente na restrição de amplitude é uma constante
conhecida. Assim, é preciso levar em conta que o número de equação no
sistema da Eq. (2.3.28), (2H + 1)n + 2, é maior que o número de incógnitas
do problema, (2H + 1)n + 1.

O método de Newton-Raphson é o método numérico mais popular para
resolver o problema algébrico da Eq. (2.3.28) e por isso será o adotado
a seguir. Ele corresponde a um método local que atualiza recursivamente
uma determinada proposta inicial para a solução até que ela convirja para
a mesma (dentro de uma certa tolerância de erro). O método de Newton-
Raphson é um método de aproximaçẽs de rápida convergência caso uma boa
proposta inicial da solução seja fornecida. Caso contrário, a convergência
não é garantida. Por isso, fornecer uma boa proposta inicial para a solução
do problema é fundamental para se obter a aproximação periódica desejada.
Em geral, os modos normais lineares (MNL) e a frequência natural do sistema
linear associado são um bom ponto de partida para definir a proposta inicial
dos MNN. Caso a energia de interesse do MNN seja muito alta a ponto da
solução periódica se distanciar significativamente do MNL, um possível pro-
cedimento consiste em buscar diversas soluções periódicas, cada uma tendo
um incremento no nível de energia quando comparada a anterior, partindo
de uma solução de baixa energia até uma solução de alta energia. Esse pro-
cedimento pode ser eficientemente implementado através de do processo de
continuação numérica, tema que será discutido em detalhes no capítulo 4.

O método de Newton-Raphson corrige uma proposta inicial para a solu-
ção expandindo R̄HB em uma série de Taylor ao redor da solução

(
u(0) + Δu(0)

)
,

onde u(0) é a proposta inicial para a solução e Δu(i) é a correção necessária.
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Essa expansão em série de Taylor corresponde a

R̄HB

(
u(0) + Δu(0)

)
= R̄HB

(
u(0)

)
+

∂R̄HB

∂u

∣∣∣∣∣
u(0)

Δu(0)+ζ
(
u(0), Δu(0)

)
= 0,

onde ζ
(
u(0), Δu(0)

)
corresponde aos termos de ordem elevada. Supondo

que a proposta inicial seja perto o suficiente da solução, a correção Δu(0) se
torna pequena e os termos de ordem elevada pode ser descartados. Como
resultado, uma estimativa para a correção Δu(0) pode ser definida como a
solução de um sistema algébrico linear

Δû(0) ≈ −
(

∂R̄HB

∂u

∣∣∣∣∣
u(0)

)†
R̄HB

(
u(0)

)
, (2.4.29)

onde a matriz ∂R̄HB
∂u reune todas as derivadas parciais de R̄HB em relação a

u. Essas derivações parciais podem ser computadas analiticamente ou nume-
ricamente a partir de um método de diferenças finitas. Soluções analíticas re-
sultam em melhorias significativas no custo computacionais e na precisão nu-
mérica e por isso devem ser priorizadas. A matriz

(
∂R̄HB

∂u

∣∣∣
u(0)

)†
corresponde

a pseudo inversa da matriz com as derivadas parciais avaliada em u(0). A
matriz pseudo inversa foi necessária para estimar Δu(0) porque ∂R̄HB

∂u corres-
ponde a uma matriz retangular com dimensão [(2H+1)n+2]×[(2H+1)n+1].
A Eq. (2.4.29) corresponde a uma aproximação porque os termos de ordens
elevadas ζ

(
u(0), Δu(0)

)
que foram negligenciados possuem um valor não

nulo quando R̄HB é não-linear.
Como apenas uma estimativa do termo de correção é fornecido pela Eq.

(2.4.29), dificilmente a soma u(0)+Δû(0) resultará na aproximação u (dentro
da margem e erro estipulada). Por isso, um esquema recursivo deve ser
implementado. A cada nova iteração, a nova proposta para a solução u(i+1)

pode ser definida através de

u(i+1) = u(i) + Δû(i).

A convergência é atendida quando
∥∥∥RHB

(
u(i+1)

)∥∥∥ < ε, onde ε é a tolerân-
cia de erro definida. Neste momento o processo iterativo é finalizado e a
aproximação considerada para o problema passa a ser u(i+1). é importante
definir um número limite para a quantidade de iterações, uma vez que a pro-
posta inicial pode ser dada em uma região onde a convergência do método
de Newton-Raphson não ocorrre.

Exemplo 2.2. O objetivo deste exemplo é ilustrar o procedimento de cálculo
necessário para obter uma aproximações da solução de um problema de valor
de contorno periódico utilizando o MBH. O sistema analisado corresponde ao
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mesmo sistema massa-mola não-linear de dois graus de liberdade discutido
no Exemplo 1.6, cuja dinâmica foi modelada através da equação diferencial

[
1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

2 −1
−1 2

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

+
[
0.5q3

1(t)
0

]
︸ ︷︷ ︸

fnl(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

. (2.4.30)

O ponto de partida para obter a aproximação de uma solução periódica
deste sistema corresponde em definir a ordem de truncamento do Ansatz.
Para manter o exemplo o mais simples possível, utiliza-se aqui uma ordem de
truncamento H = 1. Através da definição do Ansatz dada pela Eq. (2.3.19),
e utilizando a propriedade de espelhamento conjugado dos coeficientes de
Fourier, o Ansatz pode ser escrito como sendo

qH (t, Ω, q̃0, q̃1) = q∗
1e−iΩt + q0 + q1eiΩt.

Para obter a aproximação da solução periódica, a frequência fundamental Ω e
os coeficientes de Fourier q̃0 e q̃1 precisam ser definidos. Isso é feito através
da solução do sistema algébrico definido na Eq. (2.3.28), composto pelas
equações de balanço harmônico, pela restrição de amplitude e pela restrição
de fase. Isso é, o seguinte problema algébrico precisa ser resolvido

R̄HB(u, ε) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r̃0 (u)
� {r̃1 (u)}
� {r̃1 (u)}

ηa(u, ε)
ηp(u)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0, (2.4.31)

onde r̃0 e r̃1 são os coeficientes de Fourier da função resíduo, definidos a
partir da Eq. (2.3.22), e u =

[
q̃T

0 , �
{

q̃T
1

}
, �
{

q̃T
1

}
, Ω
]T

corresponde ao ve-
tor de incógnitas do problema. Para este exemplo será usado arbitrariamente
um valor fixo e igual a 10 para o parâmetro de energia ε.

O problema definido pela Eq. (2.4.31) é resolvido a seguir numerica-
mente. O método de Newton-Raphson é utilizado para isso. Dessa forma,
é necessário que seja fornecido uma boa proposta inicial para as incógnitas
do problema. Essa proposta pode ser composta pelos modos normais linea-
res (MNL) e pela frequências naturais do sistema linear associado. Através
do Exemplo 1.3, mostrou-se que a primeira frequência natural desse sistema
linear associado corresponde a 1 rad/s e que para o primeiro MNL as duas
massas do sistema se deslocam com mesma amplitude e fase. Assim, pode-se
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definir uma boa aproximação inicial para u como sendo

u(0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q̃(0)
0

�
{

q̃(0)
1

}
�
{

q̃(0)
1

}
Ω(0)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0√
20
2√
20
2
0
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Nota-se que essa proposta inicial supõe que a aproximação periódica para
cada grau de liberdade corresponde a uma função cosseno, com amplitude√

20
2 , mesma fase (0 rad) e frequência de oscilação igual a 1 rad/s. A ampli-

tude de
√

20
2 foi escolhida para que (q̃∗

1)T Mq̃1 = ε = 10, satisfazendo assim a
restrição de amplitude do problema com esta proposta inicial. Como a parte
imaginária de todos os coeficiente de Fourier são zero nesta proposta inicial,
a restrição de fase do problema também é satisfeita.

Uma vez definida a proposta inicial para u, avalia-se então se ela satisfaz
o problema, isso é, se ela é solução (dentro de uma tolerância de erro) da
Eq. (2.4.31). Para isso, é necessário avaliar r̃0(u(0)) e r̃1(u(0)). De acordo
com a Eq. (2.3.22),

r̃0(u) = S0(Ω)q̃0 + f̃nl,0(Ω, q̃0, q̃1) (2.4.32)
r̃1(u) = S1(Ω)q̃1 + f̃nl,1(Ω, q̃0, q̃1) (2.4.33)

Os termos S0(Ω)q̃0 e S1(Ω)q̃1 na equação acima são simples de serem cal-
culados e dependem apenas da parte linear do sistema e de u. A real difi-
culdade consistem em avaliar os coeficientes de Fourier da força não linear
f̃nl,0(Ω, q̃0, q̃1) e f̃nl,1(Ω, q̃0, q̃1). Como a dimensão do sistema neste exemplo
é pequena (n = 2), a não linearidade é simples (função cúbica) e a ordem de
truncamento do Ansatz é pequena (H = 1), esses coeficientes serão calcula-
dos aqui analiticamente. Caso a complexidade fosse maior, um procedimento
numérico seria necessário para calcular esses coeficientes, o que será o tema
da próxima seção.

Considerando o modelo do sistema definido na Eq. (2.4.30) e o Ansatz
para a solução periódica, a força não-linear do sistema é escrita, no domínio
do tempo, como sendo

fnl(t, Ω, q̃0, q̃1) =
[
0.5
0

]
q3

H(t, Ω, q̃0, q̃1)

=

⎡
⎣0.5

(
q̃∗

1,1e−iΩt + q̃0,1 + q̃1,1eiΩt
)3

0

⎤
⎦

=
[
fnl(t, Ω, q̃0, q̃1)

0

]
,
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onde q̃0,1 e q̃1,1 correspondem as primeiras entradas dos vetores dos coefici-
entes de Fourier q̃0 e q̃1, respectivamente. Expandindo o termo ao cubo de
fnl e coletando os termos de mesma potência, essa força não-linear pode ser
reescrita como

fnl(t, Ω, q̃0, q̃1) = 0.5
{(

q̃∗
1,1

)3
e−3iΩt + 3

(
q̃∗

1,1

)2
q̃0,1e−2iΩt+

+3
[
q̃∗

1,1q̃2
0,1 +

(
q̃∗

1,1

)2
q̃1,1

]
e−iΩt +

+
(
q̃3

0,1 + 6q̃∗
1,1q̃0,1q̃1,1

)
+

+3
(
q̃2

0,1q̃1,1 + q̃∗
1,1q̃2

1,1

)
eiΩt +

+3q̃0,1q̃2
1,1e2iΩt + q̃3

1,1e3iΩt
}

. (2.4.34)

A partir desta equação, os coeficientes de Fourier da força não-linear apare-
cem explícitos. Nota-se que apesar do Ansatz ter sua ordem de truncamento
H = 1, a força não-linear tem coeficiente não-zero até o terceiro harmônico.
Os coeficientes f̃nl,0 e f̃nl,1 necessários na Eq. (2.4.33) podem ser então de-
finidos a partir da Eq. (2.4.34) como sendo

f̃nl,0(Ω, q̃0, q̃1) =
[
0.5
(
q̃3

0,1 + 6q̃∗
1,1q̃0,1q̃1,1

)
0

]
,

f̃nl,1(Ω, q̃0, q̃1) =
[
1.5
(
q̃2

0 q̃1 + q̃∗
1 q̃2

1
)

0

]
. (2.4.35)

Substituindo a Eq. (2.4.35) na Eq. (2.4.33) e utilizando a definição de Sj(Ω)
apresentada na Eq. (2.3.20), os coeficientes de Fourier da função resíduo
para a proposta inicial podem ser calculados, resultando em

r̃0(u(0)) =
[
0
0

]

r̃1(u(0)) =
[
−16.77

0

]

Já as restrições de amplitude e fase para a aproximação periódica consi-
derando a proposta inicial pode ser avaliado a partir das Eqs. (2.3.26) e
(2.3.27), respectivamente. Como dito anteriormente, ambas as restrições
são satisfeitas para essa proposta inicial, resultando em ηa

(
u(0), 10

)
= 0 e
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ηp

(
u(0)

)
= 0. Assim, o vetor resíduo para esta proposta inicial se torna

R̄HB

(
u(0), 10

)
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r̃0
(
u(0)

)
�
{

r̃1
(
u(0)

)}
�
{

r̃1
(
u(0)

)}
ηa(u(0), 10)

ηp(u(0))

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

−16.77
0
0
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.4.36)

Como fica evidente a partir da Eq. (2.4.36), u(0) não corresponde a uma boa
aproximação periódica, uma vez que |R̄HB

(
u(0), 10

)
| > ε (onde ε = 10−7

para este exemplo). Por isso, é necessário realizar uma correção nesta pro-
posta inicial. O valor desta correção é obtido pela Eq. (2.4.29), que por
sua vez necessita da pseudo inversa de ∂R̄HB

∂u

∣∣∣
u(0)

. Esta matriz contendo
as derivadas parciais de R̄HB pode ser calculada analiticamente através de
derivadas de funções complexas por variáveis complexas, o que dificulta bas-
tante o processo. Uma abordagem mais eficiente para o cálculo desta matriz
será discutida na próxima seção através o método de Alternância Frequência-
Tempo (AFT). Para manter esse exemplo mais curto, decidiu-se realizar o
cálculo de ∂R̄HB

∂u

∣∣∣
u(0)

utilizando um método de diferenças finitas. Logo, é

suposto que ∂R̄HB
∂u

∣∣∣
u(0)

seja conhecido e a correção da proposta inicial pode
ser feita pela Eq. (2.4.29).

A Tabela 2.2 traz os valores de u e |R̄HB| durante o processo recursivo de
correção da proposta inicial até que o vetor de resíduo tivesse sua norma me-
nor que a tolerância definida. A Figura 2.4 traz graficamente as aproxima-
ções periódicas encontradas durante as duas primeiras iterações, ilustrando
assim o processo de convergência do resultado. Os gráficos na coluna da
esquerda mostram a evolução de q1(t), enquanto a coluna da direita mostra
a evolução de q2(t). A partir dos gráficos e da tabela, pode-se perceber que a
aproximação periódica encontrada possui uma frequência fundamental (1.264
rad/s, último elemento de u(6)) que é maior que a respectiva frequência na-
tural do sistema linear associado (1 rad/s). Isso significa que o este sistema
sofreu um processo de enrijecimento para este modo, isto é, um aumento da
frequência fundamental da oscilação com o aumento da energia da solução.
Além disso, percebe-se também que o deslocamento do segundo grau de liber-
dade passou a ser maior que o deslocamento do primeiro grau de liberdade.
Além disso, durante todo o processo de convergência, a fase da aproximação
permaneceu igual a zero para os dois graus de liberdade. Esses comentários
a respeito da solução estão de acordo com os resultados encontrados e discu-
tidos o capítulo 1. A Figura 2.5 mostra a convergência do MBH através do
decaimento da norma do vetor resíduo em escala logarítmica ao longo das
iterações do método de Newton-Raphson.
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j 0 1 2 3 4 5

u(j)

0
0

2.2361
2.2361

0
0
1

0
0

1.6032
28689

0
0

1.2830

0
0

1.2705
2.9153

0
0

1.2506

0
0

1.1853
2.9330

0
0

1.2634

0
0

1.1793
2.9341

0
0

1.2641

0
0

1.1793
2.9342

0
0

1.2642
|R̄HB| 16.770 4.005 0.723 0.0438 2.01e-4 4.28e-9

Tabela 2.2: Tabela com a convergência da aproximação periódica utilizando
o MBH.
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Figura 2.4: Convergência das aproximações periódicas durante as duas pri-
meiras iterações do método de Newton-Raphon. A curva em cinza representa
a aproximação final após a convergência do método (6a iteração)
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Figura 2.5: Norma do vetor resíduo em função do número de iterações.

Exemplo 2.3. No Exemplo 2.2, obteve-se a aproximação de uma solução
periódica relacionada ao primeiro MNN do sistema. Essa solução pertence ao
primeiro MNN porque consiste de uma extensão do primeiro MNL, onde os
dois graus de liberdade se deslocam em fase. No entanto, essa não é a única
solução periódica do sistema para esse determinado nível de energia (ε = 10),
uma vez que é garantido pelo teorema central de Lyapunov a existência de
pelo menos mais uma famílias de soluções periódicas ao redor de um pondo
de equilíbrio do sistema (o segundo MNN). Este exemplo ilustra como definir
para qual solução periódica o MBH deve convergir.

Como o método de Newton-Raphson utilizado na busca da aproximação
periódica é um método local, a proposta inicial de solução influencia o ponto
para o qual o método vai convergir. Neste caso, a proposta inicial define se
o método converge para primeiro MNN, para o segundo MNN, para alguma
interação modal ou pra nenhuma solução (sem convergência). No Exemplo
2.2, utilizou-se o primeiro MNL do sistema linear associado como proposta
inicial da solução do problema, o que acabou gerando uma correção do método
de Newton-Raphson na direção do primeiro MNN. Assim, é natural assumir
que, com apenas a mudança na proposta inicial contendo o segundo MNL
e a segunda frequência natural do sistema linear associado, uma solução
relacionada ao segundo MNN seja encontrada. Embora essa ação seja de
fato necessária, ela pode não ser suficiente, como é o caso deste exemplo.

Para o nível de energia definido nesse exemplo, ε = 10, a solução pe-
riódica associada ao segundo MNN sofre uma mudança significativa quando
comparado ao segundo MNL, especialmente em relação a frequência funda-
mental de oscilação. Assim, o segundo MNL é considerado distante da so-
lução periódica buscada, fazendo com que o método de Newton-Raphson não
obtenha a convergência desejada. Uma simples solução para este problema
consiste em realizar uma continuação sequencial das aproximações periódi-
cas. Procedimentos de continuação numérica mais sofisticados para o cálculo
robusto dos MNNs serão discutidos no capítulo 4. Neste exemplo, a continu-
ação sequencial começa buscando uma solução periódica para uma nível de
energia mais baixo, por exemplo para ε = 1, cuja solução se aproxime mais
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Figura 2.6: Aproximações periódicas encontradas durante o processo de con-
tinuação numérica sequencial.

do regime linear. Dessa forma, existe uma chance maior que o segundo MNL
e a segunda frequência natural do sistema linear associado serem uma boa
proposta inicial para a solução do problema. Uma vez que a solução tenha
convergindo para ε = 1, pode-se utilizar esse resultado para buscar uma solu-
ção para ε = 2. Repetindo esse processo de forma incremental até que ε = 10
permite que a aproximação periódica de interesse seja obtida.

A Figura 2.6 ilustra as aproximações periódicas encontradas durante o
processo de continuação numérica sequencial. Foi obtido um total de 10
aproximações, uma para cada nível de energia ε, como mostrado na Ta-
bela 2.3. As curvas em azul representam as aproximações relacionadas a
baixos níveis de energia, enquanto as curvas em vermelho representam as
aproximações para níveis altos de energia. Em pontilhada mostra-se também
o segundo MNL utilizado como proposta inicial para a primeira aproximação
com ε = 1. Nota-se que essa proposta inicial não é distante da primeira apro-
ximação (ε = 1), mas é muito distante da aproximação desejada (ε = 10)
em vermelho. Essa é o principal motivo no qual a continuação numérica foi
necessária ao invés de se buscar a solução desejada diretamente.

Para este segundo MNN, a aproximação periódica sofre uma grande re-
dução no seu período de oscilação a medida que a energia é aumentada. Isso
significa que o segundo MNN também sofre um processo de enrijecimento.
Além disso, o deslocamento do primeiro grau de liberdade, q1(t), sofre um
grande aumento de amplitude, enquanto o deslocamento do segundo grau de
liberdade, q2(t), sofre uma redução significativa, caracterizando uma tendên-
cia de localização da solução, como discutido no capítulo 1.

2.5 Método da Alternância Frequência-Tempo

O método de Newton-Raphson é geralmente utilizado para obter a solução
das equações de balanço harmônico definidas pela Eq. (2.3.25). Durante
o processo recursivo de correção da proposta inicial u(0), o vetor RHB e a
matriz ∂RHB

∂u precisam ser avaliadas a cada nova iteração, como mostrado
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ε 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

u

0
0

−0.86
0.50

0
0

1.92

0
0

−1.34
0.44

0
0

2.24

0
0

−1.69
0.37

0
0

2.55

0
0

−1.97
0.33

0
0

2.83

0
0

−2.22
0.30

0
0

3.08

0
0

−2.43
0.27

0
0

3.32

0
0

−2.63
0.25

0
0

3.54

0
0

−2.82
0.23

0
0

3.74

0
0

−2.99
0.22

0
0

3.94

0
0

−3.16
0.21

0
0

4.12
Niter 6 6 5 5 5 4 4 4 4

Tabela 2.3: Tabela com as aproximações periódicas encontradas para um
crescente nível energético.

pela Eq. (2.4.29). Assim, o cálculo dos coeficientes de Fourier da função
resíduo e da suas respectivas derivadas parciais consiste em uma grande
parcela do custo computacional total do MBH. Por isso, discute-se a seguir
um método eficiente e simples de realizar esses cálculos.

Os coeficientes de Fourier da função resíduo foram definidas na Eq.
(2.3.22), e estão repetidos abaixo por conveniência

r̃j = Sj(Ω)q̃j + f̃nl,j (Ω, {q̃k}) para j = 0, . . . , H. (2.5.37)

Cada coeficiente de Fourier r̃j corresponde a uma soma de dois termos: o
coeficiente de Fourier das forças lineares, definido pelo produto Sj(Ω)q̃j , e os
coeficientes de Fourier das forças não-lineares, definidos como f̃nl,j (Ω, {q̃k}).
Ao igualar a zero, a Eq. (2.5.37) pode ser interpretada como o equilíbrio
das forças dinâmicas no domínio da frequência, avaliada na j-ésima frequên-
cia harmônica. O cálculo de Sj(Ω) não apresenta dificuldades uma vez que
essa matriz depende apenas das matrizes M e K, logo não existe grande
dificuldade em avaliar as forças lineares do sistema. Esses termos lineares
da Eq. (2.5.37) são harmonicamente desacoplado, isto é, apenas o j-ésimo
coeficiente de Fourier do Ansatz contribui no j-ésimo coeficiente de Fourier
da função resíduo. Em geral, a dificuldade de avalia cada r̃j se restringe ao
cálculo dos termos não-lineares. Dependendo do tipo de não-linearidade, os
coeficientes de Fourier f̃nl,j não podem ser calculados analiticamente, ou o
processo se torna muito trabalhoso com o aumento da ordem de truncamento
H do Ansatz. Para contornar essa dificuldade, um método chamado de Alter-
nância Frequência-Tempo (AFT)[10, 14, 21, 42, 35] é utilizado para calcular
os coeficientes f̃ (e)

nl,j (Ω) numericamente. Essa técnica é eficiente computaci-
onalmente, especialmente quando utilizado em conjunto com o algorítimo
de transformada rápida de Fourier (FFT). O método pode ser resumido nos
seguintes três passos:

1. Dado uma determinada proposta para a solução das equações de ba-
lanço harmônico, u(i), os coeficientes de Fourier q̃k e a frequência fun-
damental Ω podem ser extraídos da proposta e utilizados para avaliar
qH(t), o Ansatz escrito no domínio do tempo. Essa mudança do domí-
nio da frequência para o domínio do tempo pode ser feito teoricamente



Método da Alternância Frequência-Tempo 59

utilizando a Eq. (2.3.19), ou preferencialmente utilizando a transfor-
mada rápida de Fourier inversa (iFFT), que é mais eficiente computa-
cionalmente. Ao adotar a iFFT, o número de amostras utilizada para
discretizar qH(t) ao longo de um período corresponde ao mesmo nú-
mero de coeficientes de Fourier utilizados para caracterizar o Ansatz
no domínio da frequência, isto é, 2H+1. Esse número de amostra pode
ser pequeno para a maioria dos casos e por isso um processo de preen-
chimento de zeros (zero-padding) é geralmente adotado antes da iFFT
para aumentar o número de coeficientes de Fourier e assim melhorar a
resolução do Ansatz no domínio do tempo (obter uma frequência maior
de amostragem). No método de AFT, o processo de preenchimento de
zeros corresponde em adicionar coeficientes de Fourier iguais a zero
para os harmônicos maiores que H. Como os coeficientes de Fourier
adicionais são todos iguais a zero, a forma do Ansatz não é alterada,
mas sua resolução no domínio do tempo é melhorada. Supondo que
N ≥ (2H + 1) coeficientes de Fourier são utilizados na iFFT (alguns
deles iguais a zero por conta do processo de preenchimento de zeros), o
sinal discreto qH,j = qH(jh) para j = 0, . . . , N pode ser gerado, onde
h = 2π

NΩ corresponde ao intervalo de amostragem.

2. A partir das amostras do Ansatz, o sinal discreto das forças não-
lineares, fnl,j = fnl(jh), pode ser calculado no domínio do tempo se-
guindo o modelo da não-linearidade do sistema definido pela equação
de movimento. Como mostrado na Eq. (2.2.15), essa força não-linear
depende apenas dos deslocamentos dos graus de liberdade, que foram
obtidos no passo anterior.

3. O último passo no método AFT consiste em transformar o sinal dis-
creto das forças não-lineares fnl,j (domínio do tempo) nos coeficientes
de Fourier f̃ (e)

nl,j (no domínio da frequência). Essa transformação é feita
de forma eficiente utilizando a transformada rápida de Fourier (FFT).
Repare que nesta etapa são obtidos N coeficientes de Fourier, sendo
alguns deles relativos a ordens de truncamento acima de H. Esses
coeficientes adicionais surgem devido ao processo de preenchimento
de zeros descrito no primeiro passo. No entanto, apenas os coeficien-
tes relacionados até o H-ésimo harmônico devem ser considerados nas
equações de balanço harmônico, o resto deve ser descartado.

Matematicamente, esses três passos do método AFT podem ser escritos
através de uma única equação

{
f̃nl,j

}
= FFT [fnl (iFFT [{q̃j}])] . (2.5.38)

O exemplo a seguir ilustra esse processo de cálculo dos coeficientes de
Fourier das forças não-lineares utilizando o método AFT.
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Exemplo 2.4. Para manter a simplicidade deste exemplo, será utilizado um
sistema não-linear de apenas um grau de liberdade, cuja equação de movi-
mento é definida por

q̈(t) + q(t) + q3(t) = 0.

Assim, esse sistema pode ser visto como um oscilador de Duffing conservativo
e sem forçamento externo. Para este sistema, a força não linear é definida
como sendo fnl = q3(t), isso é, uma mola cúbica. O objetivo deste exemplo
é calcular os coeficientes de Fourier desta força utilizando o método AFT.
Uma comparação com os valores dos coeficientes obtidos analiticamente será
feita para validar os resultados.

Neste exemplo, a ordem de truncamento adotada para o Ansatz foi esco-
lhida como sendo H = 3. Logo, o Ansatz pode ser escrito como

qH(t) =
3∑

j=−3
q̃jeijΩt.

Assim, o vetor de incógnitas do problema composto pelas equações de balanço
harmônico, Eq. (2.3.25), é dado por

u =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q̃0

�
{

q̃
(e)
1

}
�
{

q̃
(e)
1

}
�
{

q̃
(e)
2

}
�
{

q̃
(e)
2

}
�
{

q̃
(e)
3

}
�
{

q̃
(e)
3

}
Ω

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

O método AFT busca calcular os coeficientes de Fourier da força não-linear
do sistema, f̃nl,j, a partir de uma determinada proposta para as incógnitas do
problema, u, seja ela a proposta inicial ou de alguma iteração de correção.
Considera-se nesse exemplo que a atual proposta (i-ésimo) para u consista
em

u(i) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1/2
0
0
0

1/2
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

A partir desta proposta, os coeficientes de Fourier do Ansatz podem ser cal-
culados. Assume-se então que o Ansatz tenha a seguinte forma

qH(t) =
1
2

e−i3t + 0e−i2t +
1
2

e−it + 0 +
1
2

eit + 0ei2t +
1
2

ei3t, (2.5.39)
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que na realidade corresponde a simples função

qH(t) = cos(t) + cos(3t).

O primeiro passo do método de AFT consiste em gerar amostras no do-
mínio do tempo do Ansatz utilizando a iFFT, os coeficiente de Fourier e a
frequência fundamental do Ansatz fornecidas pela proposta de solução u(i).
A Figura 2.7 mostra essa transformação considerando dois casos: uma em
que apenas os 2H + 1 coeficientes de Fourier fornecidos pela proposta u(i)

são utilizado (Figura 2.7a), isso é, N = 7, e o caso onde o preenchimento
de zeros é utilizado para aumentar esse número de coeficiente para N = 32
(Figura 2.7b). Percebe-se que os coeficiente de Fourier adicionais (|j| > 3)
são todos iguais a zero e por isso não afetam a forma do Ansatz. No en-
tanto, com esse aumento no número de coeficientes a resolução do Ansatz
no domínio do tempo melhora consideravelmente. Pode-se interpretar o pre-
enchimento de zeros como um aumento na frequência de amostragem do
Ansatz no domínio do tempo após a iFFT. Como será visto mais adiante,
esse aumento na taxa de amostragem do Ansatz pode ser importante para
evitar uma distorção por mascaramento nos coeficiente de Fourier das forças
não-lineares. As Figura 2.7c-d mostram as respectivas amostras do Ansatz
no domínio do tempo após as iFFTs.

O segundo passo do método de AFT consiste em avaliar as amostras no
domínio do tempo das forças não-lineares. Para isso, basta que as amostras
do Ansatz no domínio do tempo, obtidas no primeiro passo do método, sejam
elevadas ao cubo, uma vez que a não-linearidade deste exemplo corresponde
a uma mola cúbica. Essas amostras das forças não lineares podem ser vistas
na Figura 2.7e para o caso sem preenchimento de zeros e na Figura 2.7f
para o caso com preenchimento de zeros. Nota-se que a baixa resolução do
caso sem o preenchimento de zeros causa a perda significativa de informações
sobre o sinal, como por exemplo os valores negativos da força no meio do
período da oscilação.

Essa perda de informação no sinal fica mais evidente no terceiro passo
do método de AFT, onde a FFT é utilizada para transformar as amostras
temporais das forças não-lineares nos respectivos coeficientes de Fourier. Por
conta da não-linearidade cúbica desse exemplo, harmônicos de ordem elevada
são gerados. Isso pode ser facilmente visto ao elevar ao cubo a expressão de
q(t) na Eq. (2.5.39), que resulta em

fnl(t) = q3(t)

=
(
0.5e−3Ωt + 0.5e−1Ωt + 0.5eΩt + 0.5e3Ωt

)3

=
1
8

e−9Ωt +
3
8

e−7Ωt +
6
8

e−5Ωt +
10
8

e−3Ωt +
12
8

e−Ωt

+
12
8

eΩt +
10
8

e3Ωt +
6
8

e5Ωt +
3
8

e7Ωt +
1
8

e9Ωt (2.5.40)

A Eq. (2.5.40) mostra que, quando o Ansatz é proposto tendo apenas compo-
nentes até o terceiro harmônico, a força não linear tem componentes não-zero
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até o nono harmônico. Assim, para que esses harmônicos de ordem acima
de H seja computados através da FFT sem distorcer os resultados, é preciso
uma melhor discretização dos sinais no domínio do tempo, o que é possível
com o preenchimento de zeros. As Figura 2.7g-h mostram os coeficientes de
Fourier das forças não-lineares calculadas a partir das amostras temporais
das forças não-lineares obtidas no segundo passo do método AFT. Ao compa-
rar os resultados obtidos pelo método com o resultado analítico apresentados
na Eq. (2.5.40), conclui-se que apenas o sinal com o preenchimento de zeros
gerou resultados exatos. Para o caso do sinal sem o preenchimento de zeros,
a distorção por mascaramento gerou valores não-zeros para o termo DC e
para o segundo harmônico, o que não é correto.

Por último, para que as equações de balanço harmônico sejam geradas,
é necessário que apenas os coeficientes de Fourier da força não-linear até
o terceiro harmônico, visto que o Ansatz foi gerado com H = 3. Logo, os
coeficientes de Fourier adicionais gerados pelo processo de preenchimento
de zeros podem ser descartados. Vale observar que a comparação entre os
resultados de AFT e o resultado analítico só foi possível porque a dimensão
do sistema é pequena (n = 1), a ordem de truncamento do Ansatz baixa
(H = 3), e a não-linearidade é simples. Quando esse não é o caso, a
utilização do método de AFT se torna ainda mais essencial.

Durante o processo de correção da proposta inicial de solução do pro-
blema algébrico através do método de Newton-Raphson, é necessário que a
matriz Jacobina ∂R̄HB

∂u seja calculada. Para que isso seja feito de forma efici-
ente, é necessário que ∂ f̃nl,j

∂uk
seja calculado eficientemente, onde uk representa

a k-ésima entrada do vetor de incógnitas u. O método AFT também pode
ser utilizado para isso. Como a transformada de Fourier e sua inversa são
transformações lineares, a derivada parcial da Eq. (2.5.38) em relação a uk

pode ser escrito como

∂
{

f̃nl,j

}
∂uk

= FFT
[

∂fnl

∂uk
(iFFT [{q̃j}])

]
.

Assim, tanto os coeficientes de Fourier das forças não lineares quanto as
respectivas derivadas parciais pode ser calculadas a partir do mesmo algo-
rítimo de AFT, que é bastante eficiente uma vez que os algoritmos FFT e
iFFT são utilizados. Para otimizar o método de AFT, é recomendado utili-
zar um processo de preenchimento de zeros que resulte em um número total
de coeficientes de Fourier que seja uma potência de 2.

Exemplo 2.5. Esse último exemplo tem como objetivo mostrar o processo
de convergência das aproximações obtida pelo MBH a medida que a ordem
de truncamento do Ansatz é aumentada. A solução do problema de valor
de contorno só é de fato encontrada quando H → ∞. No entanto, depen-
dendo da suavidade da solução, aproximações com valores baixos para H
resultam em aproximações muito boas da solução. Neste exemplo, mostra-se
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Figura 2.7: Exemplo numérico para o cálculo de {fnl,j} através do método
de AFT. resultados na coluna da esquerda sem o preenchimento de zeros e
o na coluna da direita com o preenchimento de zeros.
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Figura 2.8: Convergência da aproximações obtida pelo MBH para a solução
do problema de valor de contorno periódico.

então como o valor para H pode ser definido para que a aproximação seja
suficientemente boa e de baixo custo computacional, simultaneamente.

Com a utilização do método de AFT desenvolvido nesta seção, os co-
eficientes de Fourier da força não linear do sistema pode ser computadas
sem grandes esforços, mesmo para Ansatz com alta ordem de truncamento.
Assim, este exemplo revisita o problema discutido no Exemplo 2.2, onde a
solução periódica de um sistema massa-mola de dois graus de liberdade é
aproximada com o MBH. No entanto, desta vez a aproximação é obtida con-
siderando valores crescentes para a ordem de truncamento do Ansatz. A
Figura 2.8 mostra as aproximações obtidas para H = 1, 3 e 21. Para o des-
locamento do primeiro grau de liberdade, q1(t), a aproximação com H = 3
já é praticamente igual à aproximação com H = 21, o que mostra que esses
coeficientes de Fourier de ordem mais elevada são todos próximos de zero.
Para o deslocamento do segundo grau de liberdade, q2(t), a aproximação
com apenas um harmônico já é suficientemente próxima das demais. Dessa
forma, pode-se concluir que uma aproximação com H = 3 seria indicada
para essa solução periódica. Essa conclusão só é válida para a solução neste
nível de energia. Caso o parâmetro de energia ε aumente, é possível que
uma ordem de truncamento maior seja necessária para manter a precisão da
aproximação da solução periódica feita pelo MBH.

2.6 Exercícios

1. Considerando a função periódica x(t) = cos3(2πt) e a identidade tri-
gonométrica cos3(t) = 3

4 cos(t) + 1
4 cos(3t), defina:

a) qual é a frequência fundamental e o período da função x(t)?

b) os coeficientes de Fourier até o sexto harmônico, considerando a
representação exponencial para a série.
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2. Considerando agora a função periódica x(t) = cos2(2πt) e a identidade
trigonométrica cos2(t) = 1

2 + 1
2 cos(2t), defina novamente:

a) qual é o período e a frequência fundamental da função x(t)?

b) os coeficientes de Fourier até o sexto harmônico, considerando a
representação exponencial para a série.

3. Considere a vibração livre de um oscilador de Duffing conservativo cuja
dinâmica é governada pela equação

q̈(t) + q(t) + 0.5q3(t) = 0.

a) Determine a expressão analítica para os coeficientes de Fourier da
força elástica não-linear, fnl = 0.5q3(t), considerando um Ansatz
qH(t) da solução na forma de uma série de Fourier truncada no
primeiro harmônico.

b) Repita o item anterior considerando agora um Ansatz da solução
na forma de uma série de Fourier truncada no segundo harmônico.

4. Para o sistema mecânico apresentado no exercício 3, calcule os coefici-
entes de Fourier da força não-linear através do método de Alternância
Frequência-Tempo utilizando um número de amostras N = 3, 8 e 16.
Utilize o seguinte Ansatz da solução para avaliar os resultados

qH(t) = 2e−i2πt + 1 + 2ei2πt

Compare os resultados obtidos aqui com os esperados pela expressão
analítica desenvolvida no exercício 3a.

5. Considere o sistema mecânico ilustrado na figura abaixo:

k=1

fnl(t)=0.5q32(t)

k=1 k=1

q3(t)

k=1
m=1 m=1 m=1

q1(t) q2(t)

a) Defina a equação de movimento deste sistema.
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b) Defina as frequências naturais e os MNL do sistema linear asso-
ciado.

c) Obtenha as soluções periódicas relacionadas ao primeiro MNN
deste sistema considerando os níveis de energia ε = 1 e ε = 10.
Utilize para o cálculo o MBH com ordem de truncamento H = 6
e o método AFT com N = 32 amostras.

d) O sistema passou por um processo de enrijecimento ou relaxa-
mento com o aumento de energia?

e) Repita o mesmo processo, considerando agora as soluções perió-
dicas para o segundo MNN e comente as diferenças observadas.



Capítulo 3

Método do tiro

No capítulo anterior, o MBH foi apresentado como uma ferramenta capaz
de definir aproximações precisas para as soluções de problemas dos valores
de contorno periódicos. Uma formulação fraca do problema foi desenvolvida
a partir da abordagem de resíduos ponderados, e a respectiva aproximação
foi obtida considerando um Ansatz, estrito na forma de uma série de Fourier
truncada, e uma projeção de Fourier-Galerkin. O objetivo deste capítulo
consiste em apresentar uma abordagem alternativa ao MBH, chamada de
método do tiro, que é capaz de encontrar a solução do mesmo problema de
valor de contorno periódico. O método do tiro, diferentemente do MBH,
ataca o problema direto em sua formulação forte realizando integrações nu-
méricas das equações diferenciais que governam a dinâmica dos sistemas.

A ideia do método do tiro consiste em buscar um estado inicial do sistema
capaz de criar um problema de valor inicial cuja integração numérica ao
longo de um determinado intervalo de tempo resulte em um desejado estado
final do sistema. Quando utilizado para resolver problemas de valor de
contorno periódicos, esse estado final desejado consiste no mesmo estado
inicial utilizado para criar o problema de valor inicial. Ao obter o estado
final do sistema igual ao estado inicial, estabelece-se o fechamento de uma
órbita, e consequentemente a definição de uma solução periódica do sistema.
O intervalo de tempo utilizado na integração numérica do problema de valor
inicial, partindo do estado inicial até o estado final, representa o período da
solução e não é um parâmetro conhecido inicialmente. Assim, as incógnitas
do método do tiro consistem em um estado inicial do sistema e em um
período da solução.

A definição dos valores dessas incógnitas é feita encontrando a raíz de
uma função resíduo, definida como sendo a diferença entre o estados iniciais
e finais do sistema, obtidos pela integração numérica da equação de movi-
mento. Em geral, essa raiz da função resíduo é encontrada numericamente
utilizando o método de Newton-Raphson. Já a integração numérica da equa-
ção de movimento é geralmente feita utilizando o método de Runge-Kutta
de quarta ordem ou utilizando o esquema de Newmark.

Quando comparado ao MBH, o método do tiro é mais simples. Ele re-
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quer apenas a implementação de um integrador numérico e de um algoritmo
para resolver sistemas de equações algébricas, rotinas que geralmente já es-
tão presentes na maioria dos softwares desenvolvidos. Além disso, o método
do tiro busca a solução de problemas de valores de contornos periódicos
diretamente em sua formulação forte. Assim, não existe possíveis erros rela-
cionados à formulação do método, apenas os erros numéricos envolvidos na
busca da solução. Esse não é o caso do MBH, onde a ordem truncamento
do Ansatz pode, por exemplo, afetar consideravelmente o resultado obtido.
Uma desvantagem do método do tiro é a necessidade de uma integração
numérica, o que pode levar a algumas instabilidades numéricas e perdas de
acurácia durante o processo de obtenção das soluções. Além disso, o custo
computacional para calcular as solução periódicas pode aumentar significa-
tivamente com o aumento da dimensão dos sistemas, ou no caso em que as
soluções periódicas não serem suaves (o que exige um refinamento da discre-
tização temporal durante o processo de integração). Já a principal vantagem
do método do tiro é sua capacidade de avaliar a estabilidade das soluções
periódicas (no sentido de Lyapunov) sem que haja a necessidade de cálculos
adicionais.

Esse capítulo inicia com uma revisão sobre o esquema de Newmark, que
foi o integrador escolhido neste livro para compor o método do tiro. Em
seguida, o resíduo do tiro é definido, junto com as respectivas restrições de
amplitude e fase das soluções buscadas. Uma discussão sobre como obter
a raiz do resíduo é apresentada. Ao final, o conceito de estabilidade das
soluções periódicas é apresentado junto com um procedimento de cálculo.

3.1 Integrador de Newmark

O método de integração discutido nesta seção foi proposto inicialmente por
Newmark em 1959 [45], e aprimorado por outros autores nos anos seguintes
[27, 6, 11]. O método consiste em um algorítimo de passo único capaz
de integrar as equações diferenciais de segunda ordem diretamente. Para
sistemas mecânicos, isso pode ser extremamente vantajoso pois não exige a
redefinição das equações de movimento na forma de espaço de estado para a
integração, o que causaria uma duplicação da dimensão dos sistemas. Uma
segunda característica que torna o método de Newmark bastante popular é
o fato dele ter dois parâmetros livres que podem ser utilizados para ajustar
as propriedades numéricas do integrador. Um exemplo deste ajuste é a
possibilidade de escolher valores para esses dois parâmetros que tornam a
integração incondicionalmente estável, o que significa que a estabilidade da
integração não é afetada pelo incremento de tempo escolhido.

O objetivo do método de Newmark é obter o estado de um sistema (des-
locamentos e velocidades) em um instante de tempo tn+1 = tn +v a partir de
um estado conhecido no instante de tempo tn, onde v é o tamanho do passo
da discretização temporal. Neste capítulo, este método será utilizado para
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integrar um problema de valor inicial e encontrar o estado do sistema após
um período, isto é, encontrar o estado do sistema para t = T . Para isso,
além das equações de movimento (Eq. (1.4.74)), as respectivas condições
iniciais e o período de integração precisam ser fornecidos ao método.

A apresentação do método de Newmark começa aqui através da definição
de uma função genérica w(t), em um instante de tempo tn+1, que pode ser
expressa na forma de uma série de Taylor:

w(tn + v︸ ︷︷ ︸
tn+1

) = w(tn)+ v
dw(t)

dt

∣∣∣∣
t=tn

+
v2

2
d2w(t)

dt2

∣∣∣∣∣
t=tn

+· · ·+ vs

s!
dsw(t)

dts

∣∣∣∣
t=tn

+Rs

(3.1.1)
onde Rs corresponde ao remanescente da série com ordem acima de s, que
pode ser definido como sendo

Rs =
1
s!

∫ tn+v

tn

(tn + v − τ)s ds+1w(τ)
dτ s+1 dτ. (3.1.2)

Utilizando as Eqs. (3.1.1) e (3.1.2), e substituindo a função genérica w(t) por
q(t) e depois por q̇(t), o deslocamento e velocidade do sistema em t = tn+1
podem ser escritos como

qn+1 = qn + vq̇n +
∫ tn+1

tn

(tn+1 − τ) q̈(τ)dτ (3.1.3)

q̇n+1 = q̇n +
∫ tn+1

tn

q̈(τ)dτ, (3.1.4)

onde qn = q(tn) e qn+1 = q(tn + v) = q(tn+1). Os integrandos nas Eqs.
(3.1.3) e (3.1.4) podem ser aproximados através de uma quadratura, como
será mostrado a seguir. A partir da expansão em série de Taylor de q̈n e
q̈n+1 ao redor de τ ∈ [tn, tn+1], pode-se escrever

q̈n = q̈(τ) + (tn − τ)
d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ

+
(tn − τ)2

2
d4q(t)

dt4

∣∣∣∣∣
t=τ

+ . . . (3.1.5)

q̈n+1 = q̈(τ) + (tn+1 − τ)
d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ

+
(tn+1 − τ)2

2
d4q(t)

dt5

∣∣∣∣∣
t=τ

+ . . . (3.1.6)

Multiplicando Eq. (3.1.5) por (1 − 2β) e Eq. (3.1.6) por 2β e somando as
duas equações obtêm-se

q̈(τ) = (1 − 2β) q̈n + 2βq̈n+1 +
d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ

[τ − 2vβ − tn] + . . . . (3.1.7)

Repetindo o mesmo processo, mas agora multiplicando Eq. (3.1.5) por (1−γ)
e Eq. (3.1.6) por γ, a soma da equações resultantes se torna

q̈(τ) = (1 − γ) q̈n + γq̈n+1 +
d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ

[τ − vγ − tn] + . . . . (3.1.8)
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Substituindo a Eq. (3.1.7) e a Eq. (3.1.8) no integrando das Eq. (3.1.3) e
Eq. (3.1.4), respectivamente, as fórmulas de quadratura são obtidas:∫ tn+1

tn

(tn+1 − τ) q̈(τ)dτ =
(1

2
− β

)
v2q̈n + βv2q̈n+1 + rβ (3.1.9)∫ tn+1

tn

q̈(τ)dτ = (1 − γ) vq̈n + γvq̈n+1 + rγ (3.1.10)

onde rβ e rγ são medidas de erro, definidas por

rβ =
(

β − 1
6

)
v3 d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ̄

+ O

(
v4 d4q(t)

dt4

∣∣∣∣∣
t=τ̄

)

rγ =
(

γ − 1
2

)
v2 d3q(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=τ̄

+ O

(
v3 d4q(t)

dt4

∣∣∣∣∣
t=τ̄

)

para tn < τ̄ < tn+1. Descartando rβ e rγ sob o argumento de serem funções
de ordem elevada de v, uma família de esquemas de integração (família de
Newmark) é obtida substituindo as Eqs. (3.1.9) e (3.1.10) nas Eqs. (3.1.3)
e (3.1.4), respectivamente. Isso resulta em

qn+1 = qn + vq̇n + v2
(1

2
− β

)
q̈n + v2βq̈n+1 (3.1.11)

q̇n+1 = q̇n + (1 − γ) vq̈n + γvq̈n+1 (3.1.12)

As constantes β e γ são os parâmetros da quadratura. Valores típicos para
esses parâmetros são: β = 1

6 e γ = 1
2 , que implicam em uma interpolação

linear de q̈(τ) para τ ∈ [tn, tn+1], e β = 1
4 e γ = 1

2 , que corresponde ao valor
médio de q̈(τ) para τ ∈ [tn, tn+1].

A partir das relações de Newmark estabelecidas pelas Eqs. (3.1.11) e
(3.1.12), um esquema de integração implícito pode ser construído para inte-
grar a equação de movimento de sistemas mecânicos não-lineares. Para isso,
reescreve-se as Eqs. (3.1.11) e (3.1.12) da seguinte forma

q̈n+1 =
1

βv2 (qn+1 − q̂n+1) , (3.1.13)

q̇n+1 = ˆ̇qn+1 +
γ

βv
(qn+1 − q̂n+1) . (3.1.14)

onde q̂n+1 e ˆ̇qn+1 podem ser interpretados como previsões do deslocamento
e velocidade para t = tn+1 com aceleração q̈n+1 = 0, isto é,

q̂n+1 = qn + vq̇n +
(1

2
− β

)
v2q̈n (3.1.15)

ˆ̇qn+1 = q̇n + (1 − γ) vq̈n (3.1.16)

A equação diferencial que governa a dinâmica dos sistemas não-lineares dis-
cutidos nesse livro foi definida pela Eq. (1.4.74) e é repetida abaixo consi-
derando o caso em que t = tn+1

Mq̈n+1 + Kqn+1 + fnl (qn+1) = 0. (3.1.17)
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Substituindo a expressão de q̈n+1 definida pela Eq. (3.1.13), reescreve-se a
Eq. (3.1.17) como sendo[ 1

βv2 M + K
]

qn+1 + fnl (qn+1) − 1
βv2 Mq̂n+1 = 0. (3.1.18)

A equação (3.1.18) consiste em um problema algébrico não-linear cujas in-
cógnitas são os deslocamentos qn+1. Observa-se que no último termo da
Eq. (3.1.18), q̂n+1 é considerado um vetor já conhecido, uma vez que ele de-
pende apenas dos deslocamentos, velocidades e acelerações em um instante
de tempo anterior, conforme mostrado pela Eq. (3.1.15).

O esquema implícito de integração de Newmark consiste em resolver
a Eq. (3.1.18) para cada novo passo de tempo utilizando um algoritmo
(por exemplo o método de Newton-Raphson). Uma vez encontrado qn+1, a
velocidade e aceleração em t = tn+1 podem ser calculadas utilizando as Eqs.
(3.1.13) e (3.1.14) antes de passar para o próximo instante no processo de
integração.

Exemplo 3.1. Neste exemplo, busca-se mostrar o procedimento de integra-
ção pelo método de Newmark da equações de movimento do sistema massa-
mola com dois graus de liberdade discutido exaustivamente nos capítulos 1 e
2. Um estado inicial do sistema é definido arbitrariamente para o sistema,
que ao ser combinado com equação de movimento, resulta no problema de
valor inicial a ser resolvido através da integração numérica. Define-se um
intervalo de integração como sendo 10 segundos e um incremento de tempo
v = 0.1 segundos, o que totaliza 101 amostras do estado do sistema a serem
obtidas. Os parâmetros da quadratura foram definidos como sendo β = 1

4
e γ = 1

2 , o que representa a hipótese de um aceleração média ao longo do
incremento de tempo. Ao final, compara-se o resultado com o método de
Runge-Kutta de quarta ordem.

O problema de valor inicial considerado aqui é definido pela equação de
movimento[

1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

2 −1
−1 2

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

+
[
0.5q3

1(t)
0

]
︸ ︷︷ ︸

fnl(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0

(3.1.19)

e pelo estado inicial do sistema

q(0) = q0 =
[
0
0

]
e q̇(0) = q̇0 =

[
1
0

]

O primeiro passo do método de Newmark consiste em avaliar a aceleração
inicial do sistema. Isso é feito isolando o termo de aceleração na Eq. (3.1.19)
e substituindo os valores do estado inicial do sistema, que resulta em

q̈(0) = q̈0 = M−1 [Kq(0) + fnl(0)] =
[
0
0

]
.
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Figura 3.1: Comparação entre os resultados das integrações pelo método de
Newmark e pelo método de Runge-Kutta

Substitui-se então os deslocamentos, as velocidades e as acelerações inici-
ais na Eq. (3.1.15), que fornece uma aproximação para o deslocamento no
próximo instante de tempo (t1 = v = 0.1 s)

q̂1 = q0 + vq̇0 +
(1

2
− β

)
v2q̈0 =

[
0.1
0

]
.

Utiliza-se então esta aproximação do deslocamento como proposta inicial
para a solução do problema algébrico não-linear definido pela Eq. (3.1.18).
Neste exemplo, a solução foi encontrada através do método de Newton-
Raphson e corresponde a

q1 =
[
0.0995
0.0002

]
.

A partir desse vetor de deslocamento, pode-se calcular os vetores de veloci-
dade e aceleração neste mesmo instante de tempo através das Eqs. (3.1.14)
e (3.1.13), respectivamente. Para este exemplo esses vetores correspondem
a

q̇1 =
[
0.9900
0.0050

]
e q̈1 =

[
−0.1992
0.0990

]
.

Uma vez calculado os vetores de deslocamento, velocidade e aceleração para
esse primeiro instante de tempo, pode-se repetir os mesmos cálculos para
obter os vetores de deslocamento, velocidade e aceleração no segundo instante
de tempo. Repetindo esse procedimento para todos os 101 instantes de tempo,
obtêm-se a integração da equação de movimento para o intervalo de tempo
definido (10 s). A Figura 3.1 mostra os deslocamentos q1 e q2 calculados. Em
cinza, mostra-se também a curva dos deslocamentos calculados pelo método
de Runge-Kutta de quarta ordem, que serve de comparação e validação o
algoritmo do método de Newmark implementado.
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3.2 Resíduo do tiro

Para encontrar uma solução periódica de um sistema mecânico não-linear
utilizando o método do tiro, é necessário especificar um estado inicial do
sistema, que, após de um determinado intervalo de tempo, retorna ao mesmo
estado inicial. A formulação mais conveniente da equação de movimento para
apresentar o método do tiro é o modelo de espaço de estado, onde a equação
diferencial de segunda ordem é reduzida em uma de primeira ordem. O
modelo de espaço de estado para os sistemas discutidos neste livro é definido
através da equação

ẏ(t) = g (y(t)) (3.2.20)

onde y(t) =
[
qT (t) q̇T (t)

]T
∈ R

2n é o estado do sistema e

g (y, t) =
[

q̇(t)
−M−1 [Kq(t) + fnl (q(t))]

]
(3.2.21)

é o campo vetorial.
Para uma determinada condição inicial, y(0) = y0, e um determinado

período de integração, T , uma função resíduo que quantifica a falta de pe-
riodicidade da solução do problema de valor inicial pode ser definida. Essa
função resíduo, que também é chamada de resíduo do tiro, é definida como
sendo a diferença entre o estado final (após um intervalo de tempo T ) e o
estado inicial do sistema

RT (y0, T ) = y(T ) − y0.

Destaca-se aqui o fato do estado final y(T ) depender também do estado
inicial, uma vez que ele é obtido como sendo a solução em um instante de
tempo t = T do problema de valor inicial tendo y0 como condições iniciais.
Para encontrar os estados iniciais e os respectivos períodos que satisfaçam
as restrições periódicas do problema de valor de contorno periódico, é neces-
sário achar uma raiz da função resíduo, isto é, achar a solução do problema
algébrico

RT (u) = 0, (3.2.22)

onde u =
[
yT

0 , T
]

corresponde às incógnitas do problema. A Eq. (3.2.22) é
análoga à Eq. (2.3.25) no MBH, uma vez que ela corresponde a um sistema
algébrico cuja solução define a solução periódica buscada. Assim como no
caso do MBH, o problema algébrico definido pela Eq. (3.2.22) têm infinitas
soluções, já que nenhuma restrição à amplitude e à fase foram feitas. Essa
indeterminação pode ser superada adicionando duas equações de restrição,
uma para a amplitude e outra para a fase. Para a equação de restrição de
amplitude, pode-se definir um valor específico para o deslocamento inicial
de algum grau de liberdade do sistema. Isso é feito através da equação

ηa(u, ε) = eT
i y0 − ε = 0, (3.2.23)
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onde ei ∈ R
2n corresponde a um vetor unitário com todas as entradas iguais

a zero, exceto a i-ésima, cujo valor é 1. Na Eq. (3.2.23), i pode ter qualquer
valor inteiro entre 1 e n.

Para a equação de restrição de fase, basta impor uma velocidade inicial
nula para algum grau de liberdade. Isso pode ser feito através da equação

ηa(u) = eT
i y0 = 0. (3.2.24)

Para a Eq. (3.2.24), i só pode ter valores inteiros entre n + 1 e 2n.
Juntos, o resíduo do tiro, definido na Eq. (3.2.22), a restrição de ampli-

tude, definida na Eq. (3.2.23), e a restrição de fase, definida na Eq. (3.2.24),
formam um sistema de equações algébricas capaz de fornecer uma solução
(dentro de uma tolerância de erro) para o problema de valor de contorno
periódico, definida pela Eq. (1.4.76). Esse sistema pode ser definido, de
forma compacta, através da equação

R̄T (u, ε) =

⎡
⎢⎣RT (u)

ηa(u, ε)
ηp(u)

⎤
⎥⎦ = 0. (3.2.25)

3.3 Solução das equações do método do tiro

O sistema algébrico definido na Eq. (3.2.25) possui a mesma forma do sis-
tema definido pela Eq. (2.3.28). Assim, o procedimento de busca da solução
discutido na seção 2.4, método de Newton-Raphson, é válido também para
buscar a solução da Eq. (3.2.25).Os mesmos comentários feitos para a so-
lução no MBH são válidos para o método do tiro. A proposta inicial para
a solução u precisa ser próximo da solução do problema. Caso contrário, a
convergência do método de Newton-Raphson não é garantida. Os MNL e as
frequências naturais do sistema linear associado podem ser bons parâmetros
para compor as propostas iniciais das soluções.

Como mostrado pela Eq. (2.4.29), a correção de uma determinada pro-
posta da solução é realizada linearizando o problema ao redor da solução, um
processo que envolve o cálculo da matriz Jacobiana ∂R̄T

∂u . Essa matriz pode
ser avaliada analiticamente ou numericamente (como por exemplo através
de um método de diferenças finitas). Quando g (y, t) é não-diferenciável, o
procedimento numérico é a única possibilidade. A seguir, a abordagem ana-
lítica é discutida mais a fundo uma vez que ela traz mais eficiência e precisão
ao método. Para o método do tiro, o cálculo preciso da matriz Jacobiana
é de grande interesse porque a estabilidade da solução periódica pode ser
calculada a partir dela, como será mostrado na última seção deste capítulo.

A matriz Jacobiana, necessária na Eq. (2.4.29), pode ser escrita como



Solução das equações do método do tiro 75

sendo a composição das seguintes submatrizes

∂R̄T

∂u =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂RT
∂y0

∂RT
∂T

∂ηa

∂y0
∂ηa

∂T

∂ηp

∂y0
∂ηp

∂T

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.3.26)

As derivadas parciais da restrições de amplitude e fase são triviais e por isso
não serão discutidas a seguir. Inicia-se então com a diferenciação do resíduo
do tiro em relação às condições iniciais

∂RT

∂y0
=

∂ (y(T ) − y0)
∂y0

=
∂y(t)
∂y0

∣∣∣∣
t=T

− I2n, (3.3.27)

onde I2n ∈ R
2n×2n é a matriz identidade. O primeiro termo do lado direito da

Eq. (3.3.27) corresponde à variação do estado do sistema em um instante de
tempo t = T após uma perturbação nas condições iniciais. Essa matriz pode
ser calculada derivando a equação de movimento escrita na forma de espaço
de estado, Eq. (3.2.20), em relação às condições iniciais. Essa derivação
resulta em

∂

∂y0
[ẏ(t)] =

∂

∂y0
[g (y(t), t)] . (3.3.28)

Invertendo a ordem de derivação no lado esquerdo da equação e aplicando a
regra da cadeia no lado direito, a Eq. (3.3.28) é reescrita como

d

dt

[
∂y(t)
∂y0

]
=

∂g(y(t), t)
∂y

∂y(t)
∂y0

. (3.3.29)

A Eq. (3.3.29) representa um problema de valor inicial governada por equa-
ções diferenciais ordinárias e com condições iniciais ∂y(0)

∂y0
= I2n. Por isso,

para avaliar ∂RT
∂y0

, é preciso integrar primeiro a Eq. (3.3.29) para obter ∂y(t)
∂y0

em t = T , e em seguida substituir o resultado na Eq. (3.3.27). A matriz
∂y(t)
∂y0

∣∣∣
t=T

é conhecida como a matriz de monodromia e contém todas as in-
formações a respeito da estabilidade das soluções periódicas, como será visto
na última seção deste capítulo.

O segundo e último termo da matriz Jacobiana discutido aqui corres-
ponde a derivada parcial do resíduo do tiro em relação ao período da solução.
Esse termo é muito mais simples de ser avaliado e pode ser feito utilizando
a Eq. (3.2.20) avaliada em t = T . Isso porque

∂RT

∂T
=

y(t)
∂t

∣∣∣∣
t=T

= g (y(T ), T ) .

Uma vez calculado ∂RT
∂y0

, ∂RT
∂T e todas as derivadas parciais das restrições

de amplitude e fase (que são triviais), a matriz Jacobiana definida na Eq.
(3.3.26) pode ser construída e a proposta inicial de solução corrigida.
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Exemplo 3.2. O objetivo deste exemplo é ilustrar o procedimento de cál-
culo necessário para obter a solução de um problema de valor de contorno
periódico utilizando o método do tiro. O sistema analisado corresponde ao
mesmo sistema massa-mola não-linear de dois graus de liberdade discutido
no Exemplo 3.1. Para este exemplo, estabelece-se a energia da solução perió-
dica buscada através da definição do parâmetro ε, presente na Eq. (3.2.23),
cujo valor foi arbitrariamente escolhido para esse exemplo como sendo igual
a 1.5. Esse parâmetro será considerado aqui como o valor imposto ao des-
locamento inicial do primeiro grau de liberdade do sistema, q1(0) = ε, o que
significa que a equação de restrição de amplitude se torna ηa(u) = eT

1 y0−1.5.
Já para a restrição de fase, escolheu-se arbitrariamente o primeiro grau de
liberdade para impor uma velocidade inicial nula na solução periódica. Isso
corresponde em escrever a equação de restrição de amplitude, definida pela
Eq. (3.2.24), como sendo ηp(u) = eT

3 y0.
O processo de busca da solução periódica é realizado através do método

de Newton-Raphson e começa com uma boa proposta inicial para a solução
do problema algébrico definido pela Eq. (3.2.25). Novamente, utilizaremos o
primeiro MNL e a primeira frequência natural do sistema linear associado
para construir essa proposta. Lembrando que para este modo os dois graus
de liberdade do sistema se movem com mesma amplitude e fase, e que a
frequência natural é 1 rad/s, defini-se como proposta inicial para u o seguinte
vetor

u(0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1.5
1.5
0
0

2π

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.3.30)

Nota-se que esta proposta inicial satisfaz tanto a restrição de amplitude como
de fase. A ultima entrada do vetor u(0) corresponde a uma proposta inicial
para o período da solução, que foi definido a partir da relação existente entre
a frequência natural e o período de oscilação de um sistema linear, isto é,
T = 2π/Ω.

A partir desta proposta inicial, pode-se construir um problema de va-
lor inicial com a equação de movimento e condições inicias definidas pela
proposta inicial da solução. O problema de valor inicial pode ser então in-
tegrado até o período previsto pela proposta inicial através do método de
Newmark. Os gráficos no topo da Figura 3.2 mostram os deslocamentos dos
dois graus de liberdade obtidos considerando a proposta inicial definido na
Eq. (3.3.30) (curvas em preto). Nota-se que esses deslocamentos não são
periódicos para o intervalo de tempo [0, T ], e por isso não satisfazem a Eq.
(3.2.25). Subtraindo o estado inicial do estado final encontrado após a inte-
gração, defini-se o resíduo do método do tiro, que para esta proposta inicial
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j 0 1 2 3 4 5

u(j)

1.5000
1.5000
0.0000
0.0000
6.2832

1.2907
2.6456

−0.0818
−1.4085
5.1434

1.4991
1.9835

−0.0009
0.0850
5.5119

1.5000
2.1559
0.0000

−0.0029
5.4531

1.5000
2.1586
0.0000
0.0000
5.4522

1.5000
2.1587
0.0000
0.0000
5.4522

|R̄T | 1.8124 1.9840 0.2561 0.0023 4.21e-6 3.11e-9

Tabela 3.1: Tabela com a convergência da solução periódica utilizando o
método do tiro.

corresponde a

R̄T

(
u(0)

)
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.3680
−0.4433
−0.8139
−1.5134

0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

As últimas entradas deste vetor são nulas porque a proposta inicial foi esco-
lhido de forma a satisfazer as restrições de amplitude e fase.

Visto que u(0) não é a solução do problema algébrico (dentro de uma
tolerância de erro escolhida), o método de Newton-Raphson realiza correções
iterativas desta proposta inicial até que a norma de R̄T seja suficientemente
pequena (ε < 10−7), como discutido sa seção 2.4. A Tabela 3.1 mostra as
atualizações das propostas de u ao longo das iterações e a respectiva norma
de R̄T . Nota-se que com apenas cinco iterações a raiz do resíduo do tiro
é encontrada (dentro da tolerância de erro) e a solução periódica do sis-
tema definida. A Figura 3.2 mostra a busca pela solução periódica ao longo
das primeira 2 iterações e a Figura 3.3 mostra graficamente o processo de
convergência do método.

3.4 Análise de estabilidade

Na literatura, existem diversos conceitos sobre estabilidade e algum deles
podem ser apropriados ou não para a definição de estabilidade de soluções
periódicas. Um dos conceitos bastante utilizados na literatura é a estabili-
dade de Lyapunov. Este conceito afirma que, se a solução de uma equação
diferencial é Lyapunov estável, qualquer outra solução inicialmente “pró-
xima” a ela ficará restrita a uma “pequena distância” dela no espaço de
estado ao longo de todo o tempo [25]. Apesar deste conceito de estabilidade
ser apropriado para pontos de equilíbrio, ele não é conveniente para o estudo
de soluções periódicas.

Para mostrar essa inconveniência, considere duas soluções periódicas es-
táveis e que tenham níveis de energia próximos. Dada a diferença no nível
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Figura 3.2: Convergência das soluções periódicas durante as duas primeiras
iterações do método de Newton-Raphon. A curva em cinza representa a
aproximação final após a convergência do método (5a iteração)
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Figura 3.3: Norma do vetor resíduo em função do número de iterações.
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Figura 3.4: Soluções periódicas estáveis que seriam consideradas instáveis
pelo conceito de Lyapunov

de energia entre essas soluções, mesmo que pequena, é possível que exis-
tam diferenças nos períodos. Dessa forma, ao evoluir em escalas de tempo
diferentes (mesmo que próximas), essas soluções periódicas estáveis e inici-
almente próximas podem se tornar significativamente distantes ao longo do
tempo. Esse comportamento é ilustrado na Figura 3.4. De acordo com o
conceito de Lyapunov, essas soluções periódicas seriam instáveis.

Um outro conceito de sobre estabilidade é então necessário, e consiste
na chamada estabilidade de Poincaré. Esse conceito define a estabilidade
de uma órbita da seguinte forma: sejam duas soluções periódicas yε1(t) e
yε2(t) com níveis de energia próximos e períodos T1 e T2, respectivamente.
Essas soluções periódicas são responsáveis por definirem as órbitas Γ1 e Γ2,
respectivamente. A órbita Γ1 é dita orbitavelmente estável se, dado um
número real pequeno α > 0, existe um δ = δ(α) > 0 que, no caso de
‖yε1(0) − yε2(τ)‖ < δ existir para algum δ, então existe dois instante de
tempo t1 e t2 que satisfaz a condição ‖yε1(t1)−yε2(t2)‖ < α. Além disso, caso
Γ2 tenda a Γ1 quando t → ∞, então Γ1 é dita assintomaticamente estável.
Para a estabilidade de Poincaré, é avaliado a proximidade de duas no espaço
de estado [43]. Embora o conceito de Poincaré seja conveniente para definir
a estabilidade de soluções periódicas, ele não fornece um procedimento de
cálculo explícito para isso. é necessário então adotar uma rotina baseada na
teoria de Floquet, conforme mostrado a seguir.

Seja yε(t) uma solução periódica (em um determinado nível de energia
ε) de um sistema autônomo cuja dinâmica é governada pela Eq. (3.2.20). O
período desta solução é T . Sobrepondo uma perturbação z(t) à solução, de
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forma que y(t) = yε(t) + z(t), reescreve-se a Eq. (3.2.20) como sendo

ẏε + ż = g (yε + z)

Expandindo o lado direito da equação em uma série de Taylor ao redor de
yε e retendo apenas os termos de primeira ordem, obtêm-se

ż ≈
(

∂g
∂y

∣∣∣∣
y=yε

)
z = G(t)z. (3.4.31)

onde G é a matriz com as primeiras derivadas parciais de g. Vale ressaltar
que a análise de estabilidade discutida nesta seção é dita local, visto que a
pertubação foi considerada pequena na expansão em série de Taylor (reten-
ção apenas dos termos de primeira ordem). A Eq. (3.4.31) representa um
sistema linear com coeficientes periódicos, o tipo de sistema analisado pela
teoria de Floquet. Para esse tipo de sistema, o número de soluções inde-
pendentes é 2n, o mesmo número da dimensão do sistema. Essas soluções
independentes formam o chamado conjunto de soluções fundamentais, defi-
nido aqui por {zi}2n

i=1, e que pode ser arranjado em uma matriz de soluções
fundamentais

Z(t) =
[
z1(t) z2(t) . . . z2n(t)

]
.

Assim, a Eq. (3.4.31) pode ser reescrita como sendo

Ż = G(t)Z. (3.4.32)

Ao comparar a Eq. (3.3.29) com a Eq. (3.4.32), nota-se que ambas cor-
respondem a sistemas de equações diferenciais equivalentes. Propondo uma
mudança na variável de t para τ = t + T , e lembrando que G(t) têm perio-
dicidade T , reescreve-se a Eq. (3.4.32) como sendo

∂Z
∂τ

= G(τ − T )Z = G(τ)Z.

Assim, se Z(t) é uma matriz de soluções fundamentais, Z(τ) = Z(t + T )
também é uma. No entanto, como existem apenas 2n soluções independentes
para a Eq. (3.4.31), e {zi(t)}2n

i=1 corresponde a um conjunto dessas soluções,
cada solução fundamental zi(t + T ) pode ser escrita como uma combinação
linear das soluções fundamentais z1(t), z2(t), . . . , z2n(t). Isso implica que
Z(t + T ) pode ser escrito como

Z(t + T ) = Z(t)Ψ, (3.4.33)

onde Ψ ∈ R
2n×2n é uma matriz de coeficientes constantes. Essa matriz pode

ser vista como uma transformação que mapeia um vetor no R
2n quando t = 0

em um vetor no R
2n quando t = T . Nota-se que a matriz Ψ não é única

e depende da escolha das soluções fundamentais que compõe Z(t). Para o
caso específico de condições iniciais

Z(0) = I2n,
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onde I2n é a matriz identidade de dimensão 2n × 2n, a Eq. (3.4.33) se torna
Z(T ) = Ψ ao impor t = 0. Neste caso específico, a matriz Ψ é chamada de
matriz de monodromia e contém as informações a respeito da estabilidade
da solução periódica.

Seja Φ uma matriz 2n × 2n cujas colunas correspondem aos autovetores
da matriz de monodromia Ψ. Ao definir a transformação Z(t) = V(t)Φ−1,
onde Φ−1 é a inversa de Φ, a Eq. (3.4.33) pode ser reescrita como

V(t + T ) = V(t)Λ (3.4.34)

onde

Λ = Φ−1ΨΦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λ2n

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

que corresponde a uma matriz com os autovalores de Ψ em sua diagonal
principal. Os autovalores da matriz de monodromia são chamados de multi-
plicadores de Floquet ou multiplicadores característicos, e podem ter valores
reais ou complexos. Quando os multiplicadores de Floquet são complexos,
eles aparecem em pares de complexos conjugados, visto que Ψ é uma matriz
de coeficientes reais. A Eq. (3.4.34) pode ser então reescrita como

vi(t + T ) = λivi(t) para i = 1, . . . , 2n. (3.4.35)

Assim, para p ∈ N períodos, a Eq. (3.4.35) se torna

vi(t + pT ) = λp
i vi(t). (3.4.36)

Consequentemente, quando t → ∞ (isto é, N → ∞), tem-se

vi(t) → 0 quando ‖λi‖ < 1 (3.4.37)
vi(t) → ∞ quando ‖λi‖ > 1 (3.4.38)

Quando ‖λi‖ = 1, a perturbação vi(t) é periódica. Para o caso especial em
que λi = 1, o período de vi(t) é T , e para o caso especial em que λi = −1,
o período de vi(t) é 2T .

Quando a estabilidade de uma solução periódica de um sistema autônomo
é avaliada, há sempre a presença um autovalor λi = 1. Isso ocorre porque,
para um sistema autônomo, qualquer solução periódica pode ser transladada
no tempo e continuar sendo uma solução periódica. Essa característica é a
razão pela qual as restrições de fase foram necessárias no cálculo das soluções
periódicas discutidas no capítulo 2 e 3 Dessa forma, tanto ye(t) quando
ye(t + Δt) são soluções periódicas, onde Δt é um incremento de defasagem
entre as soluções. Uma perturbação z(t) pode ser então definida como

z(t) = ye(t + Δt) − ye(t).
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Neste caso, z(t) representa uma perturbação ao longo da órbita da solução
periódica. Dada a periodicidade das soluções ye(t) e ye(t + Δt), tem-se que

z(t + pT ) = ye(t + pT + Δt) − ye(t + pT )
= ye(t + Δt) − ye(t)
= z(t).

o que significa que z(t) é periódica e com período igual a T . Isso só ocorre
quando λ = 1, como pode ser observado na Eq. (3.4.36).

Em resumo, para avaliar a estabilidade de uma solução periódica, analisa-
se os autovalores da matriz de monodromia do sistema. Caso o módulo
de algum autovalor seja maior que 1, a solução periódica é instável, visto
que uma perturbação iria crescer indefinidamente como mostrado na Eq.
(3.4.38). Vale lembrar que esse resultado representa apenas uma tendên-
cia local de crescimento da pertubação, visto que a análise de estabilidade
apesentada aqui é local. Quando não existe nenhum autovalor com módulo
maior que 1, todos os autovalores aparecem sobre o círculo unitário, visto
que os sistemas analisados aqui são todos conservativos. Diz-se então que a
solução periódica é não-hiperbólica, e sua estabilidade só pode ser avaliada
através de uma análise não-linear [43].

Exemplo 3.3. A estabilidade de duas soluções periódicas serão analisadas
neste exemplo. Ambas soluções, que possuem níveis distintos de energia, per-
tencem ao primeiro MNN do sistema massa-mola de dois graus de liberdade
discutido nos Exemplos 3.1 e 3.2.

A primeira solução periódica, caracterizada pela solução do método do
tiro, e representada polo vetor de solução

u1 =
[
y0
T

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2.52
6.01

0
0

4.95

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.4.39)

A matriz de monodromia é então calculada através da solução da equação
diferencial ordinária definida pela Eq. (3.3.29). Para esta solução periódica
em questão, a matriz de monodromia corresponde a

Ψ1 =
∂y(t)
∂y0

∣∣∣∣
t=T

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

0.8585 0.0268 −0.0418 0.0310
0.1052 0.9801 0.0311 −0.0231
5.1745 −1.4120 0.8585 0.1051

−1.4128 −0.3141 0.0268 0.9801

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Os autovalores λi desta matriz são então calculados e correspondem a

λ1 = 1.00
λ2 = 1.00
λ3 = 0.84 + 0.55i
λ4 = 0.84 + 0.55i
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Esses autovalores, ou multiplicadores de Floquet, são mostrados na Figura
3.5a. Todos os multiplicadores estão sobre a circunferência unitário, o que
indica que a órbita caracterizada por essa solução periódica pode ser estável.

A segunda solução periódica discutida neste exemplo também é caracte-
rizada pela solução do método do tiro, e representada pelo vetor de solução

u2 =
[
y0
T

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2.80
7.58

0
0

4.87

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.4.40)

Ao comparar as Eqs. (3.4.39) e (3.4.40), nota-se que os deslocamentos ini-
ciais da segunda solução são maiores, o que indica que esta solução está em
um nível de energia um pouco acima da primeira solução. A matriz de mo-
nodromia desta segunda solução é calculada novamente solucionando a Eq.
(3.3.29), e corresponde a

Ψ2 =
∂y(t)
∂y0

∣∣∣∣
t=T

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

0.8585 0.0268 −0.0418 0.0310
0.1052 0.9801 0.0311 −0.0231
5.1745 −1.4120 0.8585 0.1051

−1.4128 −0.3141 0.0268 0.9801

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Os autovalores de Ψ2 podem ser então calculados e correspondem a

λ1 = 1.70
λ2 = 1.00
λ3 = 1.00
λ4 = 0.59

Esses multiplicadores de Floquet são mostrados graficamente na Fig 3.5b.
Como o primeiro multiplicador está fora do circulo unitário, a órbita carac-
terizada por essa segunda solução periódica é instável.

Para ilustrar a diferença no comportamento de órbitas estáveis e instá-
veis, a equação de movimento do sistema massa-mola representado pela Eq.
(3.1.19) é integrada ao longo de 10 períodos para ambas as soluções u1 e u2,
com a adição de uma pequena perturbação. As duas órbitas analisadas são
mostradas em vermelho nas Figura 3.5c e 3.5d. As curvas em preto represen-
tam os deslocamentos obtidos durante a integração ao longo do 10 respectivos
períodos. Nota-se que a curva preta na Figura 3.5c, que caracteriza a so-
lução u1 perturbada, mantém a pertubação inicial dentro de um intervalo
pequeno, a ponto das curvas vermelhas e pretas parecerem sobrepostas. Esse
comportamento corresponde, segundo a estabilidade de Poincaré, em uma
órbita estável. Já a curva preta na Figura 3.5d, que caracteriza a solução
periódica u2 perturbada, mostra que a perturbação inicial cresceu conside-
ravelmente ao longo dos 10 períodos, o que caracteriza um comportamento
instável da órbita.
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Figura 3.5: Caracterização de soluções periódicas cujas órbitas são estáveis
e instáveis. Gráficos a) e b) mostram os autovalores das matrizes de mono-
dromia e os gráficos c) e d) mostram os deslocamentos do sistema após uma
pertubação nas soluções periódicas.
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3.5 Exercícios

1. Considere o sistema ilustrado na figura abaixo, cuja equação de mo-
vimento foi obtida no Exercício 5 do capítulo 2. Realize a integração
numérica da equação de movimento para o intervalo t ∈

[
0, 10

]
uti-

lizando o integrador de Newmark com os parâmetros β = 1
4 e γ = 1

2 .
Considere como condições iniciais q(t)

[
0 0 0

]
e q̇(t)

[
1 0 0

]
e três

diferentes incrementos de tempo: v = 1, v = 0.5, e v = 0.1. Comente
os resultados obtidos.

k=1

fnl(t)=0.5q32(t)

k=1 k=1

q3(t)

k=1
m=1 m=1 m=1

q1(t) q2(t)

2. Calcule duas soluções periódicas associadas ao primeiro MNN utili-
zando o método do tiro e com os níveis de energia ε = 1 e ε = 4. O
deslocamento inicial de q1(t) é usado na restrição de amplitude. Dis-
cretize a integração ao longo do período com 128 amostras. Compare
o resultado obtido com as soluções periódicas obtidas no Exercício 5
do capítulo 2.

3. Defina se as soluções periódicas obtidas no Exercício 2 são estáveis ou
instáveis. Mostre graficamente os multiplicadores de Floquet.

4. Calcule soluções periódicas associadas ao primeiro MNN do sistema
massa-mola de dois graus de liberdade mostrado na figura abaixo. O
elemento de não-linearidade corresponde a uma mola unidirecional com
rigidez ku = 10 que é sentida pelo sistema apenas quando q2(t) > 0.5.
Esse tipo de não-linearidade pode ser visto em estruturas com fim de
curso ou folgas. Utilize o método do tiro para calcular as soluções
periódicas. Utilize a restrição de amplitude para o deslocamento q2 e
com energias variando entre ε = 0.1 e ε = 0.6. Realize uma continua-
ção sequencial das soluções com incremento de 0.01 nos valores de ε.
Mostre um gráfico da frequência fundamental da solução periódica em
função de ε. Comente o resultado.

k=1 k=1 k=10
m=1 m=1

0.5

q1(t) q2(t)
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Capítulo 4

Continuação numérica de
soluções periódicas

Nos capítulos 2 e 3, dois métodos numéricos foram apresentados para obter
uma solução periódica de sistemas mecânicos autônomos, conservativos e
não-lineares. No entanto, o conhecimento de apenas uma solução periódica
não permite a compreensão global da dinâmica dos sistemas. Por exemplo,
com apenas uma solução periódica não é possível determinar se o sistema
sofre um processo de enrijecimento ou relaxamento com o aumento de ener-
gia nas soluções periódicas. Além disso, a obtenção de um solução periódica
estável em um determinado nível energético não garante a estabilidade de
outras soluções periódicas em outros níveis energéticos. De acordo com Ro-
senberg [57, 58, 59], os modos normais não-lineares (MNN) correspondem a
famílias de soluções periódica. Isso significa que o cálculo dos MNNs consiste
em obter soluções periódicas para diferentes níveis de energia, avaliando as
respectivas evoluções. Sendo os MNNs o tema principal deste livro, é evi-
dente que a continuação numérica de soluções periódicas representa uma
tarefa importante a ser feita.

Ao realizar um processo de continuação, desejamos obter soluções para
um determinado problema perante a variação de um determinado parâme-
tro, chamado aqui de parâmetro livre. Este parâmetro pode pertencer tanto
ao sistema quanto à solução. Por exemplo, quando estamos utilizando o pro-
cesso de continuação para calcular os MNN, o parâmetro livre corresponde
ao nível energético ε, que está atrelado somente à solução. Já quando es-
tamos interessados em calcular as curvas de resposta em frequência de um
sistema, o parâmetro livre corresponde à frequência de excitação, que corres-
ponde a um parâmetro do sistema. O conjunto das soluções obtidas a partir
de um processo de continuação numérica consiste no chamado ramo de so-
luções. Logo, um MNN pode ser interpretado como um ramo de soluções
periódica, cujo parâmetro livre é o nível energético das soluções. Em geral,
a construção de um ramo de solução é restrita a um intervalo pré-definido
do parâmetro livre.
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Figura 4.1: Exemplos de pontos de retorno em MNN que causam problemas
de convergência durante a continuação sequencial.

O processo de continuação mais simples é o método de continuação se-
quencial, brevemente apresentado no Exemplo 2.3. A continuação sequencial
é feita variando o valor do parâmetro livre com um incremental fixo a cada
nova solução e tendo a última solução conhecida como proposta inicial de
solução. Apesar de ser um método bastante simples, esse processo de con-
tinuação numérica possuí algumas limitações, especialmente quando pontos
de bifurcação são encontrados. Nesses pontos, a nova solução pode se dis-
tanciar consideravelmente da última solução conhecida, fazendo com que a
correção da proposta inicial não seja obtida (perda de convergência). A Fi-
gura 4.1 mostra dois exemplos de pontos de bifurcação que são muitas vezes
encontrados nas curvas de resposta em frequência e nos MNN, os chamados
pontos de retorno. Percebe-se que, em ambos os casos, o ponto de retorno
(A) está distante da próxima solução buscada, o ponto (B). Nestes casos, a
redução no incremento da continuação não soluciona o problema, visto que
o ramo de solução passa por uma descontinuidade quando a continuação é
feita monotonicamente em relação ao parâmetro livre. Por isso, um processo
de continuação numérica mais sofisticado precisa ser utilizado para o cálculo
dos MNNs.

Este capítulo discute um processo clássico de continuação numérica, cha-
mado de método de predição-correção [61]. Este método é bastante utilizado
no estudo de dinâmica estruturas não-lineares, uma vez que ele permite o
cálculo dos MNNs e das curvas de resposta em frequência. De forma resu-
mida, o cálculo de uma nova solução durante processo de continuação ocorre
em duas etapas. A primeira etapa, chamada de predição, consiste em esti-
mar uma nova solução a partir de uma ou mais soluções já conhecidas. No
entanto, essa predição dificilmente irá satisfazer (dentro de uma tolerância
de erro) o sistema de equações que governa o problema, necessitando assim
um processo de correção desta proposta de solução prevista. é necessário que
essa correção garanta a progressão das soluções ao longo do ramo desejado.
Isso é feito através de uma restrição paramétrica da solução. Métodos de
continuação mais sofisticados, como o método numérico assimptótico [22, 12],
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também podem ser utilizados no cálculo de MNNs, mas não serão discutidos
neste livro.

Ao longo do capítulo, o processo de continuação será apresentado sem
distinguir se o sistema de equações algébricas que governa as soluções pe-
riódicas foram obtidas pelo método do Balanço Harmônico (MBH) ou pelo
método do tiro. Por isso, apresenta-se a seguir, de forma genérica, o pro-
blema de continuação numérica para o cálculo dos MNNs:

Resolver R̄ (ū) = 0,

onde ū =
[
uT ε

]T
,

para o intervalo εi ≤ ε ≤ εf (4.0.1)

O vetor de funções R̄ : Rnu+1 → R
nu+1 corresponde ao vetor contendo tanto

as funções de resíduo quanto as restrições de fase e amplitude da solução
periódica buscada. Este vetor de funções foi definido pela Eq. (2.3.28)
quando utilizado o MBH e pela Eq. (3.2.25) quando utilizado o método do
tiro. Ao utilizar o MBH, o vetor de incógnitas u ∈ R

nu é composto pela
frequência fundamental e pelos coeficientes de Fourier do Ansatz. Já quando
o método do tiro é utilizado, o vetor de incógnitas u ∈ R

nu é composto
pelo período fundamental e pelo estado inicial do sistema que garante a
solução periódica. O escalar ε corresponde ao parâmetro livre da continuação
numérica, que no caso dos MNN consiste em um parâmetro associado à
energia da solução periódica. Um intervalo pré-definido para a continuação
do parâmetro livre é definido através do limite inferior εi e do limite superior
εf .

A seguir, as duas etapas do processo de continuação numérica pelo mé-
todo de predição-correção são apresentados. A primeira etapa corresponde
a uma predição de uma nova solução, e a segunda corresponde a um corre-
ção desta predição para que ela de fato satisfaça as equações algébrico que
governam o problema.

4.1 Predição

Para progredir ao longo de um ramo de solução, o primeiro passo consiste
em realizar uma predição de uma nova solução a partir das propriedades das
soluções anteriores já conhecidas. Isso significa que pelo menos uma solução
deve ser conhecida para que a predição seja realizada. Em geral, a primeira
solução periódica de um MNN é obtida fazendo com que ε = εi, e impondo
que εi seja um nível energético tão pequeno que o sistema se comporte como
o sistema linear associado, cuja solução periódica é facilmente definida pe-
los modos normais lineares (MNLs), calculados através de um problema de
autovalor.

Seja ūj a última solução conhecida para o problema definido pela Eq.
(4.0.1). Uma predição para a próxima solução que também satisfaz esse
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Figura 4.2: a) Predição da próxima solução pelo método da secante (azul)
e pelo método da tangente (vermelho). b) Definição do sentido do vetor
direcional pelo método da tangente para garantir a continuação na direção
correta.

sistema pode ser definida através da equação

ˆ̄uj+1 = ūj + sjpj , (4.1.2)

onde pj é um vetor unitário direcional e sj é o tamanho de passo da con-
tinuação. O vetor direcional será calculado de duas formas neste capítulo,
através do método da secante e através do método da tangente. Ambas
formas são ilustradas na Figura 4.2a.

4.1.1 Método da secante

O vetor direcional no método da secante é definido utilizando duas soluções
previamente conhecidas e extrapolando linearmente o ramo de soluções. Isso
é feito através da equação

psec,j =
ūj − ūj−1

‖ūj − ūj−1‖ .

Extrapolações de ordens mais altas também são possíveis, mas necessitam
de um número maior de soluções conhecidas, além de uma extensão da Eq.
(4.1.2) para incorporar os temos de ordem mais alta.

4.1.2 Método da tangente

O método da tangente utiliza o vetor que tangencia o ramo de soluções no
ponto uj como vetor direcional na predição. Para isso, o seguinte sistema
algébrico linear precisa ser resolvido

∂R̄
∂ū

∣∣∣∣∣
ūj

p̄tan,j = 0. (4.1.3)

onde p̄tan,j é o vetor tangente ao ramo de solução em ūj . Esse sistema é
indeterminado e por isso apenas a direção de p̄tan,j pode ser obtida. Caso ūj
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seja um ponto de bifurcação do tipo transcrítico ou pitchfork (tridente), mais
de uma direção para p̄tan,j existe. Para o caso em que ūj não é um desses
pontos de bifurcação, apenas uma direção tangencial pode ser definida pela
Eq. (4.1.3). O sentido e a norma de p̄tan,j continuam sendo indeterminados.
Para que p̄tan,j seja definido de forma única, o valor de alguma entrada de
p̄tan,j precisa ser imposta ao problema. Isso é feito adicionando uma equação
de normalização ao sistema de equações. Um exemplo desta normalização é
dado pela equação

eT
k p̄tan,j = 1,

onde e ∈ R
nu+1 é um vetor unitário com todas as entradas iguais a zero,

exceto a k-ésima entrada, cujo valor é 1. Essa não é a única equação de
normalização possível, mas é a mais utilizada uma vez que ela é simples e
mantém a linearidade do problema. A direção tangencial p̄tan,j pode ser
então computada através do seguinte problema algébrico estendido⎡

⎣ ∂R̄
∂ū

∣∣∣
ūj

eT
k

⎤
⎦ p̄tan,j = 0.

Para garantir que o vetor direcional utilizado na predição tenha norma uni-
tária, realiza-se uma normalização do vetor p̄tan,j

ptan,j =
p̄tan,j

‖p̄tan,j‖ .

Uma vez normalizado, é preciso ainda definir o sentido do vetor para garantir
a progressão correta da continuação ao longo do ramo de solução, evitando
assim o retorno para soluções já conhecidas. Na Figura 4.2a, o vetor direci-
onal ptan,j obtido pelo método da tangente pode ser tando a seta vermelha
pontilhada quanto a seta vermelha sólida. Ambas são tangentes ao ramo e
têm norma unitária. No entanto, apenas a seta sólida garante a continuação
das soluções no sentido correto. Uma forma de definir o sentido correto de
ptan,j consiste em comparar este vetor com o vetor direcional do passo ante-
rior, ptan,j−1. Se o produto interno euclidiano entre esses vetores unitários
for positivo, isso significa que o ângulo entre ptan,j e ptan,j−1 é menor que
π/2 rad, o que indica que eles estão no mesmo sentido da continuação. Essa
verificação do sentido do vetor ptan,j é mostrado na Figura 4.2b.

4.1.3 Tamanho do passo

O valor do passo sj representa (indiretamente) a resolução do ramo de so-
luções. Este passo pode ser definido como constante ao longo do ramo ou
adaptativo (como recomendado), onde o tamanho é ajustado para cada nova
solução. Quando um passo grande é utilizado, é mais provável que a predi-
ção se distancie mais da solução do problema. Como mostrado na próxima
seção, isso implica em um maior número de iterações durante a etapa de cor-
reção da predição. Além de um maior custo computacional, uma predição
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Figura 4.3: Ilustração da variação no tamanho de passo (distância entre os
pontos vermelhos) no processo de continuação das soluções periódicas.

ruim pode acarretar em uma perda de convergência na correção. Por outro
lado, quando um passo pequeno é utilizado, um número maior de soluções é
necessário para cobrir o mesmo intervalo pré-definido do parâmetro livre, o
que também têm um alto custo computacional associado.

Uma estratégia comum para ajustar o tamanho do passo a cada nova
solução é definir o tamanho em função do número de iterações utilizada na
correção da última solução encontrada. Isso é, o passo sj+1 pode ser definido
através da equação

sj+1 =
Nc

N∗
sj , (4.1.4)

onde Nc é o número de iterações utilizadas para corrigir a predição da última
solução conhecida e N∗ é um número ideal estipulado pelo usuário. Além do
ajuste adaptativo do tamanho de passo, é usual estabelecer valores máximos
e mínimos para sj+1, a fim de garantir uma discretização máxima e mínima
do ramo de soluções. Essa estratégia adaptativa do tamanho de passo é
ilustrada na Figura 4.3. é possível observar que as regiões próximas a alta
curvatura do ramo tendem a ter um tamanho de passo menor. Isso acontece
porque a predição não é muito precisa nessa região, fazendo com que seja
necessário um maior número de iterações na correção, e consequentemente,
um menor tamanho de passo é definido.

4.2 Correção

A predição da nova solução, ˆ̄uj+1, calculada pela Eq. (4.1.2), dificilmente
irá satisfazer (dentro de uma tolerância de erro pré-definida) o problema
algébrico definido pela Eq. (4.0.1). Por isso, uma segunda etapa neste pro-
cesso de continuação é necessário e corresponde a uma correção da predição.
Durante esse processo de correção, a solução buscada precisa manter uma
certa distância das soluções já conhecidas para que a continuação numérica
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Figura 4.4: Representações conceituais da trajetória de correção da solução.

possa ser feita de forma eficiente e com boa resolução. Isso significa que,
durante o processo de correção, a solução buscada não pode convergir para
uma solução já conhecida, visto que isso não possibilitaria a continuação do
parâmetro livre, e também não pode convergir para uma solução muito dis-
tante, pois poderia perder informações valiosas sobre a dinâmica do sistema
nesse intervalo. Para realizar a correção de forma controlada, uma restri-
ção paramétrica na solução buscada é imposta. Existem diferentes formas
de parametrizar uma solução ao longo do ramo, e por isso diferentes res-
trições de parametrização também são possíveis. Nesta seção, discutiremos
as restrições mais populares utilizadas para o calculo dos MNNs. Elas se-
rão definidas aqui através da equação algébrica adicional h(ūj+1) = 0, que
precisará ser resolvida simultaneamente com a Eq. (4.0.1). Em outras pa-
lavras, o seguinte sistema algébrico precisa ser resolvido durante o processo
de correção [

R̄
(
ū(j+1)

)
h(ūj+1)

]
=
[
0
0

]
, (4.2.5)

Tanto as equação definidas pelo vetor R quanto a equação de restrição para-
métrica h são geralmente não-lineares, e por isso a solução é buscada nume-
ricamente através de um algoritmo como o método de Newton-Raphson. O
processo de achar a solução para a Eq. (4.2.5) (dentro de uma tolerância de
erro) corresponde ao chamado processo de correção da predição. A proposta
inicial de solução deste problema é justamente a predição ˆ̄uj+1 definida pela
Eq. (4.1.2), que é então corrigido recursivamente até que a solução ūj+1 seja
encontrada. O número Nc de iterações necessárias para a realização desta
correção é então utilizado para calibrar o tamanho de passo da próxima
predição, como mostrado na Eq. (4.1.4).

A seguir, as diferentes formas de restringir a correção das predições ao
longo do ramo de soluções serão apresentadas, assim como as respectivas
parametrizações.

4.2.1 Restrição local

Uma simples forma de parametrizar uma solução ao longo do ramo con-
siste em utilizar as entradas do vetor ū como parâmetros. Assim, a nova
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solução buscada pode ser restrita impondo um determinado valor para al-
guma entrada de ū, definida aqui como o parâmetro local ūk,(j+1), onde
1 ≤ k ≤ nu + 1. A restrição no valor do parâmetro pode ser feita através de
incremento pré-definido ξ ao valor obtido na última solução conhecida, ūk,j .
Assim, a equação adicional de restrição paramétrica local é dada por

hloc(ūj+1) = uk,j+1 − (uk,j + ξ) = 0, (4.2.6)

Percebe-se que uk pode ser qualquer componente de ū, incluindo o parâ-
metro livre ε. A escolha do índice k pode ser alterada a cada novo passo
na continuação, tornando-a uma restrição mais flexível e diferenciando-a da
continuação sequencial. Quando k ≤ nu, o parâmetro local consiste em um
componente do vetor u, o que significa que o valor do parâmetro livre ε
pode alterar livremente durante o processo de correção. Isso permite que a
continuação numérica progrida por um ponto de retorno no diagrama de bi-
furcação. Caso k = nu +1, o parâmetro local coincide com o parâmetro livre
ε e o processo de continuação se comporta como a continuação sequencial
nesse passo.

A performasse numérica da continuação depende da escolha do índice k
a cada novo passo. Uma boa forma de definir o melhor índice k consiste
em determiná-lo como o índice da entrada de pj contendo o maior valor
absoluto. Isto é,

pk,j = max {‖p1,j‖, ‖p2, j‖, . . . , ‖pnu+1,j‖} .

O incremento ξ pode ser escrito em função do índice k e do último vetor
direcional. Uma forma de relacioná-lo também ao tamanho de passo sj

pode ser feita através da equação

ξ = sjpk,j .

O benefício de se definir o incremento ξ desta forma é torná-lo adaptativo
ao longo do ramo, uma vez que ele passa a ser função de sj .

Essa restrição paramétrica é mostrada na Figura 4.4a, onde o caminho
de correção desde o ponto de predição até a solução numérica do problema
é conceitualmente representado pela linha magenta. Neste exemplo, k =
nu + 1, o que significa que o parâmetro local é o parâmetro livre ε. Neste
caso, e equação de restrição paramétrica impõe que o caminho de correção
seja perpendicular ao eixo da abscissa no diagrama de bifurcação.

4.2.2 Restrição ortogonal

Uma forma alterativa de restringir a busca pela solução consiste em exigir
que o caminho de correção seja ortogonal ao vetor direcional pj definida na
etapa de predição. Essa restrição utiliza a mesma parametrização da solução
ao longo do ramo e pode ser facilmente imposta através da seguinte equação
de restrição

hort(ūj+1) = pT
j

(
ˆ̄uj+1 − ūj+1

)
. (4.2.7)
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Esse tipo de restrição ortogonal é ilustrada conceitualmente através da Fig
4.4b. Essa restrição pode enfrentar alguns problemas de convergência ao en-
contrar pontos de retorno quando grandes passos são utilizados na predição.
No entanto, essa restrição têm a vantagem de ser linear em relação a solução
buscada.

4.2.3 Restrição de comprimento de arco

Uma outra forma de parametrizar as soluções ao longo do ramo consiste em
definir um comprimento de arco a partir de um ponto de referência. Quando
esse ponto de referência é a última solução conhecida, ūj , o comprimento
de arco até a solução predita corresponde ao tamanho de passo sj . Para
manter essa distância entre os pontos ao longo do processo de correção, uma
restrição paramétrica de comprimento de arco pode ser definida como sendo

harc(ūj+1) =
nu+1∑
k=1

(uk,j+1 − uk,j)2 − (sj)2 = 0 (4.2.8)

A Eq. (4.2.8) impõe que ūj+1 esteja na superfície de uma hiper-esfera de
dimensão nu +1, centrada no ponto ūj e com raio sj . Essa restrição paramé-
trica é a mais robusta em relação a pontos de retorno, o que a torna a mais
popular no cálculo de MNNs. Essa restrição é mostrada conceitualmente na
Figura 4.4c.

4.3 Algorítimo

Esta seção apresenta um algorítimo para calcular os MNNs através da con-
tinuação de soluções periódica pelo método da predição-correção. O algorí-
timo é independente do método escolhido para calcular a solução periódica.
Por isso, utiliza-se aqui uma função resíduo R̄(ū) genérica, que precisa ser
substituída pela Eq. (2.3.28) ao utilizar o MBH ou pela Eq. (3.2.25) ao
utilizar método do tiro. As principais etapas do algorítimo são descritas a
seguir:

1. Primeiro, alguns parâmetros de inicialização são necessários. São eles
o tamanho de passo s0 para a continuação, o número ideal de itera-
ções na correção N∗, os valores mínimos e máximos de energia definidos
para os MNNs, definidos aqui por εi e εf , respectivamente, e a proposta
inicial para a primeira solução periódica associada ao menor nível ener-
gético εi. A proposta inicial para a primeira solução periódica pode
em algumas situações ser o parâmetro de inicialização mais difícil de
se fornecer. Para o cálculo de MNNs, a melhor estratégia consiste em
definir um nível de energia inicial εi pequeno o suficiente para que o
sistema se comporte no regime linear. Desta forma, a proposta inicial
é definida pelo MNLs, facilmente obtidos através do problema clássico
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de autovalor definido pela Eq. (1.3.21). Os valores de s0 e N∗ depen-
dem da experiência do analista, uma vez que seus valores podem variar
consideravelmente dependendo do sistema.

2. Para corrigir a proposta inicial até que a primeira solução periódica
seja obtida (dentro da tolerância de erro), uma restrição paramétrica
inicial precisa ser imposta, visto que ainda não há nenhuma solução
conhecida. O objetivo é que o nível energético da solução não seja
modificado ao longo deste primeiro processo de correção. A restrição
paramétrica inicial é dada por

h(ū0) = ε − εi.

Essa restrição pode ser vista como um caso especial da restrição local
discutida na seção 4.2, onde k = nu + 1 (isto é, o parâmetro local é o
parâmetro livre), uk,j = 0 (não há solução anterior) e ξ = εi.

3. Dada a restrição paramétrica inicial e a função resíduo que governa as
soluções periódicas (definida de forma diferente para o MBH ou para
o método do tiro), a primeira solução periódica pode ser encontrada
resolvendo a Eq. (4.2.5) através do método de Newton-Raphson e
utilizando o vetor ˆ̄u0 =

[
ûT

0 , εi

]
como proposta inicial.

4. Após encontrada a primeira solução ū0, a continuação numérica é inici-
ada através de um processo recursivo, onde inicialmente j=0. Conside-
rando a última solução conhecida como ūj , a predição para a próxima
solução é definida pela Eq. (4.1.2). Essa predição exige o cálculo do
vetor direcional pj , que, para a primeira solução periódica, só pode ser
calculada através do método da tangente. Depois que pelo menos duas
soluções tenham sido encontradas, pj pode ser calculado também pelo
método da secante.

5. Após calcular o vetor direcional unitário, a predição da nova solução
periódica é feita através da Eq. (4.1.2) e utilizando o atual tamanho
de passo sj . Essa predição é utilizada como proposta inicial de solução
durante a etapa de correção.

6. Antes de realizar a correção da predição, a restrição paramétrica pre-
cisa ser atualizada com os dados da última solução periódica conhecida.
Três diferentes métodos foram discutidos na seção 4.2. A restrição pa-
ramétrica foi definida pela Eq. (4.2.6) para a restrição local, pela Eq.
(4.2.7) para a restrição ortogonal, e pela Eq. (4.2.8) para a restrição
de comprimento de arco.

7. Tendo definido a restrição paramétrica e calculado a predição da solu-
ção (proposta inicial), a próxima solução periódica é obtida resolvendo
a Eq. (2.4.29) com o método de Newton-Raphson. Um importante
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parâmetro a ser observado durante essa etapa consiste no número de
iterações Nc utilizada pelo método de Newton-Raphson.

8. Conhecendo o último número de iterações de correção Nc e o valor
desejável N∗ (definido inicialmente pelo usuário), o tamanho de passo
sj+1 para a próxima predição pode ser ajustado pela Eq. (4.1.4).

9. A partir da última solução periódica, é possível avaliar se o valor do
parâmetro livre ε já alcançou o valor máximo estipulado inicialmente
pelo usuário (εf ). Se alcançado, o processo de continuação é finalizado.
Caso contrário uma nova iteração na continuação é feita incrementando
o índice j e repetindo os itens 4 a 8.

Além dos itens essenciais descritos acima, alguns mecanismos adicionais
devem ser adicionados ao algorítimo para torna-lo um código mais robusto.
Caso a convergência do método de Newton-Raphson não seja obtida durante
o item 7, uma nova tentativa deve ser feita, retornando ao item 5 e redu-
zindo o tamanho do passo (por exemplo pela metade) para se ter uma nova
predição mais conservadora. Além disso, o algoritmo pode sofrer com pro-
blemas numéricos quando as variáveis do problema têm valores com ordens
de gradeza muito distintos. Esse problema pode ser reduzido através de um
pré-condicionamento do problema, como explicado em [36].

4.4 Exercícios

1. Considere o sistema massa-mola não-linear mostrado na figura abaixo:

k=1

fnl(t)=0.5q13(t)

k=1 k=1

q2(t)

m=1 m=1

q1(t)

a) Calcule o primeiro MNN utilizando o método do tiro para um in-
tervalo de energia mecânica (cinética mais potencial) das soluções
periódicas igual a [1e-3 1e4]. Mostre o Gráfico Frequência-Energia
desse modo.

b) Calcule novamente o mesmo MNN utilizando agora o MBH. Re-
alize o calculo considerado as ordens de truncamento H = 1, 3 e
9. Compare os modos calculados com o obtido no item anterior
quando método do tiro foi utilizado. Comente os resultados.

c) Calcule o segundo MNN desse sistema para um intervalo de ener-
gia mecânica igual a [1e-3 1e4]. Mostre o Gráfico Frequência-
Energia desse modo.
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Figura 4.5: Principais etapas do algoritmo para computar os MNN.
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2. Considere o sistema massa-mola de dois graus com uma mola unidire-
cional mostrado na figura abaixo e que já foi discutido no Exemplo 4
do capítulo 3.

k=1 k=1 k=10
m=1 m=1

0.5

q1(t) q2(t)

a) Calcule o primeiro MNN utilizando o método do tiro para um
intervalo de energia mecânica igual a [1e-3 1e4]. Mostre o Gráfico
Frequência-Energia deste modo.

b) Calcule novamente o primeiro MNN para o mesmo intervalo de
energia, mas utilizando desta vez o MBH. Qual o valor da ordem
de truncamento H para que a solução atinja a convergência?

c) Repita os dois itens anteriores, considerando agora o segundo
MNN.

d) Explique porque este sistema não apresenta uma ressonância in-
terna.

3. Considere novamente o sistema massa-mola de três graus com uma
mola cúbica, como mostrado na figura abaixo, e que já foi discutido
no Exemplo 5 do capítulo 2 e no Exemplo 1 do capítulo 3.

k=1

fnl(t)=0.5q32(t)

k=1 k=1

q3(t)

k=1
m=1 m=1 m=1

q1(t) q2(t)

a) Calcule o primeiro MNN do sistema utilizando o MBH e conside-
rando um intervalo de energia mecânica igual a [1e-4 5e3] para as
soluções periódicas. Realize o cálculo considerando H = 1, 3, 5 e
7. Mostre o Gráfico Frequência-Energia.

b) Mostre o Gráfico Frequência-Energia dos três MNN do sistema
calculados utilizando o MBH e uma ordem de truncamento H = 9.
Comente o resultado obtido.

4. Calcular os cinco MNNs do sistema mostrado na figura abaixo utili-
zando o método do tiro. Considere um intervalo de energia mecânica
igual a [1e-2 1e4] para as soluções periódicas.
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Capítulo 5

Aplicações dos MNN

Os modos normais não-lineares (MNNs) foram apresentados no capítulo 1
de acordo com a definição de Rosenberg (famílias de soluções periódicas de
sistemas homogêneos e conservativos). As principais propriedades como a
dependência energética dos modos, a possibilidade de instabilidade nas so-
luções periódicas e a interação entre modos foram brevemente apresentadas.
Mostrou-se que o problema clássico de autovalor para o cálculo dos modos
normais lineares (MNLs) não pode ser estendido a sistemas não-lineares, ne-
cessitando a utilização de um procedimento alternativo. Mostrou-se então
que tanto os MNLs quanto os MNNs poderiam ser calculados através de
um procedimento governado por um problema de valor de contorno perió-
dico e que, devido a sua complexidade e custo computacional, a aplicação se
restringe apenas ao caso não-linear.

Estratégias para buscar aproximações precisas das soluções dos proble-
mas de valor de contorno periódico foram discutidas nos capítulos 2 e 3
através do método do balanço harmônico (MBH) e do método do tiro, res-
pectivamente. Ambos correspondem a procedimentos numéricos que trans-
formam o problema de valor de contorno periódico, composto pela equação
diferencial que governa a dinâmica do sistema mais as restrições de peri-
odicidade, em um problema puramente algébrico. No entanto, devido a
dependência energética dos MNNs, as soluções periódicas aproximadas pre-
cisam ser avaliadas em diferentes níveis de energia a fim de se compreender
a dinâmica do sistema globalmente. Para isso, incorporou-se a esses méto-
dos um procedimento de continuação numérica através de um esquema de
predição-correção, apresentado no capítulo 4. Como resultado, um algoritmo
para o cálculo dos MNNs foi proposto.

Encerrado o estudo das ferramentas necessárias para o cálculo dos MNNs,
este último capítulo busca apresentar algumas aplicações dos MNNs na aná-
lise dinâmica de sistemas mecânicos não-lineares. Mesmo sem o princípio
de superposição modal para representar a dinâmica, os exemplos desse capi-
título mostram a importância dos modos MNNs. Mostra-se aqui que fenô-
menos complexos e exclusivos da dinâmica não-linear podem ser previstos
e explicados através dos MNNs. No total, três exemplos são apresentados
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k=1

fnl(t)=q1(t) + 0.5q1
3(t)

fnl

fex(t)

c=0.02 c=0.02 c=0.02

k=7 q2(t)

m=1 m=1

q1(t)

Figura 5.1: Sistema não-linear que ilustra as curvas de ressonância e a de-
tecção e cálculo de isolas.

neste capítulo, cada um abordando uma aplicação diferente do MNNs.

5.1 Curva de ressonância

O primeiro exemplo consiste em mostrar que os MNNs podem ser vistos como
curvas de ressonâncias dos sistemas não-lineares. Isso significa que os modos
normais podem ser utilizados para prever as frequências de ressonância dos
sistemas em diferentes níveis de energia. Grandes amplitudes de movimento
podem ser esperados quando um sistema é excitado harmonicamente nas
frequências de ressonância, o que pode acarretar em falhas no sistema tanto
no ponto de vista de integridade estrutural quanto no ponto de vista de
desempenho.

O problema de dinâmica discutido neste exemplo é ilustrado na Figura
5.1. A equação de movimento deste sistema corresponde a[

1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[

0.04 −0.02
−0.02 0.04

]
︸ ︷︷ ︸

C

[
q̇1(t)
q̇2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̇(t)

+
[

8 −7
−7 8

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

+
[
0.5q3

1(t)
0

]
︸ ︷︷ ︸

fnl(t)

=
[
fex(t)

0

]
︸ ︷︷ ︸

fex(t)
(5.1.1)

Considera-se aqui que o forçamento no primeiro grau de liberdade seja se-
noidal, isto é, fex(t) = A sin(Ωt) e que tanto a frequência de forçamento Ω
quanto a amplitude A sejam dados conhecidos.

Independente das condições iniciais impostas a esse sistema durante a
construção de um problema de valor inicial, é esperado que as respostas do
sistema atinjam um regime estacionário após um certo tempo. Isso ocorre
porque a etapa transitória imposta pelas condições iniciais são dissipadas
pelo sistema, deixando apenas a resposta estacionária causada pelo força-
mento (neste caso periódica) do sistema. Diferentemente das respostas dos
sistemas lineares, é possível a existência de diferentes respostas estacionárias
para um mesmo forçamento harmônico. O que definirá para qual solução pe-
riódica o sistema irá convergir depende das condições iniciais. O conjunto de
condições iniciais que resultam em uma mesma solução estacionária consiste
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na base de atração desta solução.
Ao adicionar restrições de periodicidade na Eq. (5.1.1) cria-se um pro-

blema de valor de contorno periódico que governa as soluções periódicas do
sistema. Aproximações das soluções podem ser obtidas através dos méto-
dos já discutidos neste livro. Detalhes desse processo para esse problema
em particular podem ser vistos em [72, 43]. Uma importante análise do
problema de dinâmica imposto pela Eq. (5.1.1) consiste em avaliar todas
as soluções periódicas considerando um valor variável para a frequência da
excitação. Ao definir um intervalo de valores para a frequência de excitação,
uma família de soluções periódicas pode ser encontrada através de um pro-
cesso de continuação numérica, onde a frequência de excitação passa a ser,
neste caso, o parâmetro livre do problema. A família de soluções periódicas
para uma determinada amplitude de excitação pode ser utilizada para cons-
truir uma curva de resposta em frequência não-linear (CRFN). Nessa curva,
algum escalar é extraído das soluções periódicas (por exemplo pico-a-pico,
valor máximo, amplitude do primeiro harmônico, valor eficaz, etc.) e plo-
tado em função da frequência de excitação. O cálculo desta curva pode ser
então repetido para valores crescentes da amplitude de forçamento, o que
permite visualizar o comportamento dinâmico do sistema com o aumento
de energia. Através desta análise é possível ver a dependência energética
do sistema, a quantidade de soluções periódicas existentes para uma dada
excitação harmônica e os intervalos de frequência nos quais as soluções têm
grande amplitude (região próxima à frequência de ressonância).

A Figura 5.2 mostra uma CRFN do sistema analisado neste exemplo con-
siderando valores de Ω ∈ [3.6, 4.4] rad/s e A = 1.23. Nesta curva, as soluções
periódicas do segundo grau de liberdade, q2(t), foram caracterizadas pelos
respectivos valores eficazes (root mean square ou RMS). Nota-se que existem
dois intervalos de Ω ([3.60, 3.97[ e ]4.14, 4.40] rad/s) em que apenas uma so-
lução periódica foi encontrada e um intervalo ([3.97, 4.14] rad/s) em que três
soluções periódicas foram encontradas. Além disso, pode-se observar altos
valores de RMS para Ω entre 3.8 e 4.14 rad/s, o que caracteriza a existência
de uma frequência de ressonância neste intervalo. É possível perceber ainda
que este pico no valor de RMS está inclinado para a direita, isto é, para os
valores mais altos de frequência, o que caracteriza um comportamento de
enrijecimento do sistema.

Seguindo os procedimento apresentados no capítulos 2, 3 e 4, os dois
MNN deste mesmo sistema puderam ser calculados utilizando tanto o MBH
quanto o método do tiro. Para isso, considerou-se para o cálculo o sistema
associado onde a dissipação e o forçamento externo foram eliminados. Os
modos foram calculados para níveis de energia mecânica do sistema dentro
do intervalo [10e − 3, 10e3]. Como a dimensão deste sistema é pequena
(dois graus de liberdade) e a não linearidade é simples (cúbica), o custo
computacional para avaliar os dois MNNs foi baixo. Para o MBH, usou-
se uma ordem de truncamento H = 9 e 128 amostras por período para
avaliar os coeficientes de Fourier das forças não-lineares através do método
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3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4
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1

1.5
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Figura 5.2: Representação de uma CRFN do sistema, destacando as regiões
onde existem 1 e 3 soluções periódicas.

de alternância frequência-tempo (AFT). Em média, cada solução periódica
foi aproximada em 1 milésimo de segundo. Para o método do tiro, a equação
de movimento foi integrada ao longo de 128 amostras temporais. Em média,
cada solução periódica foi aproximada em 5 milésimos de segundo. Em
geral, quando a não-linearidade do sistema é suave (como no caso de uma
não-linearidade cúbica), o MBH é, em geral, mais eficiente. No entanto, o
MBH exige uma análise adicional de convergência para avaliar a ordem de
truncamento do Ansatz.

Os gráficos de Frequência-Energia dos MNNs calculados são mostrados
na Figura 5.3a, utilizando tanto o MBH quanto o método do tiro. Como
esperado, é possível observar que os resultados foram aproximadamente os
mesmos. Tanto o primeiro MNN quanto o segundo MNN apresentam um
comportamento de enrijecimento, isso é, as frequências fundamentais das so-
luções periódicas aumentam com o aumento de energia no sistema. A Figura
5.3b mostra em detalhes quatro soluções periódicas calculadas ao longo do
primeiro MNN, onde as curvas em azul correspondem ao deslocamento q1(t)
e as curvas em vermelho o deslocamento q2(t). Nota-se que as soluções 1, 2 e
4 mostram os deslocamentos dos dois graus de liberdade em fase, enquanto
a solução 3 mostra um movimento fora de fase e com uma frequência 3 vezes
maior. Isso demonstra que a solução 3 está em uma língua de interação
modal entre os dois modos em uma razão 3:1. Através das soluções 1, 2 e 4,
é possível observar também uma tendência de localização das respostas no
segundo grau de liberdade, uma vez que a curva em vermelho tende a au-
mentar sua amplitude em relação a curva em azul com o aumento de energia.
Já a Figura 5.3c mostra em detalhes quatro soluções periódicas calculadas
ao longo do segundo MNN. Neste caso, é possível observar a tendência de
localização da solução no primeiro grau de liberdade, uma vez que a am-
plitude de deslocamento deste grau de liberdade cresce em relação ao outro
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Figura 5.3: Diagramas de Frequência-Energia dos dois MNN do sistema.
a) Comparação entre os MNN obtidos pelo MBH e pelo método do tiro.
b) Soluções periódicas obtidas ao longo do diagrama do primeiro MNN. c)
Soluções periódicas obtidas ao longo do diagrama do segundo MNN.

com o aumento de energia.
Tendo calculado os MNN do sistema, mostra-se agora que esses modos

podem ser vistos como curvas de ressonância, ou espinha dorsal das CRFNs.
Para isso, calcula-se os valores eficazes (RMS) das soluções periódicas que
compõem os MNNs para cada grau de liberdade. Em seguida, calcula-se as
CRFNs considerando diferentes amplitudes do forçamento externo, A. As
Figuras 5.4a e 5.4b mostram as CRFN para diferentes níveis de excitação. A
Figura 5.4a mostra o valor em RMS dos deslocamentos de q1(t) enquanto que
a Figura 5.4b mostra o valor em RMS dos deslocamentos de q2(t). Em ambas
as figuras, os valores de RMS das soluções periódicas que compõem os MNNs
são mostradas pelas curvas pontilhadas em vermelho. Nota-se que estas
curvas seguem a espinha dorsal dos picos de ressonância, mostrando assim o
caminho das frequências de ressonância. A vantagem de se utilizar os MNNs
para se obter essa informação se resume a necessidade de realizar apenas uma
continuação numérica, enquanto através das CRFNs são necessários diversas
continuações numéricas, uma para cada valor de amplitude de forçamento.
Além disso, as CRFNs mostram informações já prevista pelos MNN, como
por exemplo o fenômeno de localização das soluções. Ao comparar os picos
próximos a 4 rad/s nas Figuras 5.4a e 5.4b, percebe-se que os valores de RMS
dos deslocamento q1 (Figura 5.4a) tendem sempre a crescer com o aumento
da amplitude de forçamento, enquanto os valores de RMS dos deslocamento
q2 (Figura 5.4b) tendem a se estabilizar abaixo de 2. Além disso, os MNNs
ajudam a entender fenômenos pouco intuitivos, como o formato não usual
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Figura 5.4: Curvas de resposta em frequência não-lineares (CRFN) do sis-
tema para um forçamento senoidal no primeiro grau de liberdade com am-
plitudes entre 0.05 e 1.75. a) CRFN de q1. b) CRFN de q2.

do primeiro pico de ressonância. Nota-se que a quebra (queda de amplitude)
do pico após um determinado nível de excitação ocorre pela presença de um
ressonância interna entre os dois modos. Uma importante consequência das
ressonância internas dos MNN nas CRFN é o surgimento de isolas, que será
mostrado em detalhes na próxima seção.

5.2 Detecção e cálculo de isolas

Sistemas não-lineares apresentam fenômenos dinâmicos complexos, cuja com-
preensão e detecção são difíceis de serem realizadas. A não identificação des-
tes fenômenos pode resultar em respostas inesperadas e perigosas do sistema.
Esta seção ilustra uma importante aplicação dos MNN quanto a detecção e
quantificação de um desses fenômenos exclusivos da dinâmica não-linear.

Para ilustrar um comportamento dinâmico pouco intuitivo e perigoso,
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considera-se novamente o sistema mecânico ilustrado pela Figura 5.1, cuja
dinâmica é governada pela Eq. (5.1.1). Diferentemente da seção anterior,
supõe-se agora que a excitação externa no primeiro grau de liberdade seja
do tipo varredura de seno, isto é, uma função senoidal com amplitude cons-
tante e frequência variável no tempo. Considerando uma varredura linear
de seno, a função de forçamento externo no sistema pode ser escrita através
da equação

fex = A sin
(

Ωit +
rt2

2

)

onde A é a amplitude do forçamento, Ωi é a frequência inicial (em rad/s) da
varredura e r é o incremento de frequência por segundo (em rad/s2). Assim,
a frequência instantânea de excitação da varredura, Ωv(t), pode ser definida
em função do tempo a partir da equação

Ωv(t) = Ωi +
rt

2
Considerando os valores dos parâmetros da varredura como sendo A =

0.75, Ωi = 0.4 rad/s e r = 0.002 rad/s2, é possível integrar numericamente
o problema de valor inicial composto pela Eq. (5.1.1) e condições iniciais
nulas utilizando o integrador de Newmark. Utilizou-se como incremento de
tempo h = 0.02 segundos e integrou-se o problema até o instante de tempo
final t = 1000 s. Isso implica em uma varredura de seno cuja frequência ins-
tantânea de excitação varia linearmente com o tempo partindo de 0.4 rad/s
indo até 2.4 rad/s. Considerando as CRFNs e os MNNs discutidos na seção
anterior, sabe-se que a primeira frequência de ressonância do sistema (para
este nível de excitação) está dentro deste intervalo de frequência. Repete-se
então a mesma integração numérica da equação de movimento, no entanto
considerando agora uma varredura de seno com A = 0.85, o que significa
um pequeno incremento na amplitude de forçamento. Os resultados destas
duas simulações são mostradas na Figura 5.5a em função do tempo, no qual
a curva em cinza representa o deslocamento q2(t) no caso em que A = 0.75 e
a curva em preto representa o deslocamento do mesmo grau de liberdade no
caso em que A = 0.85. Na Figura 5.5b, o valor eficaz (RMS) desses desloca-
mentos são mostrados em função da frequência instantânea da varredura. A
partir desses dois gráficos, é possível observar que até um valor aproximado
de t = 500 segundos, ou equivalentemente até uma frequência instantânea
de excitação igual a Ωv(t) = 1.4 rad/s, ambas as curvas têm um comporta-
mento muito semelhantes, exceto por uma pequena diferença na amplitude
graças à pequena diferença na amplitude do forçamento. No entanto, após
esse instante de tempo, as curvas se divergem consideravelmente. A curva
em cinza tem um rápido decaimento de amplitude, enquanto a curva em
preto continua tendo um significativo crescimento de amplitude até t ≈ 800s
(Ωv(t) ≈ 2 rad/s), quando esta drasticamente se reduz.

No intuito de buscar uma explicação para este comportamento, ines-
perado e perigoso, as CRFNs do sistema para essas duas amplitudes de



108 Aplicações dos MNN

0 500 1000

-5

0

5

0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

Figura 5.5: a) Resposta de q2 para uma varredura de seno com amplitudes
0.75 e 0.85. b) Valor eficaz (rms) de q2 ao longo da varredura. c) CRFN de
q2 para forças senoidais com amplitudes 0.75 e 0.85.

forçamento são mostradas na Figura 5.5c. Pode-se observar que o compor-
tamento da simulação para A = 0.75 está dentro do esperado e semelhante
a CRFN em cinza. No entanto, o comportamento obtido para a simulação
com A = 0.85 é bastante diferente do esperado ao considerar a CRFN em
preto. Essa imprevisibilidade de altas amplitudes na resposta do sistema
quando Ωv(t) está entre 1.4 e 2 rad/s pode ser muito prejudicial ao desem-
penho e integridade estrutural do sistema. Essa falta de previsibilidade do
comportamento para A = 0.85 acontece porque as CRFN apresentadas es-
tão incompletas. Um subconjunto de respostas periódicas isoladas do ramo
principal desse sistema (as chamadas isolas) não foram computadas pelo
procedimento de continuação numérica utilizado no cálculo das CRFN. A
Figura 5.6 mostra a CRFN completa para o caso em que A = 0.85, onde é
possível ver um curva de soluções completamente isoladas do ramo principal
de soluções, isto é, uma isola deste sistema. O cálculo e a detecção de isolas
não é uma tarefa simples, mas pode ser facilmente realizada conhecendo os
MNN do sistema.

Esse procedimento de detecção e cálculo de isolas a partir dos MNN
será mostrado a seguir, e se adequa a metodologia proposta inicialmente por
Kuether et al. [37]. Para isso, duas técnicas utilizadas em sistemas lineares
precisam ser estendidas para sistemas não-lineares. São elas a apropriação
de força [74, 55, 49, 50, 15, 75] e o balanço de energia [2, 28, 29]. Ambas
técnicas buscam estabelecer uma relação entre as soluções periódicas que
compõem os MNNs e as soluções periódicas que compõem as CRFNs.

5.2.1 Apropriação de força

A apropriação de força é um método também conhecida como sintonização
de modos normais e utiliza uma excitação capaz de fazer o sistema vibrar
de acordo com um dos seus modos normais. A idéia do método consiste em
aplicar forças em diferentes graus de liberdade que compensem as forças de
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Figura 5.6: Representação gráfica de uma isola em uma CRFN.

dissipação do sistema, permitindo um movimento do sistema de acordo com
um dos seus modos normais. Para sistemas lineares, apenas forças senoidais
de diferentes amplitudes e aplicadas em diferentes graus de liberdade são
necessárias. Uma apropriação de força é dita perfeita quando os graus de
liberdade estão vibrando de forma síncrona e defasada (atrasada) por π/2 rad
em relação a excitação. Os autores em [74] fornecem uma revisão detalhada
sobre diferentes métodos de apropriação de força utilizados em análise modal
experimental [16, 40].

A primeira extensão da técnica de apropriação de força para sistemas
não-lineares foi proposta por Atkins et al. [4] através de um método conhe-
cido como FANS. Nesta extensão, o sistema é excitado em diferentes graus
de liberdade através de forças periódicas (contendo harmônicos de ordem
mais alta) a fim de conseguir compensar as forças não-lineares existentes no
sistema e, desta forma, fazendo com que o sistema vibre de acordo com um
dos seus MNL. Peeters et al. [49] propuseram uma metodologia diferente
para a apropriação de força em que o movimento de um MNN é induzido
ao sistema através de forças periódicas (contendo harmônicos de ordem ele-
vada) em diferentes graus de liberdade. As forças aplicadas se contrapõem
então às forças de dissipação e impõem um movimento de um dos MNNs
no sistema. Uma generalização do critério de defasagem entre a resposta e
a excitação é utilizada para sintonizar o movimento de um MNN e validar
a apropriação de forças. É definido que um sistema está vibrando em um
dos seus MNNs quando todos os harmônicos da resposta do sistema estão
atrasadas em π/2 rad em relação aos respectivos harmônicos do forçamento.
Esse método é discutido em detalhes a seguir.

Vamos supor que qε(t) seja uma solução periódica que compõe um de-
terminado MNN do sistema em um nível de energia ε. Essa resposta pode
ser então imposta à equação de movimento, o que resulta pera este exemplo
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em
Mq̈ε(t) + Cq̇ε(t) + Kqε(t) + fnl (qε(t)) = fap(t), (5.2.2)

onde fap(t) é um forçamento externo específico que precisa ser imposto ao
sistema para satisfazer a Eq. (5.2.2). Ele permite que o sistema vibre de
acordo com uma solução periódica que compõem um MNN, o que significa
que fap(t) é o forçamento que garante uma perfeita apropriação. Para calcu-
lar esse forçamento específico, a definição de Rosenberg para os MNN pode
ser utilizada, o que significa que qε(t) satisfaz a seguinte equação

Mq̈ε(t) + Kqε(t) + fnl (qε(t)) = 0. (5.2.3)

Subtraindo a Eq. (5.2.3) da Eq. (5.2.2), obtêm-se como resultado

fap(t) = Cq̇ε(t), (5.2.4)

o que mostra que o forçamento externo imposto para obter um movimento
periódico que pertence a um MNN é o produto da matriz de amortecimento
de sistema e do vetor de velocidade da solução periódica. Um importante
resultado da Eq. (5.2.4) é mostrar que a força fap precisar ser aplicada em
todos os graus de liberdade do sistema, o que experimentalmente é impossí-
vel.

Escreve-se agora a resposta periódica qε(t) em uma série de Fourier:

qε(t) =
k=∞∑

k=−∞
q̃(e)

ε,keikΩt. (5.2.5)

onde q̃ε,krepresenta o k-ésimo coeficiente de Fourier de qε(t) e Ω é a respec-
tiva frequência fundamental da solução periódica. Substituindo a Eq. (5.2.5)
na Eq. (5.2.4), obtêm-se

fap(t) = C d

dt

⎛
⎝ k=∞∑

k=−∞
q̃ε,keikΩt

⎞
⎠

=
k=∞∑

k=−∞
ikΩCq̃ε,k︸ ︷︷ ︸

f̃ap,k

eikΩt, (5.2.6)

onde f̃ap,k é o k-ésimo coeficiente de Fourier da força necessária para a apro-
priação. Reescreve-se agora os coeficiente de Fourier da solução periódica
evidenciando as respectivas amplitudes e fases, isto é:

q̃ε,k = |q̃ε,k| eiθk , (5.2.7)

onde θk é a respectiva fase de q̃N,k. Substituindo a Eq. (5.2.7) na Eq. (5.2.6),
é possível escrever os coeficientes de Fourier do forçamento de apropriação
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como sendo

f̃ap,k = ikΩCq̃N,k

= ikΩC |q̃N,k| eiθk

= kΩC |q̃N,k|︸ ︷︷ ︸
|f̃ap,k|

ei(υk+ π
2 )

A equação acima mostra que, para um perfeita apropriação de força, cada
coeficiente de Fourier do forçamento precisa estar π/2 rad adiantado em re-
lação ao correspondente coeficiente de Fourier da solução periódica do MNN.
Esse critério ajuda a definir quando a apropriação de força foi alcançada.

Uma perfeita apropriação de força é improvável de se obter experimen-
talmente uma vez que ela exige forçamentos em todos os graus de liberdade
do sistema. No entanto, algumas pesquisas recentes [49, 50, 15, 75] mos-
traram que um forçamento simplificado (com poucos pontos de excitação)
podem gerar resultados muito próximos dos desejados. Peeters et al. [49, 50]
utilizaram o forçamento senoidal em apenas um grau de liberdade em um sis-
tema com baixo amortecimento. Bons resultados numéricos e experimentais
foram obtidos, mostrando uma primeira possível relação entre as soluções
periódicas dos MNNs com as soluções periódicas das CRFNs. Essa conexão
é explorada adiante no cálculo de isolas.

5.2.2 Balanço de energia

Busca-se nessa seção estabelecer mais uma relação entre as soluções perió-
dicas que compõem os MNNs com as que compõem as CRFNs. Desta vez,
a relação é definida considerando o balanço de energia ao longo de um pe-
ríodo de oscilação. Essa relação permite estimar a amplitude do forçamento
externo necessário para que o sistema vibre em um dos seus MNN sob a
perspectiva energética.

Supõe-se nessa seção que a energia adicionada ao sistema pelo força-
mento externo é igual, ao final de uma oscilação, a energia dissipada pelo
amortecimento do sistema. Para os sistemas mecânicos considerados aqui, a
energia adicionada ao sistema, ao longo de uma oscilação, é definida por

Ein =
∫ T

0
q̇(t)Tfex(t)dt

De forma similar, a energia dissipada pelo amortecimento do sistema, ao
longo de uma oscilação, é definida por

Eout =
∫ T

0
q̇(t)TCq̇(t)dt.

Considera-se então o caso de perfeita apropriação de força, de forma que
fex(t) = fap(t) e q(t) = qε(t). Um equação de balanço de energia pode ser
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então escrita como

Ein =
∫ T

0
q̇ε(t)Tfap(t)dt =

∫ T

0
q̇ε(t)TCq̇ε(t)dt = Eout.

Como discutido anteriormente, uma perfeita apropriação de força não é
possível experimentalmente uma vez que seria necessário excitações em todos
os graus de liberdade. Considerando o caso simplificado de um forçamento
de apropriação aproximado aplicado em apenas um grau de liberdade e de
forma senoidal, a expressão de energia adicionada ao sistema pode ser escrita
como

Ein =
∫ T

0
q̇(t)T [Aei cos (ωt)] dt,

onde A é a amplitude do forçamento e ei ∈ R
n é um vetor de zeros em todas

as entradas, exceto a i-ésima que é um. Esse vetor ei é responsável por
definir em qual grau de liberdade o forçamento de apropriação (aproximado)
é aplicado. Ao impor que a frequência de forçamento é igual a frequência
fundamental de um MNN em um dado nível de energia, e que a apropriação
de força utilizando uma função senoidal em apenas um grau de liberdade foi
próxima o suficiente, uma estimativa da amplitude de forçamento necessária
para geral um movimento próximo do MNN pode ser obtida através do
balanço de energia, que resulta em:

A ≈
∫ T

0 q̇ε(t)Tei cos(Ωt)dt∫ T
0 q̇ε(t)TCq̇ε(t)dt

(5.2.8)

A Eq. (5.2.8) é apenas um aproximação porque uma perfeita apropriação de
força é dificilmente obtida utilizando apenas um forçamento senoidal e em
apenas um grau de liberdade do sistema. No entanto, desde que o movimento
resultante deste forçamento seja próximo o bastante da solução periódica
que compõe um MNN, a aproximação é suficientemente boa para detectar e
calcular as isolas.

5.2.3 Procedimento de cálculo

Uma vez apresentado os conceitos que envolvem a apropriação de força e
balanço de energia, pode-se estabelecer agora um procedimento para calcular
as isolas de um sistema. Para isso, utilizaremos o sistema ilustrado na Figura
5.1, cuja equação de movimento é dada pela Eq. (5.1.1). O ponto de partida
para a detecção e cálculo das isolas são os MNNs do sistema, que foram
calculados na seção anterior utilizando tanto o MBH quanto o método do
tiro. Focaremos apenas no primeiro MNN do sistema, uma vez que este é
o modo que apresenta uma ressonância interna, condição para gerar uma
nítida isola.

Supõe-se então que as soluções periódicas (para diferentes níveis de ener-
gia) que compõem o primeiro MNN sejam conhecidas. Através da Eq.
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Figura 5.7: a) Diagram Frequência-Energia do primeiro MNN do sistema. b)
Cálculo das forças para uma apropriação aproximada através de uma força
pontual e senoidal.

(5.2.8), é possível avaliar qual seriam as amplitudes de um forçamento senoi-
dal aplicada no primeiro grau de liberdade que resultariam em movimentos
próximos às soluções periódicas do MNN. Para cada solução periódica do
MNN é possível calcular a amplitude A correspondente pela Eq. (5.2.8).
O resultado deste processo é mostrado na Figura 5.7. Na Figura 5.7a,
as soluções periódicas do primeiro MNN são representadas pelo diagrama
Frequência-Energia. Para cada ponto neste gráfico, foi calculada a amplitude
A de força senoidal que resultaria em uma boa aproximação do resultado.
Dessa forma, pode-se construir o diagrama Frequência-Amplitude mostrado
na Figura 5.7b.

Uma importante observação a ser feita em relação a Figura 5.7b é o
fato de existirem amplitudes de forçamento capazes de gerar soluções com
diferentes frequências fundamentais (neste caso diferentes frequência de res-
sonância). Neste exemplo, isso ocorre para valores de A maiores que aproxi-
madamente 0.3. Esse é o principal indício da existência de uma isola, uma
vez que cada frequência de ressonância deve estar simultaneamente posicio-
nada na espinha dorsal (curva de ressonância) e em um pico da CRFN. Com
a existência de uma isola, dois novos picos (um inferior e outro superior)
são adicionados a CRFN e são atravessados pela curva de ressonância (pelo
MNN). A Figura 5.8a mostra as três frequências de ressonância (1.33, 1.38
e 1.64 rad/s) relacionadas a uma excitação com amplitude A = 0.35 (um
círculo, uma estrela e um quadrado em vermelho, respectivamente). Cada
uma dessas frequência está associada a um movimento periódico definido
pelo MNN que pode ser marcado na curva de ressonância (espinha dorsal)
sobreposta a CRFN para A = 0.35, como mostrado Figura 5.8b. Pode-se
observar que um desses pontos (o círculo) se encontra perto do pico do ramo
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Figura 5.8: a) Identificação de 3 frequências de ressonância para uma ampli-
tude de forçamento A = 0.35. b) Localização das soluções periódicas desses
3 pontos ao longo da curva de ressonância.

principal da CRFN. Já os outros dois pontos (a estrela e o quadrado) se en-
contram próximos da isola. Idealmente, esses pontos deveriam estar próximo
as extremidades da isola, as respectivas frequências de ressonância, mas isso
não aconteceu nesse exemplo. Algumas suposições feitas no desenvolvimento
explicam esse erro: primeiro, a curva de ressonância (MNN) foi calculado
para um sistema conservativo, enquanto as CRFNs foram calculadas conside-
rando o sistema com a dissipação. Além disso, as amplitudes de forçamento
A mostradas no gráfico da Figura 5.8a forma calculadas utilizando a Eq.
(5.2.8), que estima a amplitude de uma apropriação de força simplificado
(senoidal em apenas um grau de liberdade do sistema). De qualquer forma,
sendo esses dois pontos (estrela e quadrado) próximos o suficiente da isola,
as soluções periódicas que eles representam podem ser utilizados como boas
propostas iniciais de solução da Eq. (5.1.1) com um forçamento senoidal de
A = 0.35 e frequências 1.38 e 1.64, respectivamente. Vale ressaltar que ao
definir essas soluções como propostas iniciais de solução para a Eq. (5.1.1),
elas devem estar defasadas em π/2 rad do forçamento.

Supondo que pelo menos uma solução periódica da isola tenha sido ob-
tida pelo procedimento descrito acima, a isola como um todo pode ser então
calculada através do procedimento padrão de continuação numérica. Isso foi
realizado para amplitudes de forçamento variando entre A = 0.05 e A = 1.15.
Os resultados são mostrados na Figura 5.9. Uma isola foi detectada e calcu-
lada para os forçamentos com A > 0.3. Essa isola cresceu continuamente com
o aumento da amplitude de forçamento até se fundir com o ramo principal
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da CRFN em aproximadamente A = 1.

5.3 Transmissão irreversível de energia

Um último exemplo de aplicação dos MNN na interpretação da dinâmica
de sistemas não lineares consiste em mostrar como esses modos podem ser
utilizados para prever e compreender um complexo fenômeno de transmissão
irreversível de energia, também conhecido como bombeamento de energia.
Esse interessante fenômeno só acontece em sistemas não-lineares e podem
ser explicados de forma simples através dos MNNs.

Considera-se inicialmente os três sistemas mostrados na Figura 5.10. O
primeiro sistema consiste em um simples oscilador linear, enquanto que o
segundo representa um oscilador de Duffing com uma mola cúbica. O terceiro
sistema consiste na conexão entre esses dois osciladores através de uma mola
com baixa rigidez, o que significa que o acoplamento entre os dois subsistemas
é fraco. Este terceiro sistema foi analisado em detalhes nos artigos [19, 70].
As equações de movimento desses três sistemas são:

• Sistema 1
q̈(t) + 0.05q̇ + q(t) = 0 (5.3.9)

• Sistema 2
q̈(t) + 0.05q̇ + 0.1q(t) + 5q3(t) = 0 (5.3.10)

• Sistema 3[
1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈1(t)
q̈2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
[
0.5 0
0 0.5

]
︸ ︷︷ ︸

C

[
q̇1(t)
q̇2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q̇(t)

+
[

1 −0.1
−0.1 0.1

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
q1(t)
q2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

q(t)

+
[

0
5q3

2(t)

]
︸ ︷︷ ︸

fnl(t)

=
[
0
0

]
︸︷︷︸

0
(5.3.11)

Para ilustrar o fenômeno de bombeamento irreversível de energia, considera-
se primeiro o problema de valor inicial composto pela Eq. (5.3.11) mais as
condições inicias q(0) =

[
0 0

]T
e q̇(t) =

[
Γ 0

]T
, onde Γ ∈ R. Essa espe-

cífica condição inicial representa um impacto aplicado no primeiro grau de
liberdade com energia Γ. Considera-se primeiro a resposta do sistema para
o caso em que Γ = 0.6. A Figura 5.11a mostra o resultado da integração nu-
mérica desse problema para t ∈ [0, 200] segundos. Nota-se que a amplitude
do deslocamento q1 é substancialmente maior que a amplitue do desloca-
mento q2 durante todo período de integração, uma vez que esse foi o grau de
liberdade que recebeu o impacto inicial, e dado o fato que acoplamento entre
os osciladores é fraco. O decaimento na amplitude de q1 ocorre devagar e
respeitando um decaimento exponencial. O deslocamento q1 se assemelha
a vibração livre do oscilador linear representado pelo sistema 1, caso este
fosse exposto a mesmo impacto. Esse comportamento dinâmico do sistema
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Figura 5.9: Cálculo da CRFN considerando a possibilidade de isolas para
diferentes amplitudes de forçamento.
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Figura 5.10: Três sistemas utilizados para estudar o fenômeno de transfe-
rência irreversível de energia.

3 é obtido para todas as simulações em que Γ é menor que 0.7. No entanto,
a partir de valores maiores, um comportamento dinâmico de bombeamento
de energia é observado. A Figura 5.11b mostra o resultado da integração
numérica para Γ = 0.72. Neste caso, a amplitude do deslocamento q1 so-
fre uma rápida redução enquanto a amplitude do deslocamento q2 passa a
crescer e ser superior ao longo de todo período de integração. Pode-se então
afirmar que a energia aplicada inicialmente pelo impacto no primeiro grau de
liberdade foi transferida de forma irreversível ao segundo grau de liberdade.

Buscando uma melhor interpretação desses resultados, as tranformadas
de Wavelet dos sinais de q1 e q2 para o caso em que Γ é igual a 0.6 são
mostradas nas Figuras 5.11c e 5.11e, respectivamente. As transformadas de
Wavelet para o caso em que Γ é igual a 0.72 são mostradas nas Figuras 5.11d
e 5.11f. Essas transformadas possibilitam avaliar as composições espectrais
de sinais ao longo do tempo, o que é indicado para sinais transientes como
essas respostas ao impulso. Embora esses resultados sejam coerentes com as
respostas temporais mostradas nas Figuras 5.11a e 5.11b, esses resultados
não ajudam a entender a causa do fenômeno de bombeamento de energia.

Esse comportamento pouco intuitivo será interpretado a seguir através
dos MNNs. Avalia-se primeiro os modos dos osciladores desacoplados (sis-
temas 1 e 2) e depois do sistema com os osciladores acoplados (sistema
3). Os resultados são mostrados na Figura 5.12a através de diagramas de
Frequência-Energia. Como esperado, a frequência fundamental do modo
relacionado ao sistema 1 é constante, uma vez que ele corresponde a um
oscilador linear, cujas propriedades modais não são dependentes da energia
no sistema. A frequência natural deste primeiro oscilador é 1 rad/s (

√
1/1).

Diferentemente, o sistema 2 apresenta um comportamento de enrijeci-
mento graças a sua mola cúbica. Isso pode ser visto através do rápido
crescimento da frequência fundamental de oscilação a medida que a ener-
gia no sistema aumenta. Para baixos níveis de energia, o sistema 2 pode
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Figura 5.11: a) Resposta temporal do sistema para Γ = 0.6. b) Resposta
temporal do sistema para Γ = 0.72. c) Transformação de Wavelet de q1(t)
para Γ = 0.6. d) Transformação de Wavelet de q1(t) para Γ = 0.72. e)
Transformação de Wavelet de q2(t) para Γ = 0.6. f) Transformação de
Wavelet de q2(t) para Γ = 0.72.
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Figura 5.12: Modos normais do sistema com bombeamento de energia.
a) Gráfico Frequência-Energia dos três sistemas analisados. b) Gráfico
Frequência-Energia do primeiro MNN do sistema 3 com respectivas solu-
ções periódicas. c) Gráfico Frequência-Energia do segundo MNN do sistema
3 com respectivas soluções periódicas.

ser linearizado, o que resultaria em uma frequência natural do sistema igual
a

√
0.1 rad/s (

√
0.1/1), menor que a frequência natural do sistema 1. A

Figura 5.12a também traz os resultados para os dois MNN do sistema aco-
plado (sistema 3). É possível ver que esses modos seguem as tendências dos
modos dos sistemas desacoplados.

A Figura 5.12b mostra detalhes do primeiro MNN do sistema 3, onde 6
soluções periódicas que compõem este modo são mostradas e marcadas ao
longo do diagrama Frequência-Energia com círculos vermelhos. é possível
observar que, em baixos níveis de energia, a frequência fundamental desse
primeiro MNN se aproxima da frequência fundamental do sistema 2 (oscila-
dor de Duffing). No entanto, a medida que a energia aumenta, a frequência
fundamental do modo se aproxima de 1 rad/s e depois tende a se manter
constante nesse valor, em um comportamento semelhante ao do sistema 1
(oscilador linear). As soluções periódicas 1 e 2 mostram que esse primeiro
MNN tem sua energia localizada no segundo grau de liberdade, o grau de
liberdade em que a mola cubica está conectada. A medida que a energia do
modo aumenta, existe uma troca na localização da resposta do modo, pas-
sando de maiores amplitudes no deslocamento do segundo grau de liberdade
(curva em vermelho) para maiores amplitudes no deslocamento do primeiro
grau de liberdade (curva em azul). Essa transição de localização da res-
posta é ilustrada pelas soluções periódicas 1-4. Observa-se que na solução
periódica 3, as amplitudes de oscilação dos dois graus de liberdade são apro-
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ximadamente iguais, enquanto na solução periódica 4, o deslocamento do
primeiro grau de liberdade já é significativamente maior que o do segundo, o
que significa que a mudança de localização já aconteceu. Uma característica
importante dessas quatro soluções periódicas é o fato dos dois deslocamento
estarem sempre em fase. é possível observar também o surgimento de duas
línguas de interação neste modo, uma na razão 3:1 e outra na razão 2:1.
Essas duas interações modais são mostradas através das soluções periódicas
5 e 6, respectivamente.

A Figura 5.12c mostra detalhes do segundo MNN do sistema 3, onde
novamente 6 soluções periódicas que compõem este modo são mostradas e
marcadas no diagrama Frequência-Energia por círculos vermelhos. Percebe-
se que, para pequenas e médias energias, o sistema se comporta como o
oscilador linear, cuja frequência fundamental é constante e com valor apro-
ximadamente igual a 1 rad/s, e o movimento está localizado no primeiro
grau de liberdade (o oscilador linear). Isso pode ser visto através das solu-
ções periódicas 1 e 2. No ponto referente a solução 2, ocorre um ponto de
retorno no diagrama, no qual durante a redução de energia há uma gradual
troca na localização das soluções. A solução representada pelo ponto 4 é
novamente um ponto de retorno do diagrama, onde a energia das soluções
voltam a crescer, no entanto agora com o movimento do modo localizado no
segundo grau de liberdade. Essa etapa final do segundo MNN o diagrama
Frequência-Energia se assemelha ao diagrama do oscilador de Duffing. Para
todas as soluções periódicas desse segundo MNN, os deslocamentos dos dois
graus de liberdade estão sempre defasados por π rad.

Retorna-se agora às respostas ao impulso com Γ = 0.6 e Γ = 0.72. Em
ambos os caso, é possível avaliar a energia mecânica do sistema ao longo do
tempo. Dada a presença de dissipação no sistema, a energia mecânica decai
monotonicamente a partir do instante em que o impacto é aplicado. Dessa
forma, é possível mostrar novamente os resultados das transformadas de Wa-
velet apresentados nas Figuras 5.11c-f, substituindo agora a variável tempo
por energia, uma vez que esse mapeamento é conhecido. Esse tipo de análise
foi feita por Lee et al. [39] e por Peeter [48, 49]. Essa nova representação
das transformadas de Wavelet são mostradas nas Figura 5.13a-d, onde os
diagramas Frequência-Energia dos MNNs foram sobrepostos aos resultados.
As Figuras 5.13a e 5.13b mostram os resultados de q1 e q2 para Γ = 0.6,
respectivamente, enquanto as Figuras 5.13c e 5.13d mostram os resultados
de q1 e q2 para Γ = 0.72, respectivamente. Ao comparar esses resultados,
percebe-se que a resposta para Γ = 0.72 se concentraram ao redor dos MNNs,
principalmente ao redor do primeiro MNN. é notável que para esse intervalo
de energia, as soluções periódicas do primeiro MNN mostram um aumento
da amplitude de q2 em relação a q1 a medida que a energia mecânica do
sistema decresce. Esse é exatamente o comportamento observado durante
o bombeamento de energia. Diz-se então que no bombeamento de energia
(transferência irreversível de energia) houve uma captura de ressonância do
primeiro MNN através da excitação por impacto com Γ = 0.72 [70]. A cap-
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tura poderia ser mais eficiente caso as condições iniciais do sistema fossem
o estado inicial de uma solução periódica desse MNN.

Para analisar em detalhes a captura de ressonância obtida durante o
bombeamento de energia, a resposta temporal do sistema é segmentada em
quatro trechos, conforme mostrado na Figura 5.14a. No primeiro trecho, os
deslocamentos entre os graus de liberdade estão defasados por π rad, o que
representa um movimento compatível ao segundo MNN. Como durante esse
trecho a amplitude de q2 cresce em relação a q1 com a redução de energia,
o único trecho do segundo MNN em que isso acontece está marcado em em
preto na Figura 5.14f. Isso pode ser confirmado analisando as soluções pe-
riódicas 2-4 na Figura 5.12c. A solução periódica marcada com um círculo
vermelho no trecho 1 da Figura 5.14f é mostrado na Figura 5.14b. Com-
parando essa solução periódica com os deslocamento no trecho 1 da Figura
5.14a, é possível afirmar que o sistema vibrava próximo a esse segundo MNN.
Após percorrer todo o trecho 1 do diagrama Frequência-Energia (trecho onde
existe um bombeamento de energia), o diagrama chega em um ponto de re-
torno e não é mais possível reduzir a energia seguindo este movimento. Há
então uma troca de energia entre o segundo e o primeiro MNN. Pode-se
concluir isso observando que os deslocamentos dos graus de liberdade es-
tão em fase neste trecho, uma característica exclusiva do primeiro MNN.
As soluções periódicas do primeiro MNN em que os graus de liberdade es-
tão vibrando em fase, com essa frequência e com essa razão de amplitude
entre q1 e q2 está mostrado na Figura 5.14f. A solução periódica marcada
por um círculo vermelho neste segundo trecho do diagrama é mostrado na
Figura 5.14c. Seguindo a resposta ao impulso na Figura 5.14a, observa-se
que o trecho 3 mostra cada grau de liberdade vibrando com uma diferente
frequência predominante. É possível notar que q1 vibra com uma amplitude
inferior a q2 e com uma frequência duas vezes maior. Conclui-se então que
o sistema está vibrando de acordo com o movimento previsto na língua de
interação modal 2:1. Esse trecho é marcado na Figura 5.14f, e a solução
periódica representada por um círculo vermelho no diagrama é mostrada na
Figura 5.14d. A resposta do sistema ao impulso muda então sua dinâmica,
passando a vibrar de acordo com o trecho 4, o que representa uma tran-
sição da língua de interação 2:1 para a língua de interação 3:1. é possível
ver que neste trecho o deslocamento q1 vibra predominantemente com uma
frequência três vezes maior que a frequência na qual q2 vibra. Esse mesmo
comportamento é observado pela solução periódica da língua de interação
3:1 mostrada na Figura 5.14e.

Através dessa última análise, pode-se concluir que a existência de um
bombeamento de energia está condicionada a captura de ressonância de um
modo do sistema em que a localização do movimento mude com a variação de
energia no sistema. Nesse exemplo, mostrou-se que em um pequeno trecho
do segundo MNN e em quase todo o primeiro MNN, há um aumento da
amplitude de q2 em relação a q1 com a redução de energia. Em outras
palavras, há uma troca de localização do movimento de q1 para q2 com a
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Figura 5.13: Gráficos de Frequência-Energia do MNNs sobrepostos aos resul-
tados da transformada de Wavelet da resposta ao impulso. a) Transformada
de Wavelet de q1 para Γ = 0.6. b) Transformada de Wavelet de q2 para
Γ = 0.6. c) Transformada de Wavelet de q1 para Γ = 0.72. d) Transformada
de Wavelet de q2 para Γ = 0.72
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Figura 5.14: a) Resposta do sistema 3 para um impacto com Γ = 0.72
segmentada em 4 trechos destacados. b) Solução periódica do segundo MNN.
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impulso com Γ = 0.72.
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redução de energia. Assim, para que o bombeamento neste sistema exista,
basta que as condições iniciais favoreçam a resposta a ser capturada por
esses modos (ou trechos deles), o que acontece com Γ > 0.7.

Enfatiza-se aqui que em momento algum desta análise buscou-se escrever
a resposta ao impulso do sistema como sendo a superposição dos MNNs,
visto que isso não é válido uma vez que a superposição modal não existe
para sistema não-lineares. No entanto, mostrou-se que o movimento tende
a ficar concentrado ao redor dos modos, podendo haver até uma troca de
energia entre os modos, fenômeno que não existe em sistemas lineares.

5.4 Exercícios

1. O que são curvas de resposta em frequência não-lineares e como os
MNN estão relacionados a elas?

2. O que é enrijecimento e relaxamento de um sistema? Como isso pode
ser visto no diagrama Frequência-Energia?

3. Para o sistema mostrado na Figura 5.1, considere agora o caso em
que a força não linear é dada pela equação fnl = 5q1(t) − 0.5q3

1(t).
O sistema sofre enrijecimento ou relaxamento? Mostre o diagrama
Frequência-Energia.

4. O que é o fenômeno de localização?

5. Quais são as hipóteses simplificadoras utilizadas no procedimento pro-
posto neste capítulo para calcular isolas a partir dos MNNs?

6. O que são isolas e como sua existência pode ser detectada utilizando
os MNNs?
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