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Prefacio

Atualmente existem modelos matematicos capazes de prever acuradamente as pro-
priedades de estado de uma mistura, sendo esta tarefa extremamente importante
no contexto da Engenharia Quimica, uma vez que estas informagdes podem ser em-
pregadas para avaliar o desempenho de processos quimicos. Ademais, eles sao de
fundamental importancia para a simulagdo de reservatorios de petroleo e processos
de separagao. Tais modelos sao conhecidos como equagoes de estado, e podem ser
usados em problemas de equilibrio de fases, principalmente no equilibrio liquido-
vapor. O teorema de reducao fornece as condigoes para a redugao de dimensionali-
dade do problema de equilibrio de fases para misturas multicomponentes descritas
por equagcoes de estado cubicas e regras de mistura e combinacao classicas. Este
método é particularmente interessante quando a mistura exibe um grande nimero
de componentes, ao promover uma redugao significativa no tempo de computacao,
ainda obtendo resultados acurados. A reducao é efetivamente realizada pela apro-
ximagao de posto baixo de matrizes na formula¢do do problema. Alguns trabalhos
atuais comparam varias técnicas utilizadas para calcular a matriz aproximada de
maneira que o problema reduzido apresente resultados mais proximos do problema
completo (classico). Neste livro utiliza-se o produto interno de Frobenius bem como
o produto interno proveniente do pardmetro de energia — fisicamente motivado —
na defini¢ao de aproximacao, resultando em dois métodos para obter a aproximacao
e a reducao de dimensionalidade, o método baseado na decomposi¢gao em valores
singulares e um método novo baseado na evolugdo diferencial. Os métodos sao
testados calculando-se o equilibrio de fase em algumas misturas-teste e os resul-
tados sao comparados, fornecendo pressoes de ponto de orvalho sob especificacao
da temperatura. Observa-se que a evolugao diferencial é capaz de fornecer dados
que permitem predizer o equilibrio aplicando a técnica de redugao sem perda na
acuracia dos resultados, que sao qualitativamente superiores aos resultados obtidos
aplicando a decomposi¢ao em valores singulares e muito proximos aos resultados
produzidos pela abordagem classica.

Rio de Janeiro, 4 de fevereiro de 2025.

Loena Marins do Couto
Gustavo Mendes Platt
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Parte 1

Equilibrio Termodinamico —
Formulacao Classica
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Capitulo 1

Separacao de Fases na
Industria de Petroleo e Gas

Neste capitulo inicial apresenta-se uma motivagao e os principais objetivos deste
livro, bem como chega-se a duas quantidades extremamente importantes no estudo
em questdao: o parametro de energia de uma fase multicomponente (presente nas
equagoes de estado) e a matriz de parametros de interagdo binaria entre compo-
nentes de uma mistura. Em capitulos subsequentes, tais ideias sdo formalizadas,
servindo esta introdugao para contextualizar o problema.

1.1 Demanda Crescente por Energia

O planejamento energético vem se tornando um assunto extremamente importante
para o desenvolvimento das sociedades nas ultimas décadas. O mundo ainda é
essencialmente dependente da industria do petréleo, ndo obstante todas as questoes
ambientais a ela relacionadas.

A figura 1.1 apresenta uma projecdo da Agéncia Ambiental dos EUA para o
consumo mundial de energia, por fonte. Os dados histoéricos estao disponiveis até o
ano de 2012. A partir dai, sdo feitas previsdes do consumo de energia nos proximos
anos. Nota-se que embora haja aumento consideravel no uso de fontes renovaveis
e de energia nuclear, o uso de combustiveis liquidos e gas natural—essencialmente
fosseis—ainda seré predominante até o ano de 2040.

Durante a exploragao dos reservatorios de petroleo sua pressao experimenta
uma diminui¢do, mesmo se eventuais mecanismos de manutengao de pressao esti-
verem atuando (pocgos de injecdo, influxo de aquiferos proximos, etc). Esta queda
de pressao altera o estado termodinamico do reservatorio, modificando também a
distribuigao e a composicao das fases (6leo, gis e dgua) existentes em seu interior.

Neste cenério, o problema de calcular como se d4 o equilibrio de fases fluidas em
uma mistura merece destaque, uma vez que toda a industria de separagao de 6leo
é baseada na previsao da coexisténcia de fases.

Mais ainda, considerando a situag@o brasileira—a existéncia de muitas reservas
de 6leo na camada pré-sal—a demanda por estudos do equilibrio de fases fluidas é
evidente para o desenvolvimento do pais e sua seguranga energética.
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Figura 1.1: Consumo de energia por fonte
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1.2 Equacoes de Estado e Simuladores de Processos
de Separacao

A maneira mais usual de representar-se o comportamento de fases fluidas baseia-
se no uso de equacoes de estado. Uma equagao de estado é uma relagao do tipo
f(n,P,V,T) =0, em que f é uma fungdo a quatro variaveis, n ¢ o ntimero de mols
da substancia, P é a pressao absoluta, V' é o volume e T" é a temperatura absoluta.
A mais simples das equagoes de estado é a equagao do gds ideal ou equagao de
Clapeyron [16] que se baseia numa idealiza¢do na qual as moléculas (ou atomos) do
gas se comportam como esferas rigidas, dotadas de movimento rapido e aleatorio e
que se envolvem em colisoes perfeitamente elasticas, de modo que a quantidade de
movimento se conserva. Usualmente, a equagao do gas ideal é representada como

PV = nRT,

onde R é chamada de constante universal dos gases. Tal equagao, embora muitas
vezes empregada em calculos de engenharia, nao representa de maneira acurada o
comportamento termodinamico de fluidos sob altas pressoes, mesmo que em fase
gasosa, nem de liquidos.

Uma outra forma de representar-se um géas ideal é empregando a ideia de volume
molar, V—volume ocupado por 1 mol de substancia—que é calculado por V = V/n.
Neste caso, a equagao torna-se

PV = RT.

Uma obvia deficiéncia da equagdo do gas ideal decorre do seguinte fato:

lim V = lim E:0.
P—oo P P
Ora, a equacdo do gas ideal ndo é capaz de representar, entdo, o volume de empa-
cotamento de moléculas ou atomos de uma substéancia, situagao na qual estes estao
extremamente proximos, o que certamente ocorre em liquidos. Em outras palavras,
a equacao do gas ideal nao permite que moléculas ou atomos ocupem uma porgao
do espago.
A equagao de Abel-Nobel

P(V —b) = RT,
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onde o parametro b é chamado covolume, representa uma modificacao util em altas
pressdes como ¢ verificado a seguir. Agora, o problema das moléculas “nao ocuparem
espaco” foi resolvido uma vez que

lim V = lim (b+ﬂ) =b.

P—o0 P—oo P

Assim, o covolume b representa o minimo volume ocupado pelas moléculas/atomos,
quando a pressao tende a infinito. Diz-se, entao, que o covolume é uma medida re-
presentando as forcas repulsivas existentes entre moléculas ou dtomos. Por outro
lado, tal equacao ainda nao é capaz de representar ao mesmo tempo o comporta-
mento de fases liquida e vapor.

A célebre equagio de van der Waals [21] foi a primeira equagdo de estado capaz
de representar simultaneamente a existéncia de mais de uma fase fluida. Tal equacao
escreve-se como

RT a
P=— - —.
V—-b V2

Nesta equagao um outro pardmetro surge, representado por a, que se constitui
numa medida de for¢as atrativas entre as moléculas, também chamado de pardmetro
de energia. Tendo como premissa que o pardmetro a é positivo nota-se que a exis-
téncia da parcela a/V? implica em uma diminuigdo da pressdo em comparagio com
a equagao de Nobel-Abel e também com a equagao do gés ideal. Ora, entendendo-se
a pressdo (em um recipiente fechado, por exemplo) como efeito do choque de molé-
culas ou atomos com a parede de um recipiente, a existéncia do pardmetro a aponta
para algum tipo de interagéo entre moléculas/atomos que faz com que o niimero de
colisbes com as paredes seja menor. Desta forma, explica-se a relagdo entre forgas
atrativas e o parametro a.

Modernamente, diversas equagoes de estado baseiam-se em diferentes propostas
para avaliagdo dos paradmetros de energia a e covolume b.

Um outro conceito importante no estudo da termodindmica do equilibro de fases
é o do ponto critico, o qual corresponde a situagao a partir da qual o equilibrio entre
fases nao mais existe.

Os parametros de energia, a, e covolume, b, dependem da substancia em ques-
tao e sao normalmente expressos em termos das coordenadas do ponto critico da
substancia (temperatura e pressao criticas).

A figura 1.2 apresenta o diagrama pressdo-volume para uma substéncia pura,
isto é, uma representagao do dominio da temperatura como fungao da pressao e do
volume,

munida de outras informagoes, como especificado a seguir. As linhas que cruzam a
reta horizontal tracejada sao chamadas isotermas, e representam lugares geométri-
cos de mesma temperatura. A porc¢do do diagrama abaixo da linha continua (em
forma aproximada de sino) corresponde a regiao bifasica. O maximo da curva, com
a pressao em fungao do volume, é a pressao critica (P.), e o ponto de méximo,
indicado pelo simbolo o, é o volume critico (V.). Para pressoes superiores a pressao
critica, a substancia encontra-se em uma fase fluida fora do equilibrio termodina-
mico, conhecida como fase supercritica. O lado esquerdo & curva (sino) abaixo
da linha horizontal de pressao critica corresponde & fase liquida e o lado direito
constitui a fase vapor.
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A figura 1.2 [7] serve ainda para entender porque uma equagdo do tipo van
der Waals (reescrita como equagao ctibica para o volume) é capaz de representar
simultaneamente as fases liquida e vapor: dado um par temperatura-pressao, a
solugdo da equagdo para o volume produz trés raizes (trés raizes reais ou uma
raiz real e duas complexas conjugadas). Como a pressio constante corresponde
a uma linha horizontal no diagrama, e temperatura constante corresponde a uma
das curvas que cruzam a reta horizontal tracejada—veja figura 1.2—pode-se ter
por intersegao, entre as curvas de pressao constante e temperatura constante, trés
valores para o volume, ou apenas um.

Analisa-se inicialmente o caso de trés rafzes reais (baixos valores de pressdo no
diagrama): claramente a equagdo cibica produzird uma raiz que representa o vo-
lume do liquido (menor raiz) e outra que representa o volume do vapor (maior raiz),
conforme os pontos marcados com o simbolo o no diagrama. A raiz intermediéria
nao possui significado fisico e deve ser descartada. Conforme a pressao aumenta,
as trés raizes reais ficam cada vez mais proximas, até que colapsam em um tunico
ponto, conforme ja mencionado, o chamado ponto critico (representado por e no di-
agrama). Acima deste ponto, tem-se somente uma raiz real. Exatamente no ponto
critico, os maximos e minimos exibidos pelas isoterma, escrita como P em funcao
de V, convertem-se em um ponto critico e de inflexdo de uma isoterma, dai, satisfaz

as equagoes
P
ory o
oV ) pr,

2
it B
ov2 ) r_r

A solugao simultanea destas equagdes permite que os pardmetros a e b sejam
escritos em termos das coordenadas do ponto critico, a temperatura critica, T, e a
pressao critica, P..

Figura 1.2: Diagrama pressao-volume para uma substancia pura 7).

Supercritico

Liquido

Pressao

Vapor

Bifasico

Volume

O cenario existente na industria de petroleo ainda é, em esséncia, baseado neste
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tipo de abordagem. Equagoes de estado mais modernas, como as equagoes de Soave
[17] e de Peng-Robinson [13] apresentam estrutura similar a de van der Waals, com
a vantagem de serem mais acuradas pela introdu¢do de um terceiro parametro
(chamado fator acéntrico).

Um outro problema a ser considerado vem do fato que o petroleo ndo é uma
substéncia pura, mas uma mistura extremamente complexa. Portanto, as ideias
desenvolvidas para as equagoes de estado devem ser estendidas para misturas. Tal
extensao é feita por um conjunto de regras, chamadas regras de mistura e regras de
combinac¢do, das quais as mais usuais sao expressas por

N N N
U = ZZaijzizj7 com a;; = /a;a;, € by = szzz (1.2.1)
i=1

i=1 j=1

Nas expressoes anteriores a,, € b,,, respectivamente o pardmetro de energia e o co-
volume de uma mistura, sao dados pelas regras de mistura de substancias onde a; e
b; sdo o parametro de energia e o covolume da substancia i, z; refere-se a fragdo mo-
lar do componente (substancia) i, em qualquer das fases em equilibrio, quer liquida
quer vapor, N é o ntimero total de componentes da mistura e a;; representa o para-
metro de energia entre as componentes i e j, dada pela regra de combina¢ao—assim
chamada pois deriva uma expressdo para um parametro cruzado (obtido por uma
meédia geométrica) entre os pardmetros de energia das duas substancias—enquanto
as outras duas equagoes tem origem nas regras de mistura.

Em que pese o notéavel desenvolvimento dos modelos termodindmicos nas ulti-
mas décadas, a previsao acurada do comportamento das fases ainda depende de
informagdes advindas de dados experimentais de fases em equilibrio. Neste sen-
tido, as regras de combinagado frequentemente incorporam pardmetros de interagdo
bindria, na seguinte forma:

aij = /aia;(1 - cij)

onde ¢;; ¢ chamado pardmetro de interacao bindria simétrico (pois aqui ¢;; = ¢ji;
héa outros modelos com parametros de interago assimétricos).

A obtencdo de tais parametros é feita a partir de conjuntos de dados experi-
mentais de equilibrio liquido-vapor. Empregando-se procedimentos do tipo maxima
verossimilhanga sao obtidos os parametros c;; que promovam a maior aderéncia do
modelo aos dados experimentais. Tais parametros estao tabelados para muitos pa-
res de substancias encontradas nos 6leos e sao também disponibilizados em diversos
simuladores de processo comerciais, como o Aspen Plus, Aspen Hysys, Chemcad,
Petrox (desenvolvido pela Petrobras), etc. Estes simuladores sdo extensamente
empregados na industria do petréleo, tanto em simulagao quanto em projeto de
equipamentos.

1.3 Problema do Grande Nimero de Componentes

O cenario apresentado na se¢ao anterior implica, portanto, no uso de equagoes de
estado para problemas de equilibrio liquido-vapor em 6leos. Ora, tendo em conta
que o namero de componentes do petrdleo é elevado, o nimero de equagoes de
equilibrio a serem resolvidas pode ser proibitivo do ponto de vista computacional.
Ademais, a convergéncia de métodos numéricos pode também ser mais dificil de ser
obtida em sistemas de grande porte.
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Este livro insere-se no estudo de técnicas de redugao de dimensionalidade para
problemas de equilibrio de fases com muitas substéncias. Procura-se, entao, um mo-
delo matematico que, ainda representando a situagao fisica de forma suficientemente
acurada, trabalhe com um namero reduzido de variaveis.

O sistema de equagoes nao lineares a ser resolvido para o equilibrio de fases
escreve-se COmMo:

=1tk i=1,2,...,N.

A grandeza f; é chamada fugacidade do componente i na fase em questéo, con-
forme indicado pelo sobrescrito, sendo L no caso da fase liquida e V no caso da fase
vapor. Deve ser ressaltado que a fugacidade esta relacionada ao modelo de equacao
de estado escolhido. Assim, ha uma estreita ligagdo entre o sistema a ser resolvido
para determinagao do equilibrio e o modelo de equacao de estado utilizado.

Por exemplo, para a equagao de estado de Peng-Robinson [13] o coeficiente de
fugacidade de uma substancia i, p,—i.e., a razdo entre a fugacidade e a pressdo
parcial da substancia—satisfaz
Ing; = € {L(nbm)

Qm 1 (19(n%an) 1 [ O(nbpy) ) Z +2,414B
2v/2b,, RT [am (n on; ) bin, ( on; )} . (Zfo7 4143) ’
sendo n o nimero total de mols da mistura e n; o nimero de mols da substancia
i. As quantidades Z e B serao definidas posteriormente, mas o que importa neste
ponto é que o coeficiente de fugacidade e, portanto, a fugacidade, dependem dos
valores de a,,, by, e de suas derivadas em relagao ao ntiimero de mols.

Assim, considerando a necessidade de solugdo de problemas envolvendo um
grande namero de componentes (altos valores de V), surgem ideias para se reduzir
o tamanho do problema. Ha diversas alternativas, como por exemplo o uso de pseu-
docomponentes, mas este livro trata da representacao do problema de equilibrio de
fases em uma dimensao r menor do que N, empregando-se técnicas de aproximacao

de matrizes por matrizes de posto menor aplicada & matriz de intera¢ao bindria,
constituida pelos parametros de intera¢io binaria das componentes da mistura [2].

}(Z—l)—log(Z—B)—

1.4 Aproximacao da Matriz de Interacao Binaria

Considera-se agora a questdo de como aproximar a matriz de interagdo binaria de-
finida a partir dos pardmetros de interagao binaria, como se vera no decorrer deste
livro. Uma abordagem possivel foi apresentada por Hendriks [5]. Tal proposta
baseia-se na aproximacao da matriz de interagao binéria de modo a minimizar a
norma de Frobenius entre a matriz original e uma matriz de posto menor. A mini-
mizagao pode ser conduzida a partir da determinacao da decomposi¢ao em valores
singulares da matriz de interacao binéaria.

Mais recentemente, Gaganis e Varotsis 2| apresentaram uma nova abordagem
para a aproximagao de tal matriz, com foco no pardmetro de energia a,, em vez da
matriz, per si. A ideia é interessante, uma vez que a matriz de interacdo binaria
afeta somente o parametro de energia (e suas derivadas). Para tanto, os autores
definiram um erro consistindo na diferenca entre o parametro de energia original e
aquele aproximado, e aplicaram técnicas de minimizagao a este erro.

As técnicas de aproximagdo em questao inserem-se no contexto das chamadas
“aproximagoes de posto baixo”, em inglés, conhecidas pelas primeiras letras das
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palavras low rank approzimations, ou LRA. Para o caso da aproximagao da matriz de
parametros de interacao binaria, baseada na obten¢ao da decomposi¢ao em valores
singulares, j4 mencionado, seleciona-se uma matriz de posto reduzido r construida
focando-se nos r maiores valores singulares, a qual minimiza a norma de Frobenius
(que, em particular, nao apresenta ponderagao) da diferenga entre a matriz original
e a aproximada, como é garantido pelo Teorema de Eckart-Young-Mirsk [3]. Por
outro lado, a minimizag¢ao do erro do pardmetro de energia da equagao de estado
implica em uma “aproximagio de posto baixo ponderada” (em inglés “weighted
low rank approximation”,WLRA, [18]), uma vez que os pardmetros de energia das
substancias puras e a composi¢ao da fase agem como pesos na medi¢ao da distancia
entre a matriz e sua aproximagao.

Embora tal formulagio tenha sido apresentada por Gaganis e Varotsis [2| ha ind-
meros pontos a serem elucidados. A aproximacao ponderada por matrizes de posto
fixo de uma matriz dada divide-se em duas classes. Na primeira, o produto interno
subjacente ao calculo da norma ponderada tem ponderagao pontual, i.e., em cada
entrada da matriz, e as aproximagoes de posto baixo tém sido alvo de investigacoes
ha mais tempo, veja [18], sendo ainda capaz de um tratamento analitico mais sim-
ples. Na outra classe, a ponderacao envolve acoplamento das diferentes entradas da
matriz, tomadas duas a duas. Este tltimo tipo de ponderagao e a respectiva noc¢ao
de aproximagao é a que se faz necessaria para os problemas de equilibrio de fases
e para a qual menos teoria tem sido desenvolvida e investigacoes tem recebido. A
resolu¢ao como um problema de minimizagao envolve muitos desafios, em particular
pela falta de representacao tnica de matrizes de posto conhecido. Por este motivo,
o problema passa a ter um continuo de minimizadores, o que torna a tarefa de mi-
nimizagao ardua mas também estimulante. Diversos métodos de minimizagao livre
ou com restrigdoes podem ser testados nas aplicagoes de engenharia do equilibrio de
fases.

No segundo capitulo, os conceitos termodinamicos necessarios para estabelecer
o equilibrio de fases sao introduzidos, na forma tradicional (sem redugao). Nos
capitulos posteriores, demonstra-se a nova abordagem proposta, aplicando a reducao
de dimensionalidade.

1.5 Exercicios

1. A equac@o de van der Waals introduz os pardmetros a (atrac@o) e b (covolume).

(a) Interprete fisicamente o significado de cada parametro.

(b) Justifique por que a presenca de a > 0 reduz a pressao prevista, em
comparagao ao gas ideal, para o mesmo par (T,V).

(c) Justifique por que b > 0 impede que V — 0 quando P — oo.

2. Mostre que, para uma equagao de estado cubica do tipo van der Waals, o
ponto critico pode ser obtido impondo

oP o*pP
—= | =0 e — ] =0
ov ), ov? ),
Escreva o sistema resultante dessas duas equacgoes e discuta o significado fisico

dessas condicoes.

3. Suponha um 6leo com N = 28 componentes identificados.
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(a) Quantos coeficientes de interagao binéria simétricos ¢;; (com ¢;; = cj;)
existem nesse sistema?

(b) Explique por que estimar todos esses parametros diretamente por ajuste
a dados experimentais pode ser inviavel em aplica¢oes industriais.



Capitulo 2

Equacoes de Estado

Neste capitulo sao apresentados os conceitos relativos ao estado termodinédmico de
uma substancia, generalidades acerca de equagoes de estado, as equagdes de estado
cubicas e suas raizes, as regras de mistura e combinagao e, por fim, as propriedades
do equilibrio de fases. Tal fundamentacao justifica-se por permitir uma leitura
mais suave sem excessivas consultas a literatura. Uma apresentacdo alternativa e
fisicamente motivada pode ser encontrada em Smith et al. [16].

2.1 Modelagem Termodinadmica de Um Fluido

A criagdo de modelos ¢ uma tarefa relevante na engenharia quimica e em ciéncias
correlatas. Especificamente, a modelagem matemaética de sistemas fluidos tem por
objetivo correlacionar as propriedades termodinamicas do sistema, desenvolvendo
modelos matematicos capazes de predizer, com alguma exatidao, as mesmas.

Os modelos termodindmicos podem ser utilizados na avaliagao de desempenho,
além de serem cruciais para que trabalhos de simulagao alcancem resultados satisfa-
torios. Estes modelos sdo conhecidos como equagoes de estado (EDE) e constituem-
se em um conjunto de equagoes que correlacionam as variaveis de estado dos fluidos,
permitindo a modelagem termodindmica de processos quimicos.

No decorrer dos anos, varias equagoes de estado vém sendo propostas e se di-
ferenciam por caracteristicas especificas em relagao a teoria em que se baseiam, ao
grau de complexidade matematica, ao grau de precisao e a aplicabilidade.

Com o uso das EDEs é possivel o calculo de varias propriedades termodinamicas,
tais como propriedades térmicas (entalpias, entropias, capacidades calorificas etc.),
propriedades volumétricas (volumes molares e densidades), propriedades de equili-
brio de substancias puras e de misturas (pressiao de vapor, entalpia de vaporizagao
ou calor latente, do equilibrio liquido-vapor de misturas), entre outras [20].

Este livro utiliza equagoes cubicas de estado (EDEC). Além de despertarem
grande interesse por serem ferramentas de calculo para a determinacao de varias
outras propriedades, as EDECs sao incorporadas a softwares que realizam calculos
com o auxilio de computadores em simuladores de processo para aplicagoes industri-
ais ou cientificas [20]. Existem varias EDECs, mas apenas algumas, que sao objeto
de uso neste livro, sao comentadas a seguir.

As EDECs sao utilizadas em diversos projetos de engenharia quimica, em espe-
cial na area de simulagao de reservatorios de petroleo. Estas equagoes apresentam,
em sua maioria, um pequeno numero de termos e parametros, facilitando a mani-
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pulagao matematica necessaria para o célculo de outras propriedades, bem como a
obtengao da solugao do problema de equilibrio liquido-vapor.

As principais EDECs sao as equagoes propostas em van der Waals [21], Redlich
Kwong [15], Soave [17] e Peng Robinson [13]|. Estas equagoes, além da generalidade
e grande aplicabilidade, o que é caracteristica de grande parte das EDECs, também
sdo capazes de representar o comportamento tanto de liquidos quanto de gases, veja
[16]. Tal caracteristica permite a utilizagdo de uma tnica equagao para ambas as
fases.

2.2 Formulacao Geral de Equagoes de Estado Cu-
bicas para Fluidos

A celebrada equagao de van der Waals, P = % - %, pode ser escrita como uma
equagdo ciibica no volume V,
. RT\ - a- ab
V3—(b4+—|V24+ =V —-==0
( + P ) + P P ’

na qual V é o volume molar, P é a pressdo, T é a temperatura e R ¢ a constante
ideal dos gases.

Semelhante ao que foi apresentado para a equagao de van der Waals, uma EDEC
pode ser escrita em termos de volumes molares. No entanto, sem perda de genera-
lidade, é preferivel escrevé-la usando o fator de compressibilidade, que é a relacao
entre o volume molar medido de um gas real dividido pelo volume molar de um gés
ideal. Assim, sendo Z = % o fator de compressibilidade, uma EDEC na forma

ciibica pode ser escrita em termos deste fator como
Z34+CZ*+DZ+E =0, (2.2.1a)
com

C=-(1+B—-uB), D=(A+hB—-uB—-uB®), E=—(AB+hB*>+hB®), (2.2.1b)

aP bP
A= g B= . (2.2.1¢)
onde, recorda-se, a é o pardmetro de energia e b é o covolume. Os pardmetros u e
h, obtidos algebricamente, dependem de qual EDEC se representa e sao dados na
tabela 2.3, apresentada na Sec¢ao 2.4 . Para a equagao de van der Waals, h = u = 0,
donde a equagao 2.2.1a se reduz a

2
7% - (1 + E) g2y 4P, @b (2.2.2)

RT (RT)2”  (RT)3

Calculando-se o fator de compressibilidade Z, i.e., as raizes da equagao 2.2.1a,
pode-se obter o volume molar V = @, desde que a pressao e a temperatura sejam
conhecidas. Para cada EDEC tem-se coeficientes diferentes para a equagao 2.2.1a.

Reescrevendo a equagao de estado ctbica para uma substancia pura i, tem-se,

Z3+CiZ? + D Z; + E; = 0, (2.2.3a)

sendo,
PV o B uBY). D (AithBi—uBi—uB?). Ei — —(A:BithB -LhE®
Zi= G, Ci=—(14Bi—uBy), Di = (AithBi—uBi—~uB}), Ei = —(A:Bi+hBi+hBY),
(2.2.3b)
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Tabela 2.1: Algumas constantes termodinamicas.

So | S | S | QW | O
0.37464 | 1.54226 | -0.26992 | 0.45724 | 0.07780

onde
_ a¢P _ b,LP

_(RT)27 'L_RT7

com a; e b;, respectivamente, os pardmetros de energia e covolume da substancia i.
Mais adiante é apresentada uma formulacao mais detalhada destes parametros.

2.3 A Equacao de Peng-Robinson

Nesta secao, apresenta-se um estudo mais detalhado da equagao de estado escolhida
para a solucao dos problemas propostos em capitulos posteriores. Segue entao, um
estudo da equagao de estado de Peng-Robinson (PR).

Sejam P, V e T a pressdo, o volume molar (volume de um mol da substancia)
e a temperatura. A equagao de estado de Peng-Robinson é
RT a(T)

P=—— — Lz :
Vb VZi2V -2

(2.3.4a)

com R a constante universal dos gases, a o pardmetro de energia, e b o covolume.
Aqui o parametro de energia é funcdo da temperatura, a = a(7T") com

o(T) = @a(T) , (2.3.4b)

onde
a(T) =1+ Sw)(1 — (T/T.)%)]* , S(w) = So + S1w + Saw? , (2.3.4¢)
b=, RT. (2.3.4d)

c

sendo T, P,, respectivamente as temperatura e pressao criticas, e w o fator acéntrico
da substancia. Note que S é uma constante que depende da substancia. Outras
constantes sao €, 2, and S;, ¢ = 0,1, 2, apresentados na tabela 2.1.

Por uma simples manipulagao algébrica, a equagdo de PR pode ser reescrita
como uma equacio cibica para o volume V, com coeficientes dependentes em T e
V7

PV3 4 (Pb—RT)V?— (3P +2bRT — a(T))V — Pb> +b>*RT — a(T)b = 0. (2.3.5)
Apresenta-se a seguir uma série de observagoes sobre esta equagio:

1. Este modelo termodindmico do estado de equilibrio de uma substancia admite
que a substancia esteja no estado de vapor, liquido e também em um estado
bifésico liquido + vapor.
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. Em principio, pode-se verificar que a equagao 2.3.4 ou 2.3.5 define uma su-

perficie em R3. Isto é equivalente a escrever, localmente perto de cada ponto
que satisfaz a equagdo, uma das variaveis, P, V ou T, em fung¢do das outras
duas.

. Denota-se por F(P,V,T) o lado esquerdo da equagdo 2.3.5. Calculando-se

seu gradiente, obtém-se

oF _ /3 /2 27/ 3
op = VAV =s0V — b (2.3.6a)
oF ., o 5
- 3V°P +2(Pb— RT)V — (3b°P + 2bRT — a(T)) , (2.3.6b)
oF 72 / % 2 /
o7 = ~RVE = (2R~ (T)V + 1R —d(T)) . (2.3.6¢)

Pelo teorema da fungao implicita em qualquer ponto satisfazendo a equagao
2.3.5, tal que o gradiente de F' ¢ ndo nulo, digamos, por exemplo, que OF 10V
difere de zero, entao, localmente, V' pode ser escrita como uma funcao de P e
T.

. Devido a interpretacao fisica das variaveis, restringe-se os valores das variaveis

aP>0,V>0eT>0.

. Observe que a equacio 2.3.4 define P em funcio de V e T globalmente, sempre

que o lado direito da equagao 2.3.4 puder ser calculado. Para isso, no entanto,
V e T tém que satisfazer algumas restri¢oes. De fato, devido:

e A defini¢do de a(T), obtém-se que T > 0;
e a0s quocientes na expressao, obtém-se

VAb, VAN2-1)b eV £ —(1+V2)b. (2.3.7)

Estas restricbes podem ser descartadas se considerarmos que V' > b* > b,
onde b* é definido a seguir. Isto ¢é justificado considerando o limite de pressao
infinita, quando o volume atingiria seu valor assintdtico minimo. Ao dividir a
equagao 2.3.5 por P e deixar P — 0o, com temperatura fixa, obtem-se

V34 bV2 —30°V - =0. (2.3.8)
Reescrevendo, fica-se com

(V2= 0%)(V +b) = 20°V . (2.3.9)
A esquerda, tem-se um polinémio que é positivo para V' > b e igual a (\/§+1)b3
em V =2 e 96 em V = 2b, e a direita uma funcio linear, igual a 41/2b

em V = +/2b e 8% a V = 2b. Portanto, existe um valor, b*, entre v/2b ¢ 2b,
V/2b < b* < 2b, raiz do polinémio da equacao 2.3.8.

. Pode-se verificar que V' nao é, globalmente, uma fungdo de P e T', uma vez

que na equacao 2.3.5, V pode ter (e em alguns casos tem) trés solugdes reais.

. Em principio, quando se escolhe P = P. e T = T,, equagao 2.3.5 deve ter

apenas uma solugao, denotada por V., o volume critico.
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Tabela 2.2: Estado termodinadmico

V < VYT, P) estado liquido

V =VUT,P) ponto de bolha
VUT,P) <V < V(T, P) | estado bifasico

V=V"T,P) ponto de orvalho

V> V*T,P) estado vapor

8. Da equagao 2.3.4, definindo P em funcao de V e T, pode-se considerar o
sistema de equagoes nao lineares para V e T,

orP o*pP

v T ove

que, em principio, tem solucdo V., 7.

=0, (2.3.10)

9. Em principio, se P < P. e T < T,, a equagao 2.3.4 tem trés raizes reais,
denotadas ordenadamente por

Vi<Vl <Vv. (2.3.11)

Os sobrescritos [, b e v significam liquido, bifasico e vapor. E relevante apontar
que cada uma dessas raizes depende da substéancia para a qual a equacao PR
é escrita e dependem da temperatura e da pressao, assim, em particular,

Vi=ViT,P), V' =V'(T,P). (2.3.12)

10. Dada uma substancia, e especificada uma temperatura 7', uma pressao P e
um volume V', satisfazendo

V > V¥(T, P) (2.3.13)

a substancia esta no estado de vapor. Se a temperatura e a pressao ¢ mantida
e o volume ¢é diminuido até

V =VY(T,P), (2.3.14)

encontra-se o ponto de orvalho (transigdo do estado de vapor para o estado
bifasico). Diminuindo mais ainda o volume, a substancia entra em um estado
biféasico, liquido + vapor, até atingir o volume

vV > VYT, P), (2.3.15)

quando se obtém o fendmeno do ponto de bolha (quando a fase liquida esta
em equilibrio com uma fase infinitesimal de vapor).

A tabela 2.2 resume a teoria termodinamica de estado de uma substancia com
estado termodinamico (P, V,T) satisfazendo a equagio 2.3.4.

2.4 Termodinadmica de Misturas

Nesta se¢ao sao discutidos conceitos relativos a misturas e a formulagao de equagoes
de estado ctubicas para misturas. As EDECs sao adaptadas para serem utilizadas
em misturas por um conjunto de regras chamadas regras de mistura e regras de
combinagdo, conforme mencionado na equagéo 1.2.1. O objetivo central do livro (o
emprego de técnicas de redugio de dimensionalidade) explora a forma das regras de
mistura, com o consequente impacto nas EDECs para misturas.
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Tabela 2.3: Valores de u, h, Q,, €, e as equagdes para o calculo dos termos «,
das equagoes de estado ctbicas de van der Waals (VDW), Redlich-Kwong (RK),
Soave-Redlich-Kwong (RKS) e Peng-Robinson (PR).

EDE | u h Qq Q, o
vDW | 0 27/64 1/8 a=1
© 0,5
RK 1 0,4278 0,0867 o ="Tr
RKS a=[0+50-1)2 | EDE Sk
So 51 Sz

PR 2 | —1 | 045724 | 0,07780 | S =357_, 5 x (w)F

= RKS 0,480 1,574 0,176

PR 0,37464 | 1,54226 | —0,26992

2.4.1 Regras de Mistura Classicas

Existem alguns tipos de regras de mistura que sdo tteis em situagdes outras (por
exemplo, quando do uso de equagdes de estado em misturas fortemente polares).
Aborda-se a regra de mistura de van der Waals, tendo em conta sua aplicagdo nas
técnicas de redugao aqui investigadas. Estas regras sao também conhecidas como
regras classicas e sao derivadas da teoria do fluido tinico. Nao sera abordada a teoria
mencionada, mas somente se apresenta as equagoes resultantes.

Ademais, se escolhe a regra de mistura conhecidas por van der Waals —1 (VDW).
Neste caso, os parametros de energia a,, e covolume b,, sao dados (em uma mistura
de N componentes), respectivamente, por

N N N
Ay = Gy, ZZ aij2i%; 5 bm =bn(2) = Zbczz,; , (2.4.16a)
i=1j=1 i=1
onde,

Aij = \/aiaj(l - Ci]‘), Z,J = 1, ...,N , (2.4.16b)

Qa(RT.,)? O, RT. 5
ai = %ai(T), be, = bT e oi(T)=[1+S1—-T%)?, (2.4.16¢)
com T, = % e S =S8+ Siw; + Saw?. Aqui, R ¢ a constante universal dos gases,

T é a temperatura e P é a pressdo. O valor dos parametros Sy, S1, 52,2, € Qy, sao
obtidos experimentalmente e variam de acordo com a EDEC utilizada como pode
ser observado na tabela 2.3. O valor da temperatura da componente i no ponto
critico, T, da pressdo da componente i no ponto critico, P.,, dos coeficientes de
interacao binéria entre as componentes i e j, ¢;;, da fracdo molar da componente
7 na composi¢ao global da mistura, z;, e do fator acéntrico da componente i, w;,
sao dados de acordo com a mistura utilizada e podem ser encontrados em Terron
[20] para alguns exemplos de misturas dadas pelo autor. Alguns exemplos das
propriedades das misturas sao apresentados no Capitulo 12. O fator acéntrico é
também chamado de fator acéntrico de Pitzer e representa um ntmero associado a
esfericidade das moléculas [14]. A equagado 2.4.16a representa as regras de mistura
e a 2.4.16b, as regras de combinacao.

2.4.2 Formulagao Matricial das Regras de Mistura e Regras
de Combinagao

Expressa-se em seguida, a matriz de interagao binaria, os parametros de energia e
covolume de uma mistura, utilizando notagao vetorial e matricial.
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Sendo a = (a1,...,an)!, denota-se y/a = (y/a1,..., /an)'. Entdo, a matriz A,
cujas entradas sao dadas por ,/a;a;, pode ser escrita como A= \/5\/;‘

Denota-se por o o produto de Hadamard de matrizes, isto é, a operacao de
multiplicagao entrada a entrada de matrizes, (Ao B);; = (A);;(B);;. O operador o
é comutativo, ou seja, Ao B = Bo A.

Substituindo a equagao 2.4.16b na equagao 2.4.16a, obtém-se

N N
R SO DY (RSN o) SR - TR

i=1j=1 =1 j=1
= z'((Vava)oC)z=z'(A0 )z, (2.4.17a)
= b,z =b'z, (2.4.17b)

com z = (21,22, ...,2n)", a=(a1,az,...,an)t, b= (bey,bey, ., bey)! e—atengao—

A matriz C é construida a partir dos coeficientes de interacdo binaria, ¢;;, tendo
entradas 1 — ¢;; e sera chamada aqui de matriz de interagdo bindria.

2.4.3 Equacao de Estado Cubica para Uma Mistura

Uma EDEC para uma mistura é obtida da equacao 2.2.1a, com escolhas apropriadas
dos coeficientes, A e B. Para uma mistura de N componentes, toma-se A e B
respectivamente como

am P bm P
Am =", By =—, 2.4.19
. (24.19)
onde a,, e b, sao obtidos usando as regras de mistura e de combinagao de VDW—1,
dadas pelas equagoes 2.4.16a e 2.4.16b.
Tem-se, entao, que a equagao de estado ctubica para uma mistura é escrita por

Z3 4 ConZ2 + Dy Zoy + By = 0, (2.4.20)

onde Z,, = L= C,, = —(1+ By, —uBy), Dy, = (A + hBy, — uBy, — uB?),
En = —(AnBm +hB2 + hB3), e u e h sdo dados na tabela 2.3.

Pode-se, entao, calcular os possiveis valores de Z,,, dados pelas raizes da equagao
cibica. Anéloga a discussao para uma substancia pura, aqui também essa equacao
apresenta trés raizes, sendo trés raizes reais ou uma raiz real e duas complexas con-
jugadas, pois em um polinémio com coeficientes reais, as raizes complexas s6 podem
acontecer aos pares. Raizes complexas ndo apresentam significado fisico em proble-
mas de equilibrio de fases e, portanto, devem ser descartadas. Estas correspondem
a regiao do diagrama pressao-volume onde nao ha equilibrio termodindmico, i.e., no
diagrama pressao-volume, figura 1.2, a regiao acima da linha horizontal da pressao
critica (tracejada).

Quando todas as raizes da equagao forem reais, toma-se a de menor valor para
calcular o fator de compressibilidade do liquido (associado ao volume molar do
liquido) e a de maior valor para calcular o fator de compressibilidade do vapor.
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Quando ha somente uma raiz real, toma-se essa raiz como aquela da fase em questao,
tanto para a fase liquida como para a fase vapor.

A obtengao de raizes de equagoes cubicas pode ser conduzida pela formula de
Cardano ou por métodos numéricos como, por exemplo, o método de Newton-
Raphson.

2.5 Equagao de Estado de Peng-Robinson para Mis-
turas

A equacao PR para misturas é obtida a partir da equagao 2.3.4 ou a partir de sua
forma cubica da equagao 2.3.5, substituindo a e b por a,, e b,,, o parametro de
energia e o covolume da mistura de substancias.

Portanto, a equacao PR para misturas, em sua forma cubica, é

PV® 4 (Pby — RT)V? — (302, P 4 2b,, RT — am )V — Pb%, + b2, RT — ambm =0 . (2.5.21)

Como by, = by (2z), am = am (T, 2), os coeficientes da equagao ciibica dependem
de P, T e das fragbes molares z. Assim, suas raizes também dependem dessas
variaveis, e escrevemos para as menores e maiores raizes

Vi=VUP,T 2z) < V'(P,T,z)=V". (2.5.22)

2.6 Exercicios
1. Mostre que o operador o é comutativo, isto é, que Ao B = Bo A.

2. Mostre que se A e B sdo simétricas, A o B também seré.



Capitulo 3

Equilibrio Termodinamico e o
Algoritmo Classico

Este capitulo trata do equilibrio de fases de sistemas ndo reativos (auséncia de
reagao quimica) deduzindo as condigbes que devem ser satisfeitas para que o mesmo
ocorra. Mais especificamente sera considerado o equilibrio entre duas fases fluidas,
uma liquida e a outra vapor.

As condigoes de equilibrio sao modeladas e delas derivam certas relagbes que
permitem, em algumas circunstancias, determinar as propriedades termodinamicas
de um sistema quando o mesmo estiver em equilibrio.

Inicialmente discutem-se duas formulagoes para descrever misturas bifésicas.
Em seguida, sao escritas as equagoes de balango de massa e equilibrio termodiné-
mico. Por fim, apresentam-se trés problemas: o calculo de pontos de bolha e de
orvalho, e o calculo de flash.

3.1 Misturas Multicomponentes Bifasicas

Em uma mistura multicomponente, com N substancias componentes, e biféasica,
com fases liquida (L) e vapor (V), denota-se o nimero de mols da componente i na:

e fase liquida, por niL;
e fase va v,

por, por n; ;
e mistura, por n;.

E denota-se o nimero de mols da mistura na(s):

o fase liquida, por n’;
fase vz V.
e fase vapor, por n";

e duas fases (total, ou global), por n.

Desta forma, estabelece-se nomenclatura para lidar com a parti¢do massica (nao
geométrica ou espacial) da mistura nas suas diferentes fases e substancias.
Por conveniéncia, denotam-se coletivamente os ntumeros de mols nas fases e

na mistura por vetores, n* = (nf n& ... nk)t nV = ) ,ny, - )t en =
t
(n1,m2, -+ )
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O namero de mols nas fases liquida, vapor e global podem ser expressos em
termos das quantidades anteriormente destacadas,

N N

N
nL:an, nV:an‘-/, n:Zni. (3.1.1a)
i=1

i=1 i=1

Alternativamente, a descri¢ao da mistura multicomponente pode ser feita usando-
se fragoes molares. Denota-se por x = (z1,Z2,....,zn)", ¥y = (y1,-- ,yn) ez =
(21, -+ ,2n)t as composicdes, isto ¢, as fragées molares, liquida, vapor e global,

respectivamente, cujas entradas sao definidas por
Ty= e, y= oz = oy (3.1.1b)

Segue-se das defini¢oes o resultado:

Proposigao 3.1. As composigoes satisfazem

N N N
Dmi=1, Y yi=1le > n=1 (3.1.2)
i=1 i=1 i=1

Demonstracao: Pela definigao de z;, equagao 3.1.1b, e pela equacao 3.1.1a, tem-se

N N L N L L

n; > N n
Y@= TS =L (3.1.3)
i=1

L
n n
i=1

As demonstragoes dos resultados para y e z sdo analogas. ]

A tabela 3.1 resume as duas alternativas para a descri¢gdo da mistura multi-
componente. A descri¢do envolvendo o lado esquerdo da tabela 3.1 apresenta 3N
quantidades (graus de liberdade). O nimero de graus de liberdade é igual a diferenca
entre o nimero de varidveis e o nimero de equagoes. Ja o lado direito apresenta
3N + 3 quantidades, mas como essas quantidades devem satisfazer trés restri¢oes
dadas pelas equagoes (3.1.2), os graus de liberdade passam a ser 3N (= (3N +3)—3).
A igualdade dos graus de liberdade das duas descrigoes é uma condigdo necesséria
para que as mesmas sejam equivalentes, mas nao € suficiente. Que as duas descri¢oes
sao equivalentes serd visto em seguida.

A equagao 3.1.1 mostra como obter-se o total de mols nas fases liquida, vapor
e global e as fragoes molares a partir do nimero de mols das componentes nas
diferentes fases, isto é, determinar-se as quantidades presentes na coluna da direita
da tabela 3.1, a partir das quantidades na coluna da esquerda.

Tabela 3.1: Nimero de mols x fracao molar

LV L Vv N _ N _ N _
n;,ng Ny | TiyYi Zi, N, N 7"721':13%—1721:1%_1721:1%—1

Por outro lado, descrevendo-se a mistura multicomponente utilizando-se as quan-
tidades na coluna da direita da referida tabela, nota-se que conhecida a composicao
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liquida, x, e o ntimero de mols na fase liquida, n”, determina-se o nimero de mols
das substancias na fase liquida. Basta para tanto usar a defini¢do da composicao,
equagdo 3.1.1b, donde n¥ = z;n”. O mesmo ocorre para o niimero de mols da fase
vapor, e o nimero de mols da mistura. Resume-se estas consideragoes na proposicao
a seguir.

Proposigdo 3.2. Conhecer n¥, com i = 1,---, N, é equivalente a conhecer n e
x. Resultado anélogo ocorre para n% comi=1,---,N,en" ey, como também
paran;, com¢=1,--- N,enez.

|

Observa-se que nenhuma restrigao fisica foi imposta ainda ao conjunto de varia-
veis que descrevem a particao massica da mistura nas suas substancias ou nas suas
fases, quer utilizando o nimero de mols, quer as composigoes.

Ademais, com o intuito de manter a generalidade da descrigao, e a possibilidade
de considerar diferentes problemas de equilibrio termodinamico, optou-se por nao
separar de antemao as variaveis entre conhecidas (dadas) e desconhecidas (incogni-
tas do problema). Por esse motivo, ndo haver imposigao de restrigdes fisicas (leis
fisicas do equilibrio) nem especificagoes de algumas variaveis, é que se tem 3N graus
de liberdade. Paulatinamente se reduzird o numero de graus de liberdade a zero,
quando entdo se terda um problema bem posto (no sentido de ser passivel de solu-
¢ao) para determinar o equilibrio termodinamico. Indica-se, esquematicamente, na
tabela 3.2, como esse procedimento se dara utilizando-se a notagdo GL para graus
de liberdade.

3.2 Balancgo de Massa

Utilizando-se a notagao apresentada na se¢ao anterior, a conservagao ou balango de
massa do componente ¢ é expressa como

ny +n) =n;. (3.2.4)

Em outras palavras, pode-se escrever a conservagdo da massa como a equagao
3.2.4, com 3N quantidades, nl, nY, n; e N equagdes, tendo-se entdo 2N graus de
liberdade conforme indicado no diagrama da pagina 20. Caso n;,com i =1,..., N,
sejam dados, e tendo-se as N equagoes de conservacao de massa, restam N graus
de liberdade.

Tem-se entao a seguinte proposicao.
Proposigao 3.3. As equagoes de balango de massa podem ser escritas, alternativa-

mente, em fungdo das fragdes molares liquida, vapor e global, x, y, z, e do nimero

de mols nas fases liquida, vapor e global, n*, n", n,

nz =ntx; +nVy;. (3.2.5)

Demonstragao: Pela equagao de balango de massa (3.2.4), tem-se que

L 1%
n;y L n; v n;n
Lt oyt =
n n n

o que usando as defini¢des na equagao 3.1.1b, implica em

nz; = ani + nvyi.
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Tabela 3.2: Descri¢do composicional. (GL — graus de liberdade)

inicio da modelagem
1 partigio da mistura (fases e substancias)
3N GL
1 conservagao da massa
2N GL
+ inclusdo de vars. termod. (P,V,T)
2N +3 GL
1 iguald. do potencial quim. das compon.
N +3 GL
1 equagao de estado (exclui V)
N +2 GL
1 dados (especificagio do problema)
0 GL
término da modelagem
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O sistema da equagao 3.2.5 é equivalente ao sistema da equagao 3.2.4. A tabela
3.3 resume a modelagem até o presente momento, destacando os graus de liberdade
em cada uma das descri¢oes; confrontar a primeira linha da tabela com a parte
inicial do diagrama da péagina 20.

Claramente, as equagoes de conservagao da massa sao insuficientes para deter-
minar as fragdes molares da mistura. Assim, outras propriedades fisicas da mistura

precisam ser consideradas para resolver esse problema. E o que é feito na proxima
secao.

Tabela 3.3: Misturas bifasicas: variaveis, equagoes e graus de liberdade do balango

de massa.
formulacgao vars. n? vars. eqs. n? eqs. | GL

n, nf, nV 3N (3.2.4) N 2N

namero de mols

composicaes x,y,2z n,n nY | 3N4+3 | (3.2.5), (3.1.2) N+3 2N

3.3 Equilibrio Termodinamico

Em geral, um sistema é dito fechado se nao apresenta troca de matéria entre o
mesmo e sua vizinhanca. Um sistema esta em equilibrio se nao ocorrem alteragoes
no seu interior. Assim, um sistema estd em equilibrio mecdnico se nao ocorrem
variagoes de pressao, em equilibrio térmico se nao ocorrem variagoes de temperatura,
em equilibrio de fases se nao ocorrem transformagdes de uma fase em outra, em
equilibrio termodindmico se estiver em equilibrio mecénico, térmico e de fases, e em
equilibrio quimico se nao ocorrem variagoes na composicao quimica do mesmo. As
condigbes de equilibrio mecanico e térmico sao de mais simples formulacao, ao passo
que as condigoes de equilibrio de fases e quimico podem ser bastante elaboradas.
Nao se consideram as condigoes de equilibrio quimico, uma vez que trata-se apenas
sistemas nao reativos.

O equilibrio de fases se d4 quando ha igualdade dos potenciais quimicos das
substancias nas duas fases. Neste contexto, considera-se o papel das equagdes de
estado. A maneira mais usual de formular essa condi¢ao é através da igualdade das
fugacidades como sera visto mais a frente. Finalizando, formula-se os problemas
como busca dos zeros de uma fungao vetorial.

Ao se misturar diversos componentes (substancias) em temperaturas, pressoes e
fases distintas, num volume fixo, considerando um sistema que nao realiza troca com
sua vizinhanga nem apresenta reagoes quimicas, a mistura atingird um equilibrio
termodinamico.

Durante este processo, o numero de mols da componente i na fase liquida, nlL R
e na fase vapor, n), podem variar. Mas, pelo balango de massa, equagio 3.2.4, a
soma deles tem que ser igual ao ntimero total de mols da substancia i, n;, e assim
permanecera ao atingir o equilibrio.

Para um sistema em equilibrio termodinamico em que as pressoes e temperaturas
de equilibrio sejam denotadas por P e T, ocupando um volume, V', contendo n
mols de uma mistura com N componentes, devem ser satisfeitas a igualdade dos
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potenciais quimicos das fases de cada componente, 4, e o balango de massa (de cada
componente). Isso se expressa como [16]

b= nY, (3.3.62)
ny +n) =n;, (3.3.6b)
comi=1,---,N.
Aqui, por exemplo, uf = pF(nl, P,T,Z), onde nt = (nf,nk ... nk)teZéo
fator de compressibilidade,
PV
Z=—. 3.3.7
nRT ( )

Este sistema consiste em um conjunto de 2N equagoes. Como ha 3N + 3 varia-
veis, que se deve a 3N variaveis, niL, n}/ n;, das duas fases e da composigao global,
a pressao P, a temperatura T e ao volume V (ou, alternativamente, ao fator de
compressibilidade Z), ha a necessidade de considerar outras N + 3 equagdes para
completar o sistema. Um grau de liberdade é suprimido levando em consideracao
uma relacgao entre P, V e T, usualmente conhecida como equagao de estado. Os
restantes N + 2 graus de liberdade desaparecem quando se consideram os dados de
problemas especificos. Confronte com o diagrama da Se¢do 3.1, pagina 20.

Na formulagao composicional, pode-se escrever que o potencial quimico depende
da composigao, da pressao P e da temperatura T, e do fator de compressibili-
dade, Z. Por exemplo, como x é a composicao da fase liquida, tem-se nessa fase
wE(x, P, T, 7).

Assumindo entdo a equacado de estado cubica (2.4.20), o sistema de equagdes no
equilibrio termodinamico é:

e igualdade dos potenciais quimicos
wl(x, P, T, 2" = Y (y,P, T, Z"), comi=1,--- ,N; (3.3.8a)
e conservacao da massa

nz; =npx; + nyy;, comi=1--- N; (3.3.8b)

e restrigoes das composigoes

>oai=1, (3.3.8¢)
N

doui=1; (3.3.8d)
=1

N
da=1 (3.3.8¢)
i=1

onde Z% e ZV, associados as fases liquida e vapor, sdo respectivamente a menor e
a maior raiz da equagao de estado

Z3+CZ*+DZ+E=0. (3.3.9)

Observa-se que ZX e ZV sdo funcdes analiticas dos coeficientes da equacao de
estado e sao facilmente calculéveis. Por outro lado, como visto no Capitulo 2,
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os coeficientes C, D e F sao fungao dos pardmetros de energia e do covolume.
Também foi visto que os parametros de energia e covolume da mistura dependem
da composigio, da pressio e da temperatura, ou seja, ZF' = Z(x,P,T) e ZV =
Z(y, P,T). Naverdade, no calculo de ZV, os coeficientes da equacio 3.3.9 dependem
dey, e ZV éamenor raiz. Ja para o calculo de ZL, apesar da forma geral da equacio
se manter, os coeficientes da mesma dependem de x, e assim a equagao de fato é
diferente, ¢ Z¥ & a maior raiz dessa equagdo.

Em resumo, as equagoes de equilibrio termodindmico constituem um total de
2N + 3 equagdes e 3N + 5 variaveis (z;, i, 2z, com i =1,--- , N, nt,nY,n, Pe
T), resultando em N + 2 graus de liberdade. A tabela 3.4 resume a modelagem até
o momento. Novamente aqui é proveitoso observar o diagrama da pagina 20, parte
final.

Tabela 3.4: Misturas bifésicas e equilibrio termodindmico: variéveis, equagoes e
graus de liberdade.

formulagao vars. n? vars. eqs. n? egs. GL

) n,nl oV, P T 3N +2 (3.3.6) 2N N +2
ntmero de mols

L x,y,z,nntnV,P,T | 3N+5 (3.3.8) | 2N+3 | N+2
composigoes

3.4 Fugacidade

A igualdade dos potenciais quimicos foi o critério de equilibrio estabelecido por
Gibbs (mundo abstrato). Para voltar ao mundo real dos problemas fisicos, Lewis e
Randall [6] introduziram o conceito de fugacidade, que é uma propriedade que pode
ser fisicamente medida, e estabeleceu um novo critério de equilibrio, a igualdade
entre as fugacidades—isofugacidade—de cada uma das componentes da mistura em
questao.

O potencial quimico relaciona-se com a fugacidade pela equagao

d,ui = RleHf¢7 (3410)

na qual p; e f; sdo, respectivamente, o potencial quimico e a fugacidade da compo-
nente ¢ na mistura, veja [16].

As principais equagoes de equilibrio liquido-vapor séo as que afirmam a igualdade
das fugacidades das fases liquida e vapor, em cada uma das componentes da mistura,
e que substituem a equacao 3.3.8a. De fato, da equacao 3.4.10 tem-se que pu; =
RT1nf;, que substituida na igualdade de potenciais quimicos, equagao 3.3.8a, leva
a

RTInfF = RTInfY,

onde, por exemplo, fiL é a fugacidade do componente i na fase liquida da mistura.
Logo, a igualdade dos potenciais quimicos implica na igualdade das fugacidades,

=1V
O coeficiente de fugacidade da componente ¢ é definido pelo quociente
o= I (3.4.11)

PZ,L'7
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onde a variavel z; representa a fra¢do molar da substancia i, em determinada fase
(notagao que difere da Segao 3.1, onde z; se refere a composigao global). Ou seja,
aqui z; = x; na fase liquida e z; = y; na fase vapor.

Assim, em uma mistura liquido-vapor as fugacidades se escrevem fF = pfPz; e
fiv = gaz‘-/Pyi. Donde, a equacgao de isofugacidade para o componente i é equivalente
a

oFe; =9Yy;, com i=1,... N. (3.4.12)

Em cada EDEC tem-se, devido as suas particularidades, uma expressao distinta
para o coeficiente de fugacidade. Dentre as EDECs, a equagdo de PR é uma das
equagoes de estado mais utilizadas atualmente nas simulagoes da industria do petré-
leo, devido a sua forma relativamente simples e boa acuracia. Por estes motivos, esta
¢é utilizada nas simulagoes apresentadas neste livro. Na equacao de Peng-Robinson
(PR), o logaritmo do coeficiente de fugacidade é dado por [20]

Bi
Inp; = B (Z—-1)—1n(Z — Bn)
Anm B; U; Z +2,414B,,
_m — 2= |In|{=—"—"""7"" 4.1
* 2,282B,, (Bm am) " (Z—07414Bm)’ (3.4.13)
onde
N
v = Z iz (3.4.14)
j=1

e o fator de compressibilidade, Z, é substituido (avaliado) por uma das raizes da
equagao de estado termodinamico (3.3.9), a menor, no caso da fase liquida, e a
maior, no caso da fase vapor. Aqui, z; ainda representa a fragdo molar da compo-
nente ¢, em determinada fase.

Em outras palavras, conhecendo-se as raizes da equagao de estado, equagao 3.3.9,
pode-se calcular os coeficientes de fugacidade do liquido e do vapor com a equacao
3.4.13. Se esses coeficientes produzirem fugacidades iguais, na forma equivalente
dada pela equagao 3.4.12, o equilibrio termodinamico ocorre.

A tabela 3.5 mostra as expressoes do logaritmo do coeficiente de fugacidade para
alguns tipos de EDECs. Recorda-se que os pardmetros de energia e covolume, A,,
e By, na equagao 3.4.13 e também os coeficientes das EDECs (C, D, E, equagio
3.3.9), s@o escritos em funcdo das regras de misturas de VDW-1, pagina 9.

Tabela 3.5: Expressao do logaritmo do coeficiente de fugacidade para o componente
¢ na mistura.

EDEC coeficiente de fugacidade
be, Vama;
VDW Ing; = —— — In[Z(1 - %)] + _ZRTVW )
SRK | lnpi = £-(Z — 1)~ In(Z — B,,) + A= (5; - 2;{;) In (1+ Z2)
PR | lnpi= £-(Z— 1)~ In(Z — Bu) + oot (B — 22 ) n (Z224HEn)

Finalmente, reescreve-se o sistema de equilibrio termodinamico (3.3.8) como

e isofugacidade das fases

oFe; = oYy, com i=1,--- N; (3.4.15a)
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e conservagio da massa (de cada componente)
nz =ntz; +nVy;, comi=1,---,N; (3.4.15Db)

e restrigoes das composigoes

> ai=1 (3.4.15¢)

N
S yi=1; (3.4.15d)
i=1
N
> a=1 (3.4.15¢)
i=1

onde os coeficientes de fugacidade e o fator de compressibilidade nas fases liquida e
vapor sao dados, respectivamente, por

(10'LL = <pi(l.i7ZL7PaT)a 90:/ = (,Oi(:[thV,P,T)? ZL = Z(X7P>T)7 Zv = Z(y7P7T)>
(3.4.16)
em que ZV denota a menor raiz, e Z¥ a maior raiz da equacao de estado

Z3+CZ*+DZ+FE=0. (3.4.17)

Pelo sistema dado pelas equagoes (3.4.15), tem-se 3N + 5 varidveis, a saber, x,
y, z, n", nY, n, P e T. Logo, sio necessarias 3N + 5 equacdes. Como ja existem
2N + 3 equagoes, uma forma de completar o sistema é considerar o problema de
flash, assumindo dado z e n, a pressao P e a temperatura 7', como indicado na tabela
3.6. Outros problemas sao dados na mesma tabela e ainda serao considerados na

préxima secao.

3.5 Formulacao de Problemas de Equilibrio Termo-
dindmico

Com a equagao 3.4.15, pode-se obter casos particulares de problemas de equilibrio
termodindmico com um ntmero reduzido de equagoes e incognitas. Para tanto,
hé que se especificar o valor de algumas variaveis, como no problema de célculo de
ponto de orvalho. Neste caso, tem-se um processo isobdrico quando se fixa a pressao
e um processo isotérmico quando se fixa a temperatura. Uma outra possibilidade
para completar o sistema, corresponde a especificar a pressdo e a temperatura,
originando o problema de flash.

Para o calculo de ponto de orvalho isobérico, a mistura toda esté na fase vapor,
na iminéncia do surgimento da fase liquida, sob pressdo constante. Assim, ha que
se especificar além da pressao, a composi¢ao do vapor, y;. H& também que ser
informado o nimero total de mols na fase vapor, que se iguala, nesta situacao
limite, ao niimero de mols total.

Assim, no céalculo do ponto de orvalho isobérico, o sistema 3.3.8 é desacoplado
em dois subsistemas:

1. Equagoes 3.4.15a e 3.4.15¢, para x e T', com P e y;’s dados,

2. Equacdes 3.4.15b e 3.4.15¢, para n’ e z com n = n" dado.
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Resolve-se primeiramente o subsistema (1) para x e T e com os valores obtidos,
substituem-se em (2) e resolve-se. E claro que o subsistema (1) é a parte dificil de
resolver, o (2) é trivial, levando & solugdo analitica n” = 0 e z; = y;. Em algumas
apresentagoes, os autores sequer mecionam o subsistema 2.

Isto é resumido na tabela 3.6, que adicionalmente inclui o problema de ponto
de orvalho isotérmico, o problema de ponto de bolha (isotérmico e isobarico) e de
flash. Para cada situagdo apresentada, tem-se o namero de incégnitas do problema
e as equagoes que devem ser usadas para obter o estado termodindmico. No caso
dos problemas de orvalho e de bolha também se indicam os subsistemas a serem
resolvidos, organizados por linha (com os mesmos subsistemas independentemente
do processo em questdao). Observa-se que apos a formula¢io dos problemas, o ni-
mero de equagdes se iguala ao niimero de incognitas, logo sao nulos os respectivos
nimeros de graus de liberdade.

Tabela 3.6: Possibilidades para o calculo dos problemas de bolha, orvalho e flash.

problema processo dados vars. 1% vars. eqs. 1% ogs.
o v L
orvalho isobarico y,n’,m, P x, 7, n, T 2N + 2 3.4.15a, 3.4.15¢ N: L
satisfaz 3.4.15d isotérmico V., n, T x, z, nl, P 3.4.15b, 3.4.15¢ N+1
v v
o L v
bolha isobarico x, nL, n, P v,z nV, T aN 42 3.4.15m. 3.4.15d N_:» 1
x satisfaz 3.4.15¢ isotérmico x, nl, n, T Lz, nV, P 3.4.15b, 3.4.15¢ N+1
v
isobaric P, T nL v 2N + 2 3.4.15 2N + 2
fash iso )iru,t) z, n, P, x, y,nlen 3.4.
(z satistaz 3.4.15¢) | isotérmico

3.6 Algoritmo Classico

Apresenta-se nesta se¢ao um algoritmo para o calculo de pontos de bolha e orvalho
de misturas multicomponentes bifasicas. Inicialmente transforma-se o problema no
calculo de zeros de uma fungao e, em seguida, descreve-se o algoritmo classico.

3.6.1 Sistema Nao Linear para o Calculo dos Pontos de Bolha
e de Orvalho

Como mencionado, no célculo do ponto de orvalho, o subsistema (2) da Segao 3.5
é de simples solugao analitica, e por esse motivo apresenta-se a seguir apenas a
estratégia para solugdo do subsistema (1), dessa mesma segdo. Tal circunstancia é
analoga no caso do céalculo do ponto de bolha. Serao estes transformados na busca
dos zeros de uma fungao vetorial nao linear.

Recorda-se que, pela proposigao 3.1, as fragdes molares liquida, vapor e global
somam 1. Assim, pode-se resolver a N-ésima entrada do vetor composi¢ao das fases
liquida, vapor e global, em fungao das composigoes restantes

N-1 N-1 N—-1
an=1->z;, yv=1-> y;, zv=1-Y z. (3.6.18)
j=1 j=1 j=1

Desta forma, xx, yy e zy deixam de ser consideradas variaveis em quaisquer
dos problemas tratados, bastando para tanto substituir sua ocorréncia pela repre-
sentagao dada pela equagao 3.6.18 em funcgao das restantes composigoes. Denota-se
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por X = (z1,--- ,on_1)" e analogamente ¥ e Z os vetores da composigao excluidas a
tltima entrada de cada vetor composicio. Assim, por exemplo, x = (%, zx)! onde
N-1 ~ . L

v =1—->;] «; ¢ aequacdo 3.4.15c passa a ser considerada desnecessaria para
o subsistema (1) da Secdo 3.5, sobrando apenas a equagéo 3.4.15a.

Com o objetivo de propor um algoritmo para a obtencdo dos pontos ou de
orvalho ou de bolha, define-se a funcio vetorial G = (Gy,--- ,Gn)%, cujas entradas
sao

Gt(i7y7P7T):SD1L'L17wYUM Z:L 7N717

(3.6.19)
- - N-1 N-1
Gn(x,y,PT) = W]Lv(l - 217‘:1 zj) — 991‘</(1 - Zj:l Yi)-
Com esta notagao, pode-se reescrever a equagao 3.4.15a como
Gi(x,y,P,T)=0, comi=1,..., N, (3.6.20)
ou vetorialmente,
G(x,y,P,T)=0. (3.6.21)

Retoma-se a discussao do calculo do ponto de orvalho isobarico onde ¥y = y* e
P = P* sao assumidos conhecidos. Define-se entao a fungao F, dada por

F(x, P) = G(x,y*, P*,T), (3.6.22)

substituindo na func¢do G, y e P pelos valores conhecidos.
Finalmente, o sistema a ser resolvido para o problema de ponto de orvalho
isobarico, com N equagoes e N incognitas, x e T', é

F(x,T) = 0. (3.6.23)

Uma vez resolvido o sistema 3.6.23, resolve-se imediatamente o subsistema (2)
para determinar n’ e z. Resta ainda a determinacio do volume correspondente da
mistura, que é calculado substituindo na equacio 3.3.7 os valores de n, P, T ¢ ZV
(este ultimo, dado na equagao 3.4.16) e calculado pela equagdo 3.4.17.

Analogamente, por exemplo, para o problema de bolha isotérmico, assumindo-se
conhecidos x = x* e T = T*, redefine-se F como F = F(y, P) = G(x*,y,P,T*).
Tem-se, entao, que resolver o sistema

F(y,P) =0. (3.6.24)

3.6.2 Algoritmo para o Calculo de Pontos de Bolha e Orvalho

Considerando aqui o problema de ponto de orvalho isotérmico, com F(x, P) = 0,
tem-se o algoritmo a seguir. A partir desse algoritmo é possivel calcular o ponto
de orvalho isobarico, e pontos de bolha, isotérmico e isobérico, bastando fazer as
alteracoes necessarias quanto aos parametros conhecidos e os que serao calculados,
como descrito na Se¢ao 3.6.1.

ALGORITMO 1

Input: Qa, Qb, S()7 Sl, SQ, R, Wi, Tcl7 Pcl7 Cij (Z,j =1: N), T= T*7 y = y*, g, N;
1¢ Etapa: Construir a matriz de parametro de interagdo binaria C, com entradas
1 — ¢;; tabelados de acordo com a mistura utilizada;

2% Etapa: Fornecer uma estimativa inicial para a composi¢ao desconhecida (neste
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caso X) , e para a pressio, P (isotérmico), gerando o vetor de variaveis s(®) =
(%@, pO)y;
3% Etapa: Resolver o sistema dado em 3.6.19;
4% Etapa: Re-estimar a composigao da fase liquida (no caso do calculo de ponto
de orvalho) através da equagio

1%

T = LLZ,M com ¢t=1,...,N;

1
5% Etapa: Calcular o erro das equagoes de equilibrio, ou seja, do sistema 3.6.19;
6* Etapa: Dada a estimativa inicial para o vetor s(9), calcular via Newton-Raphson
multivaridvel uma nova aproximacao para este vetor, aplicado neste caso & equagao
3.6.22.
Output: x, P.

Simulagoes utilizando este algoritmo sao apresentadas no Capitulo 12.

3.7 Exercicios

1. Para cada componente i, o equilibrio liquido—vapor impoe

B = ¢,

Descreva o papel da equagdo de estado (por exemplo, Peng-Robinson) no
calculo de fi(o‘>7 ae€{L,V}.

2. Defina K; = &.
i
(a) Mostre que, para um problema de flash isotérmico-isobarico, ¢ possivel
escrever as incognitas principais em termos dos K; e da fracao de vapor

B=n"Y/n.

(b) Escreva a forma classica da equagdo de Rachford-Rice:

N Zl(KZ — 1)
;1+5(Ki—1) -

Explique o significado fisico de /.

3. Descreva o problema matematico de célculo de ponto de bolha a tempe-
ratura fixa. Quais sdo as incognitas principais, quais equagoes sdo usadas e
qual condigdo caracteriza “uma fase liquida em equilibrio com uma quantidade
infinitesimal de vapor’™?

4. Faga o analogo do exercicio anterior para o ponto de orvalho a temperatura
fixa.
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Capitulo 4

Descricao Alternativa do
Equilibrio Termodinamico

Neste capitulo apresenta-se uma nova formulagdo da equagao de equilibrio termo-
dindmico em fungao de um conjunto alternativo de variaveis independentes para a
descrigao da particdo da mistura multicomponente bifasica, com o intuito de obter
as equagoes do equilibrio termodindmico, escritas de forma mais apropriada para
o tratamento numérico. Ao invés de se usar a composi¢ao e o nimero de mols do
liquido e do vapor, utiliza-se a composi¢ao global da mistura, o ntimero total de
moles, a fragdo de mols do liquido e a razao das composi¢oes vapor-liquido.

Inicialmente, descrevem-se as novas variaveis e em seguida obtém-se as equagoes
de equilibrio. Por fim, os problemas sdo reescritos como determinagao de zeros de
uma funcao vetorial nao-linear.

4.1 Fracoes Molares e Razao das Composicoes da
Mistura

Como ja observado, o nimero de mols das substancias nas fases liquida, vapor
e global, n¥, nY, n;, i = 1,..., N, podem ser descritos alternativamente pelas
composicdes x;, i, i, conjuntamente com o respectivo niimero de mols, nt, n", n,
veja as proposigoes 3.1 e 3.2 e a tabela 3.1.

Agora, novamente se realiza uma troca de variaveis, passando-se das variaveis

L \%4 —
Tiy Yir, 25y, M7y Moy M, 7’717""N7

para as variaveis alternativas
%, Bi, oF, 1, ng, i=1 N
Zi, /Bw ¢ s Ty Mgy 0= Ly IV,

descritas a seguir. A variavel Z;, ainda que intermediariamente nao se iguale a z;, ao
final da Secao 4.2 sera considera igual a z;, devido & conservagao da massa, e passa
a representar a composi¢ao global. O mesmo pode-se dizer sobre 71, que também
se iguala a n, que é o nimero de mols da mistura. Tem-se ainda a razdo das
composigées vapor-liquido, B; = y;/z;, e a fracido molar da fase liquida, ¢* = n’ /n.

Nota-se que as variaveis alternativas sao, em ntmero, 3N + 2, e que para se
manter os 3N graus de liberdade como ocorre com as variaveis anteriores, ha que
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se impor duas restrigoes. Essas restrigdes provem de escrever as restrigoes sobre as
composigoes (3 restrigoes) em termos das novas variaveis, as quais se transformam
apenas em duas restricoes porque uma das restrigdes é automaticamente satisfeita.

A motivagdo para as defini¢gdes de Z; e i sdo provenientes da interpretacdo das
variaveis em termos termodindmicos, bem naturais quando se assume a conservacao
da massa. Este caminho nao é seguido aqui, onde somente se considera a questao
matematica de se definir variaveis alternativas que dao origem a descri¢oes termo-
dindmicas equivalentes.

A proposicao a seguir encapsula essa troca de variaveis.

. = . . N
Pr0p051ga0 4.1. Conhecer w;, y;, z;, com i = 1,--- | N, satisfazendo ) ;" z; =

1 El,l y; =1 ZL, zi = 1, n%, nY e n é equivalente a conhecer %;, 8;, n;, com
i=1,...,N, ¢" e, deﬁmdoe por

L L \%
_Y% L_ " PO [ _n ~ L, V
A= z;’ 0" = nLynV’ TPV tU Iy e, M=,
(4.1.1)
e, reciprocamente, sabendo-se Z;, f3;, ni, ¥ e 71, obtém-se
Z; BiZi I I~
ri=—————— Y=—F""— n-’"=¢"n
S (e A e g A
- i
= (1-9¢")n, an 4= = (4.1.2a)
Z]’:1 j
satisfazendo as restrigoes
BiZi
=1, e =1. 4.1.2b
Z¢L ¢L)6 Z¢L 1*¢L)5 ( )

Demonstragao: Substituindo-se no lado direito da 1* equagao em (4.1.2), as vari-
aveis pelas expressoes dadas em (4.1.1), tem-se

~ nL TLV
Zi _ CUW tYintgy
o+ (- ohBi pt Y
( ) ¢ nL+nV + 1-— nf+nV ) z;

demonstrando assim a 12 equacdo em (4.1.2). Analogamente pode-se obter a 22
equacao em (4.1.2).
Do lado direito da 3* equagao em (4.1.2), e substituindo as varidveis pelas dadas
m (4.1.1), tem-se

L
n L

A +n") =n.

¢hn =

Da mesma forma obtém-se a 4% equagao.
Realizando o mesmo procedimento para o lado direito da 5* equagao de (4.1.2),

obtém-se
N N N
E n; = E nz; =n E Zi =n,
i=1 i=1 i=1

usando-se a restricao sobre z;. Ja a 6% equagao, ¢ obtida como
n; nz; nz;

N = N = N =
Zj:l nj Zj:l nz; n Zj:l Zj

Zi-
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Finalmente, as restrigoes da composi¢ao sao obtidas substituindo-se nas restri-
cOes as variaveis x;, y; e z; pelas suas expressoes em termos das novas variaveis

N N P
e REn-en

obtendo a primeira das restricées em (4.1.2b). A segunda é analoga. Da restri¢ao
sobre z; nada se obtém, porque é automaticamente satisfeita. De fato

N

1—2%_271':1.

i=1 11271”1

Assim, completa-se a demonstragao de 4.1.2.
Reciprocamente, olhando o lado direito da equacao 4.1.1 e substituindo as vari-
aveis dadas na equagao 4.1.2,
BiZi
Yi _ FRA-6TE _ g
T B ( Z 12 "
oL +(1-01)8;

Agora, a segunda equagio em (4.1.1)

TLL _ qf)L’le _ ¢L
nl+nV " L+ (1-¢l)n
também tem-se a terceira equagao em (4.1.1), e
nt n nV Zi ot
s i =
nk gV Y OL + (L— o5)B; i + (1 — oh)n
Bizi (1—¢")n

+

¢F + (1 - ¢L)B; ¢Fi+ (1 — ¢h)n

Z; 6VB)) = 5
m(¢ + (1 =9")B) =z
Ainda, a quarta equacgao em (4.1.1),

nt+nV =¢rn+ (1 - ob)n =,

e, finalmente

i
nZ =Ny = M
j=1"
completando-se a demonstracao de (4.1.1). [

Resume-se este resultado na tabela 4.1, ampliando-se a tabela 3.1. Aqui nao
é considerada ainda nem a conservagao da massa nem a igualdade dos potenciais
quimicos.

Nota-se que ainda nao foi feita nenhuma restrigao fisica ao problema nas novas
variaveis, por exemplo, sequer a conservacao da massa foi considerada, a qual seré
tratada na proxima secao.
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Tabela 4.1: Nuimero de mols X fracao molar x variaveis alternativas.

formulagao vars. n® vars. eqgs. ° egs. | GL
nimero de mols n, n®, n" 3N - 0 3N
composigdes X,y z,n,nt 0V | 3N +3 (3.1.2) 3 3N
var. alternativas z,n, B, 6%, i 3N +2 (4.1.2b) 2 3N

4.2 Balango de Massa Segundo as Novas Variaveis

Inicialmente, considera-se a expressao da conservagao da massa nas novas variaveis.
Talvez se revista de uma certa surpresa, mas as equagoes de conservagao da massa
nas novas variaveis (z,n, 3 e ¢, 71) sio bem simples.

De fato, tem-se:

Proposigao 4.2. (Conservagdo da massa nas novas variaveis) Assumindo-se as
equagoes 3.2.5, tem-se que

nzZ; = nj, 7‘/:1~~',N. (423)
Demonstra¢ao:  Substituindo-se as varidveis originais pelas suas expressoes utili-
zando as variaveis alternativas, equacao 4.1.2a, obtém-se

L. v,  _ L= Zi A BiZi o
mmnty = OGO ghyp,

N
Z n;

nz; = ani = N;.
j=1

> =11
Da equagao 3.2.5, substituindo-se as expressoes obtidas, obtém-se

’FL%Z =MN;.

A tabela 4.2 mostra as variaveis composicionais e as variaveis alternativas que
foram introduzidas neste capitulo, e resume as alternativas para a descri¢ao termo-
dindmica das misturas bifasicas, assumindo apenas o balango de massa (confrontar
com a parte inferior do diagrama da pagina 20).

4.3 Equagoes do Equilibrio Termodinamico Segundo
as Novas Variaveis

Para analisar-se o sistema de equilibrio termodindmico, equagao 3.4.15, recorda-se
que ainda é necessario considerar a pressao P e temperatura 7'. Sendo assim, tem-
se, na verdade, 3N + 5 variaveis, z;, y; € z;, com i = 1,...,N, n, nY, nV, P, e T,
ou alternativamente, %;, n;, B, com i =1,...,N, ¢&, A1, P e T, 3N + 4 variaveis.
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Tabela 4.2: Alternativas para a descrigdo de misturas bifasicas.
formulagao vars. n? vars. eqs. n? egs. | GL

L 14
nimero de mols n, e, n 3N (3.2.4) N 2N

- x,y,z nn nY | 3N4+3 | (3.25),(312) | N+3 | 2N
composigoes

5 L = .
var. alternativas zn, B, 6%, 3N +2 (4.2.3), (4.1.2) N+2 2N

A formulacao alternativa das equagoes de equilibrio termodindmico, consiste em
escrevé-las em funcio das novas variaveis z, n, 3, ¢, 7, P e T.
Pela equagao 3.4.15a as equagoes de isofugacidade das fases sdao

y
prai— o) yi = (% 2 f)xz:ﬂv

Z
donde, z; = 0 ou,

»
o el =0

Mudando-se as variaveis, considerando que y;/z; = §;, obtém-se
— ! Bi=0. (4.3.4)

Atenta-se para o fato de que ; nas fases, é escrito em fungao da composic¢ao de
cada fase, da temperatura e da pressao (equagao 3.4.16). Mas pela proposicao 4.1
x; e 1; sAo escritas em funcao de %, §; e ¢F.

Assim, usando as novas variaveis, tem-se que

oF = oF(%:,8,0", P,T) = ¢; (2:(%:, Bi, "), Z(x(2,8,9"), P, T), P,T), (4.3.52)

Lp}/ = 90:/(217 B’ ¢L7 P’ T) = ¢ (yl(gu 62': ¢L)7 Z(y(iv 67 ¢L): P7 T)7 P7 T) . (435b)
Reescrevendo o sistema 3.4.15, segundo as novas variaveis alternativas da tabela
4.2, levando-se em consideragao a equagao 4.2.3 (para a conservagao da massa), as
equagoes 4.3.4 ¢ 4.3.5 (para as equagdes de isofugacidade), e a expressao das compo-
sicoes, ; e y;, em funcdo de Z;, ¢, B;, dadas pelas equacdes 4.1.2a e a equacio 4.1.2b
(para obter as equagoes de restrigdo da composi¢do em termos das variaveis alterna-
tivas), tem-se o sstema de 2N 4+ 2 equacdes a 3N + 4 variaveis (z, 3, ¢*,n,n, P, T):

e isofugacidade das fases
of —¢/Bpi=0, i=1,---,N, (4.3.62)

com ¢k e ! na forma da equagao 4.3.5,

e conservagio da massa (de cada componente)

nZ;=mn;, com i=1,---,N, (4.3.6b)
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e restrigoes das composigoes

N ~
Zi _
; PN GE Y M (4.3.6¢)
N BiZ;
2ra st (@350

Finalmente, reescreve-se as equagdes nas variaveis alternativas (retirando-se o
ornamento ~ das variaveis).

e isofugacidade das fases
of —@/Bi=0, i=1,---,N, (4.3.7a)

com pF e @Y na forma da equagao 4.3.5, relembrando que se retirou o orna-
mento da variavel z.

e conservagao da massa (de cada componente)

nz; =n;, com i=1--- N, (4.3.7b)

e restrigoes das composigoes

N
Zi
1-:21 pr ROy 1, (4.3.7¢)
N Bz
2T E 4T

Proposigao 4.3. Tem-se que n =n e z; = z;.

Demonstragao: Este resultado provém do balang¢o de massa, como verificado a
seguir. Pela equacao 4.3.6b, nz; = n;, e susbstituindo-se o valor de n; dado pela
equagao 4.1.1, obtém-se

e, em seguida, usando a expressao para Z; dada na equacao 4.1.1, tem-se

- nt nY
n(xinL—&-nV +yinL+nV) = nz;. (4.3.9)

Somando-se em i a equacao acima e levando-se em considera¢ao que as com-
posicoes somam 1, obtém-se 7 = n, o que retornando & equagao 4.3.8 leva a que
|
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Tabela 4.3: Valor de ¢ nas fases liquida e vapor, no célculo de pontos de bolha e
orvalho

ponto 10}
bolha | ¢ =1 ¢V =0
orvalho | ¢ =0 ¢V =1

Tabela 4.4: Possibilidades para o calculo dos problemas de bolha, orvalho e flash.

problema processo dados vars. ne vars. egs. n® egs.
- . _y oL,
oevalho isobarico z=y, o n, P B, T, n aN 41 4378, 4.3.7¢ N:— 1
(z satisfaz 4.3.7d) | isotérmico | z =y, &, n, T B, P, n 4.3.7b N
isobaric _ L
bolha isobarico z=x ¢%, n, P B, T, n 2N + 1 4.3.7a, 4.3.7d N: 1
(z satisfaz 4.3.7c) isotérmico zx, L, n, T B, P, n 4.3.7b
fash isobarico n, P, T z B8, ¢Len 2N + 2 4.3.7(a,c,d 2N + 2
as + 4.3.7b
isotérmico

4.4 Bolha, Orvalho e Flash

Para o calculo dos problemas de bolha e de orvalho, considera-se, por definigao, que
os valores de ¢ e ¢ sejam dados conforme a tabela 4.3.

Na tabela 4.4, sao apresentados, os problemas de bolha, de orvalho e de flash, em
fungao das variaveis alternativas apresentadas na tabela 4.2. A tabela 4.4 equivale
a tabela 3.6, a qual é escrita em funcgao das variaveis composicionais.

Como na formulagao envolvendo as variéveis composicionais, no Capitulo 3, aqui
também o sistema completo de equagoes 4.3.7 pode ser decomposto em dois subsis-
temas, um dos quais apresenta solugao analitica simples e o outro é que guarda toda
a dificuldade a ser resolvida. Desta forma, o sistema que inicialmente tem 2N + 2
equagoes efetivamente tem bem menos equagoes a serem resolvidas numericamente.

Considera-se, por exemplo, o problema de calculo de pontos de orvalho isobarico.
Neste caso, tendo-se z e n, a determinagao de n é imediata usando a equagao 4.3.7b
a qual é desacoplada do restante do sistema 4.3.7. Assim, a dificuldade essencial
reside na determinacao de B e T, os quais sao obtidos resolvendo-se o subsistema
constituido pelas equagoes 4.3.7a e 4.3.7¢, (com N + 1 equagoes e N + 1 incognitas).

Tendo sido dados ou obtidos as quantidades referentes as variaveis alternativas,
isto &, B, z, ¢*, n, n, P e T, pela proposicdo 4.1, recuperam-se as quantidades
nas variaveis composicionais, e em seguida pela proposi¢ao 3.2, as quantidades nas
varidveis molares, as quais sdo as que efetivamente se deseja conhecer.

Consideragoes analogas podem ser feitas para os problemas de calculo de ponto
de orvalho isotérmico e pontos de bolha (isotérmico e isobarico), resultando também
em 2 subsistemas, um de solugao trivial e outro de menor tamanho do que o sistema
4.3.7 completo (com N + 1 equagdes), que somente se resolve numericamente.

Héa ainda que considerar o problema de flash que também se desacopla em dois
subsistemas. Inicialmente, utilizando-se a equagao 4.3.7b, resolve-se para z; em
fungao de n, z; = n;/n, e substituindo-se essa solugdo analitica nas equagoes 4.3.7a,
4.3.7c e 4.3.7d, consitui-se um sistema com N + 2 equagoes e N + 2 incognitas,
nomeadamente, 3, n e ¢*. Resolvendo-se esse sistema primeiramente, obtem-se
posteriormente o valor de z.
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4.4.1 Sistema Nao Linear para o Calculo dos Ponto de Bolha
e Orvalho - Variaveis Alternativas

No caso das varidveis composicionais da tabela 4.2, quando se consideram as res-
trigdes sobre as composicoes, equacao 3.1.2, xn, yny € zy sao automaticamente
determinadas a partir dos valores restantes das composigoes, equagao 3.6.18. Neste
caso, ha entdo uma redugao das quantidades envolvidas na descrigao termodini-
mica, equagao 3.4.15, nomeadamente basta considerar 3N + 2 variaveis, z;, y;, 2i,
comi=1,...,N—1,n" n,nY, PeT.

Por outro lado, ao optar-se por escrever o sistema termodindmico usando-se as
variaveis z;, B;, ni, com i = 1,...,N, ¢*, n, P e T, é natural também reduzir o
numero de variaveis. Da equacao 3.6.18, obtém-se

N-1
zay=1— E zj,
j=1

donde zpy ¢ dispensavel quando se conhecem z;, i =1,...,N — 1.
Também, Sy pode ser obtido de z;, 8;, comi=1,--- ,N —1, e ¢L,

N-1 N-1 B,z
yv _1- Yy - 21 STT(—6005;

- N-1 - N—-1 2
N 1= w 1= et

BN = (4.4.10)

Como n = Zfil n;, entao ny =n — va:_ll n;, logo dispensa-se ny como variavel.

Assim, trabalha-se com 3N + 1 quantidades, z;, f;, ns, i =1,...,N — 1, ¢*, n,
PeT.

Denota-se z = (21,...,2nv-1)% B = (B1,.-.,8nv-1) e = (ng, -+ ,nn_1),
donde, z = (Z,2x), B = (B,2xy) e n = (h,ny), com zy, By e ny como dados
anteriormente.

Como na formulagao composicional, o subsistema 4.3.7b que se refere a conserva-
¢ao da massa é de simples soluc@o e desacopla do restante do sistema. Concentra-se
entao na formulagao do outro subsistema.

Com o objetivo de propor um algoritmo para a obtengdo dos pontos de bolha e

orvalho, escrito em fungio das novas varidveis, define-se a funcio G = (G1,...,Gn)%,
com _
Gi(27ﬁ7P7T) :‘PvL_%Vﬂu i= 1a 7N_1 )
~ (4.4.11)
Gn(z B, P.T) = o — oKD,
onde By ¢ dado em funcio de B, z e ¢, pela equacao 4.4.10.
Com esta notagao, reescreve-se a equagao 4.3.7 como
Gi(z,B,P,T) =0, comi=1,...,N. (4.4.12)
ou simplesmente, ~
G(z,B,P,T)=0. (4.4.13)

Para o calculo de ponto de orvalho isotérmico, por exemplo, quando z* e T* sao
conhecidos, define-se a fungao F, dada por

F(B,P)=G(z",B,P,T"). (4.4.14)
Tem-se N varidveis a determinar, 3 e P, e sdo necessarias N equacoes escritas como

F(3,P) =0. (4.4.15)
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4.5 Exercicios

1. O capitulo introduz variaveis alternativas (por exemplo, razdes entre compo-
si¢oes ou combinagdes lineares que reduzem graus de liberdade).

(a) Explique por que é vantajoso reparametrizar o problema nessa nova base
de variaveis.

(b) Indique qual restrigdo de balango de massa fica mais simples nessa for-
mulagao.

2. Reescreva o balango de massa do componente ¢ usando as variaveis alternativas
definidas no capitulo (por exemplo, razoes y;/x; ou fragdes independentes).
Mostre como a variavel global z; aparece nessa formulacao.

3. Considere o sistema nao linear alternativo para o calculo de ponto de bolha e
de orvalho.

(a) Escreva simbolicamente esse sistema nas novas variaveis.

(b) Explique por que, nessas novas incognitas, o ntmero de equagoes efeti-
vamente independentes diminui.

4. Discuta como o problema de flash (determinar fases e composigoes a P, T
dados) pode ser escrito apenas em termos de poucas varidveis principais na
formulagao alternativa, em contraste com trabalhar diretamente com todas as
fragoes molares z; e y;.
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Capitulo 5

Energia Livre de Gibbs

Neste capitulo introduz-se a formulacao do equilibrio termodinamico utilizando-se
o conceito de energia livre de Gibbs. Para tanto é necessario obter expressoes do
operador diferencial referente ao nimero de mols em termos de operadores diferen-
ciais referentes a fragoes molares. Apresenta-se a formulagao envolvendo a energia
livre de Gibbs nas variaveis composicionais e nas variaveis alternativas introduzidas
no capitulo 5.

5.1 Potencial Quimico e a Energia Livre de Gibbs

O potencial quimico se relaciona com a energia livre de Gibbs, G, (que portanto
esta relacionada a fugacidade), pela relagéo [16]

i = (ag) . (5.1.1)
(977/1' P,T\n;zi

Assim, a igualdade dos potencias quimicos das duas fases é equivalente a igual-
dade das derivadas da energia livre de Gibbs nas mesmas duas fases para as N
componentes da mistura.

As energias livre de Gibbs para as fases liquida, de composi¢ao x, e vapor, de
composicao y, sao respectivamente

N N
GY = nRT <Z x;lnz; + g(x, P, T)> , GV =nRT (Z yilny; + g(y, P, T)) ,
i=1 i=1
(5.1.2)
onde a fungao g representa a energia livre de Gibbs molar em excesso por RT.
Assim a energia livre de Gibbs G (em um sistema com N componentes) pode
ser escrita na forma geral

N
Z zjlnz; + g(z, P,T)

i=1

G =G(n,z,P,T) =nRT , (5.1.3)

onde z pode ser a fracao molar do liquido, x, ou a fragdo molar do vapor, y.

Como obtido pela proposigao 3.2, a representagao méassica da mistura multicom-
ponente tanto pode ser dada pelo nimero de mols de cada componente 7, n;, como
pela composigao, z;, e o total de mols da fase, n.
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Por um lado, pela equagao 5.1.1, o potencial quimico é obtido da energia livre
de Gibbs a partir da derivada de G com relagao ao nimero de mols da componente,
isto ¢, aplicando-se o operador diferencial 9/9n;. Por outro lado, na expressao
de G, dada na equagdo 5.1.3, ha uma parcela, nRT Zjvzl z;In z;, que depende da
composic¢ao e do nimero total de mols da fase. Assim, um primeiro passo para obter
uma expressao para os potenciais quimicos, através de sua relacdo com a energia
livre de Gibbs, ¢é obter o operador diferencial e, em seguida, aplicé-lo a G, o que se
faz a seguir.

5.2 O operador Diferencial

Utiliza-se a notagdo H para uma funcao escrita em termos de n e por H a funcao
equivalente escrita em termos de n e z. Isto é apresentado em detalhes no enunciado
da proposigao a seguir.

Proposicao 5.1. Sejam H(n), uma funcio de n = (ny,--- ,ny)’, H: RxRY —
R, e
L : RxRY — RV
(n,z) — L(n,z) = nz, (5.2.4)
tais que H(n,z) = (H o L)(n,z) = H(nz). Entéo
OH _ M  10H li M
on;  On  nodzy Yoz

ou, simplesmente, o operador diferencial linear é escrito como

ot
g
ot
=

1o} 0
on; % nc(?zl Z azl (

Demonstragdo: Pelas definigées H(n) = H <Z _ n],n/z 1 n]> donde, deri-
vando em ambos os lados com relagao a n;, obtém-se

OH OH on OHOxn OH 0zy  OH On OH 0z
_ Lo i . (5.2
on; on On; * 0z1 On; Tt Ozn On; on On; Z 82] on; (5.2.6)
Como n = vazl n;, tem-se % = 1. Para a composigao, recorda-se que z; = "—n’ e,

portanto,

0z :i(&)
n

Mas como,

8nj:6__: 1, se j=i
* 0, se j#i

o célculo resulta em

9% _ 0, (ZD)On 8y ny

on; n 7 n2 on; n n?
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Voltando a equagao 5.2.6, tem-se

n2

N N
oH %uza%( ) O LSy o

= = ) 29,0
0z an  n 0z —n 0z;

que eliminando H e H, gera a igualdade entre os operadores

1o} 0
on; 6711 n@zz z; ]Bz]

5.3 Aplicagao do Operador Diferencial & Energia
Livre de Gibbs

O objetivo neste momento é obter-se uma expressao para o potencial quimico a
partir da sua relagdo com a energia livre de Gibbs, equagao 5.1.3, aplicando a
essa equacao o operador diferencial da equagao 5.2.5. Devido aos calculos extensos
necessarios nessa aplicagdo, os mesmos sao apresentados na forma de dois lemas
preliminares e uma proposigao.

Lema 5.1. Seja 1(n,z) = nRT Zjvzl zjlnz;. Entao,

on
8ni

= RTInz;. (5.3.7)

Demonstragao: Utiliza-se a expressdo do operador diferencial 9/dn;, na equagao

5.2.5, para o célculo da derivada de n(n,z) = nRT Z;V:1 zjlnz;. Assim, o primeiro
termo do operador é:

on

1
n RTZz]lnz] =0 (5.3.8a)

Jj=1

O segundo termo do operador diferencial da:

1o _ 9 (z5lnz;) Zi, O(Inzy)
nom RT; - RTZ lnzj + 2 97
N
= RTY (6;;Inz +6;) = RT(Inz + 1), (5.3.8h)
j=1

uma vez que

82']-:6'_: 1, se j=1
0z Y 0, se j#1

Para o terceiro termo, tem-se

,lzzl% - ’RTZZl ZJIHZJ —7RTZZZI(6l,lan+5lJ)

=1 =1 j=1 =1 j=1
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N
1
= -—-RT E zi(lnz +1) = ——n— RT. (5.3.8¢)
n
=1

Finalmente, da equagao 5.3.8,

a1 1
! 4+ RTInz +RT— ~n— RT = RTlnz. (5.3.9)
on; n n

Lema 5.2. Seja g = g(z, P,T) e 7j(n,z) = nRTg(z, P,T). Entao,

a5 al _
o = RT (g +gi—y, zlgl) , (5.3.10)

=1

onde denota-se g; = 9g/0z;.
Demonstracao: O primeiro termo do operador é, simplesmente

on 0 B .
I RT% (ng(z,P,T)) = RTy(z, P,T). (5.3.11)

O segundo termo é dado por

1 0n 1nRT 0

— = — P, T)) = RTg, 5.3.12
n 0z; n 0z (9(2, P T)) gi ( )
onde denota-se g; = dg/0z;.
Para o terceiro termo, tem-se
N N N
1 on g
—— — = -—RT — =—RT 5.3.13
n 2l 92 Z 2l 0z Z 2191 ( )
=1 =1 =1
completando-se a demonstragao. ]

Proposigao 5.2. Da equagao da energia livre de Gibbs

N

Z zilnz; + g(z, P, T)
1=1

G =G(n,z,P,T) =nRT , (5.3.14)

e da relagao dada pela equacao 5.1.1, obtém-se a expressao para o potencial quimico

N
wi = RT (ln zi+g+9i— Z zlgl> . (5.3.15)
1=1

Demonstracio:  Pela relacio da equagdo 5.1.1, u; = ( gf_) . Derivar G
—_— i) PTn

com relag@o a n;, é aplicar o operador diferencial (5.2.5) ao lado direito da equagao
5.3.14. Com isso, tem-se

G d al i)
i = o~ on <7LRT§21 lnzl> + o (nRTg(z, P,T))
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0
= RTInz + I (nRTg(z, P,T)).
n;

Finalmente, pelos lemas 5.1 e 5.2

N
u; = RT <1nzi+g+gizzl!]1> .

=1

5.4 Equilibrio Termodindmico pela Energia Livre
de Gibbs

Utilizando a expressao do potencial quimico obtido da energia livre de Gibbs, dado
pela equagao 5.3.15, pode-se obter uma expressao para o equilibrio de fases.

Proposigao 5.3. A equacao do equilibrio termodindmico pode ser escrita como
" N
o = OXP (QL —9V 49l =g =) (g — ylgzv)> : (5.4.16)

g =1

Demonstragao: Tem-se que da equagao 5.3.15

N
ul = RT <ln.1'i +9" +gF qu}f) ,
1=1

N
p = RT (lnyi +9" +g¢ - Zyzgzv> :
=1

e, no equilibrio termodinémico, tem-se que ,uiL = ,uy , equacao 3.3.6a donde

N

N
na; +g" +gf = > wmgl =nyi+9" +9 = > ug.
=1 =1

Rearranjando, tem-se que

N N
na; —Iny = g" +gF = > mgl - (gv +g) —Zyzgzv> :
=1 =1

Exponenciando a equagao anterior e rearranjando, obtém-se

N

"

—=exp (gL 9" +9F =g/ = (mgl yzgzv)> :
=1

k3

Da proposigao 5.3, que expressa as equagdes do equilibrio de fases, usando a
energia livre de Gibbs, tem-se o sistema do equilibrio termodinadmico
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e equilibrio de fases

N

yi .

“=exp|g”—9g" +9" 9 =D (mgl —wg’)|, com i=1,-- N,
=1

k3

(5.4.17a)
onde

1o}
gt = g(x,P,T), e giL = g(x, P, T) = gi(x, P, T), (5.4.17b)
T

e expressoes analogas sio validas para gV e g), trocando x por y.

conservagao da massa (de cada componente)

nte; +nVy; =nz, com i=1,--- N, (5.4.17¢)

restricao da defini¢ao de composicao

N
> ai=1, (5.4.17d)
i=1

dyi=1 (5.4.17¢)

N
dam=1 (5.4.17f)
i=1

Tem-se aqui 2N + 3 equagdes e 3N + 5 variaveis, x,y,z,n",n",n,PeT.
Adaptando a tabela 3.6 a este contexto, obtém-se a tabela 5.1, com os problemas
jé discutidos.

Tabela 5.1: Possibilidades para o célculo dos problemas de bolha, orvalho e flash
usando a energia livre de Gibbs.

problema processo dados vars. n® vars. oqs- 1% ogs.
N P _ Vv L
orvalho isobarico y=zmn",nP x, 2z, n, T 2N + 2 5.4.17a, 5.4.17d Nr 1
satisfaz 5.4.17e isotérmico =z nV,n, T x, z, nl, P 5.4.17¢, 5.4.17f N+1
v y
o _ L v
bolha isobarico x=znl n P v,z nV, T ON 42 5.4.17a, 5.4.170 N:» 1
(x satisfaz 5.4.17d) isotérmico x=z nl n T v.z, nV, P 5.4.17c, 5.4.17f N+1
isobari P, T x nl enV 2N + 2 5.4.17 2N + 2
fash isobarico z, n, P, ,y.n en 5.4.
(z satisfaz 5.4.17f) | isotérmico

5.5 Exercicios

1. Mostre que, a temperatura e pressao constantes, o equilibrio entre duas fases
de uma mistura multicomponente é atingido quando a energia livre de Gibbs
total ¢ minima. Indique as hipoteses usadas (sistema fechado, T, P fixos,
auséncia de rea¢do quimica).
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2. O capitulo introduz explicitamente um operador diferencial aplicado & energia
livre de Gibbs. Reescreva, em forma vetorial compacta, a expansao diferencial
de G (energia livre de Gibbs total da mistura) em termos de variagdes de
composicao. Identifique qual termo pode ser interpretado como gradiente.

3. Descreva, qualitativamente, a construgdo geométrica do equilibrio liquido—
vapor como tangéncia comum nos graficos de energia livre de Gibbs molar
versus composigao (caso binario). Explique como essa tangéncia recupera as
composigoes de cada fase em equilibrio.
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Capitulo 6

Norma, Produto Interno e
Distancia

Como apresentado na Capitulo 1, para se reduzir a dimensionalidade no calculo
do equilibrio de fases se considera aproximagoes da matriz de interagao binéria por
matrizes de posto menor. Isto entao requer que se especifique a nogao de aproxi-
magao. Para clareza de exposicao, sao relembrados neste capitulo as defini¢oes de
norma de vetores e de matrizes.

6.1 Norma, Produto Interno e Distancia

Considera-se um espago vetorial V' com escalares reais, sendo V' o espago euclidiano
RY ou o conjunto de matrizes M x N, denotado por M (M, N).

Uma norma || - || em V é uma fungao definida para elementos de V' com valores
em R (isto é, uma fungao real ou fungdo escalar)

[l : V—R
x— [x[,

satisfazendo as seguintes propriedades:
1. (positividade) ||x|| > 0, para todo x € V, e ||x]| =0 se e s6 se x = 0,
2. (homogeneidade) ||Ax|| = |A|[|x]|, para todo x € V,e para todo A € R,
3. (desigualdade triangular) ||x +y| < ||x|| + ||y||, para todos x,y € V.
Um produto interno em V, (, ), é uma fungao escalar
(,) + VxV-—R
(xy) — (xy),
satisfazendo as seguintes propriedades
1. (positividade) (x,x) > 0, para todo x € V, e (x,x) =0 se e 86 se x = 0,
2. (simetria) (x,y) = (y,x), para todos x,y € V,

3. (linearidade) (ax + by,z) = a(x,z) + b(y,z), para todos x,y,z € V e para
todos a,b € R.
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Uma distdncia em V', d, € uma funcao escalar
d : VxV—R
(x%,y) — d(x,y),
satisfazendo as seguintes propriedades:
1. (positividade) d(x,y) > 0, para todo x € V, e d(x,y) =0, se e s6 se x =y,
2. (simetria) d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € V,
3. (desigualdade triangular) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), para todo x,y,z € V
Recorda-se que, dado um produto interno, é possivel definir-se uma norma,
x|l = (x,%)"/2, (6.1.1)
e que dada uma norma ¢é possivel se definir uma disténcia,
d(x,y) =[x -yl (6.1.2)

Assim, dando um produto interno, define-se uma distancia d(x,y) = (x —y,x —
y)1/2.

Exemplo 6.1. Os exemplos mais simples em RY, sdo o produto escalar, e a norma
e distancia euclidianas. Sejam x = (z1, -+ ,zy) ey = (y1,- - ,yn)!, entdo,

xy)=ay+ - +avyn, x| =&)Y= @+ +a23)2 e

dix,y) = |x —yll=v(x1 = 1)+ + (an —yn)?,

sao um produto interno, uma norma e uma distancia, respectivamente.

Exemplo 6.2. No conjunto de matrizes M (M, N), o exemplo mais simples de

norma é a norma de Frobenius, || - ||, dada por
N M
Al = | D (A3
j=1i=1

Com esta norma ¢ possivel definir uma distdncia entre matrizes,
d(A,B)=||A-B|Fr, A,Be M(M,N) .
Em verdade, essa norma é proveniente de um produto interno de matrizes,
N M
(A, B)r =) (A)i;(B)i;.
j=11i=1

A norma de Frobenius é, de fato, a extensao matricial da norma euclidiana ao
caso de matrizes, como ¢é visto no exemplo 6.4 na Segao 6.3.
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Exemplo 6.3. Um outro exemplo, em RY, é obtido a partir de uma matriz positiva
definida. Seja W uma matriz positiva definida, i.e., x!Wx > 0, para todo x # 0, x €
RY. Entéo, define-se o produto interno

<X7 y>VV = XtWy7

e, naturalmente, também uma norma

Il = (%32,

e uma distancia associadas
dw(x,y) =[x =yl = x—y,x—y)}/* = (x —y)' W(x —y).

Diz-se que o produto interno (, ),, é um produto interno ponderado, onde W é
matriz de ponderagao. Claramente quando W = I, o produto interno é o mesmo
dado no exemplo 6.1, e portanto, a ponderagao é trivial. Ha dois casos interessantes,
quando W é diagonal, diferente da matriz identidade, e quando W nao é diagonal.
No primeiro caso, ha de fato ponderagdo porque os valores que multiplicam as
entradas do vetor nao sao todas iguais, mas nao ha “interacao” entre as entradas do
vetor, enquanto no segundo caso ha acoplamento.

6.2 Operador vec

O operador vec transforma matrizes em vetores, sendo conveniente para construir
exemplos de normas, distancias e produtos internos com ponderagao no conjunto
das matrizes. Por este motivo, apresenta-se este operador e suas propriedades.

O operador linear vec transforma uma matriz M x N em um vetor em RM*N
concatenando-se as colunas da matriz. Assim, por exemplo,

a= VeC(A) = [(A)ll (A)21 PN (A)}y]l (A)m (A)gz (A)]uz PN (A)All (A)]uz (A)ZVINV-

Uma questao relevante ¢ como relacionar os indices do vetor a = vec(A) e da
matriz A. Dado o elemento (A);;, ele correspondera & entrada

k=i+(G—1M, i=1.M, j=1..N, (6.2.3)

do vetor a. Assim, por exemplo, para a entrada (A)11, k = 1, logo corresponde
a entrada a;, a entrada (A)un corresponde k = M e a entrada apr, e a entrada
(A)pn corresponde a k = M + (N — 1)M = MN e a entrada apyy-

Inversamente, dada a entrada ay, para se determinar os indices ¢ e j de A, de tal
forma que ar = (A);;, basta analisar a equacao 6.2.3. A primeira vista se poderia
supor que j — 1 fosse o quociente da divisdo de k por M, e i o resto correspondente.
Nao é, pois i varia de 1 a M e nao de 0 a M — 1. De qualquer forma, tanto i quanto
j sdo fungoes de k, que pode-se escrever i = i(k) e j = j(k). Neste caso, j(k) ¢ a
coluna de A a que aj, corresponde, e i(k) a linha, e suas expressoes sdo obtidas a
seguir. Da equacao 6.2.3 pode-se escrever que

k—1=i—14(j—1)M, (6.2.4)
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e, neste caso, como (i—1) esta entre 0 e M —1, tem-se de fato que j—1 & o quociente
de k — 1 por M, denotado por g(k —1,M) e i —1 & o resto da divisdao de k — 1 por
M, denotado por r(k — 1, M). Assim, a equagdo 6.2.4 se escreve

k—1=rk—1,M)+q(k—1,M)M,
e entao, dado k, tem-se que

i(k) =1+1r(k —1,M), j(k) =1+ q(k—1,M), k=i(k) + (j(k) — 1)M. (6.2.5)

A tabela 6.1 apresenta esquematicamente estas fungoes.

Tabela 6.1: Relacao entre os indices do vetor vec(A) e da matriz A.

linha k) = coluna jk) =
. - _ 1 i(k) = i(k) =
k k—1 q(k — 1, M) r(k — 1, M) (i 1) 41 aCk—1, M} 41
1 0 0 0 1 1
2 1 0 1 2 1
M M —1 0 N — 1 M 1
M+ 1 M 1 0 1 2
M+ 2 M + 1 1 1 2 2
2M 2M — 1 1 N — 1 M 2
2M + 1 2M 2 0 1 3
2M 4 2 2M + 1 2 1 2 3
3M 3M — 1 2 N —1 M 3
(N - 1M F1 (N - 1M N -1 0 1 N
(N — )M + 2 (N — DM + 1 N — 1 1 2 N
MN MN — 1 N -1 N —1 M N

Dada a matriz A, M x N, denota-se
N N
sum(A) = > > "(A)s;,
j=11i=1

a soma de todas as entradas da matriz A. Seja 1 € RY o vetor de entradas todas
iguais a 1. Tem-se entao o seguinte resultado.

Proposigao 6.1. Sejam A e B matrizes M x N, C' uma matriz N x N, a,b,c,z €
RMXN  Entdo:

1. vec(Ao B) € RMXN ¢
vec(A o B) = vec(A) o vec(B) (6.2.6)
Observagao (produto de Hadamard de matrizes). Dadas duas matrizes

A e B, o operador o denota a multiplicagao entrada-a-entrada (Ao B);; =
A;;B;j, (ver Capitulo 2, segao 2.4.2).

2. sum(A) = l1tvec(A)
3. (A, B)r =sum(Ao B) = l'vec(A o B)
4. z'Cz = 1vec((zz?) 0 O)
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5. (a,b) = (1,a0b)
6. (aa’) o (bb?) = (aob)(aob)?
7. ((aob)ic)? = ct(aa’) o (bbt)c

Demonstragao: (1) Seja k um inteiro entre M e N. Entao existe um tnico i = i(k)
e um tnico j = j(k),comi=1..Mej=1..N,tais que k = i(k)+ (j(k) —1)M,
conforme a tabela 6.1. Assim, vec(A)r=i—1 = (A);(k);(k)- Entdo

(VeC(A [e] B))k = (A o B)i(k)j(k:) = (A)’L(k)](k)(B)l(k)7(k) = (vec(A))k(vec(B))k,

donde vec(A o B) = vec(A) o vec(B).

(2) De fato,
M N MxN
sum(4) = ZZ(A)ij = Z (vecA)h—iyn(j—1) = L'vec(A),
i=1 j=1 k=1

donde, sum(A) = 1'vec(A).
(3) O resultado segue de

M N M N
(A,B)r =Y (A)ij(B)ij=Y_> (AoB);; =sum(Ao B),
=1 j=1 i=1 j=1

e, de (2), sum(A o B) = 'vec(A o B).
(4) Tem-se também que

N N N N
z'Cz = ZZZZ(C)ijzj:ZZzlz](C)”
NN TN
= ZZ(ZZt)U (@i = v Z [(Zzt) © C} ij

15=1
= sum((zz') o O) = 1'vec((zz") o C),
donde z!Cz = 1'vec((zz*) o C).
(5) Tem-se que

N N
(a,b) =a'b=> aib;=» (aob);=1'acb=(1,aob).

i=1 i=1
(6) Note que
((aat) o (bbf))” = (aat)ij (bbt)” = aiajbibj = aibiajbj = (a o Ob)i(a o b)J = ((a o b)(a o b)t)ij,

donde (aa') o (bb?) = (aob)(aob)’.
(7) Uma vez que (aob)tc é um escalar, é igual ao seu transposto (aob)tc = cf(aob),
e entdo, usando (6) tem-se

((aob)lc)? = c'(aob)(aob)c=cl(aa’) o (bb')c.
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6.3 Produtos Internos no Conjunto das Matrizes

Nesta segao utiliza-se o operador vec para definir produtos internos em M (M, N),
utilizando-se de um subterfagio, transformando as matrizes M x N em vetores de
RMX*N "6 entdo utilizando o exemplo 6.3.

Exemplo 6.4. A norma de Frobenius é a norma euclidiana para matrizes. De
fato, usando o operador vec tem-se

[Allr = [[vec(A)],

(A, B)r = (vec(A),vec(B)) e dp(A, B) = d(vec(A),vec(B)),

onde os lados direitos das expressoes anteriores se referem aos conceitos euclidianos
definidos para vetores em RM*¥ no exemplo 6.1.

Exemplo 6.5. Seja W uma matriz (M x N) x (M x N), positiva definida. Em
M(M, N) define-se o produto interno

(A, B)w = (vec(A),vec(B))w, A, B € M(M,N), (6.3.7)

onde o lado direito é definido como no exemplo 6.3.

6.4 Exercicios
1. Verifique as afirmagoes do exemplo 10.1.
2. Verifique as afirmagdes do exemplo 10.2.

. Mostre que dado um produto interno, a equacao 6.1.1 define uma norma.

=~ W

. Mostre que dada uma norma, a equagao 6.1.2 define uma distancia.

. Mostre que se (,) é um produto interno, entdo d(x,y) = (x —y,x —y)/? ¢
uma distancia.

ot

. Verifique as férmulas do exemplo 6.1.
. Verifique as formulas do exemplo 6.2.

. Verifique as formulas do exemplo 6.3.

© o N S

. Seja A uma matriz inversivel, N x N. Mostre que (x,y)a = (4Ax, Ay) é um
produto interno em RY



Capitulo 7

Distancia Proveniente da
Energia

Neste capitulo introduz-se uma norma, distancia e produto interno no conjunto das
matrizses provenientes de uma medida das forgas atrativas obtidas pelo parametro
de energia, no contexto de uma mistura multicomponente, a ser aplicada & matriz
de interagao binaria.

Essa norma é utilizada no contexto da reducao de dimensionalidade das equagoes
de equilibrio termodinamico.

7.1 Parametro de Energia da Mistura

Em geral denota-se ap o pardmetro de energia na fase incipiente F'. Assim, quando
a fase incipiente é o vapor, denota-se o parametro de energia para a fase vapor por
ay, e quando F' = L, o pardmetro de energia para a fase liquida é ar,.

Pela equagao 2.4.17a introduz-se a fungao

ar(R) = z'(v/aya' o R)z = z'(Ao R)z,

onde R ¢ uma matriz N x N qualquer, e z = (z1,---2n)" € o vetor das fragoes
molares dos componentes. Seja ainda r = vec(R) e Z = vec(z zt). Entao
ap(R) = z'(AoR)z = 1'vec((zz") o (Ao R))
¢

= 1'(vec(zz') o vec(A) o vec(R)) = 1'(Zoaor),

onde a segunda igualdade é consequéncia do item 4 da proposi¢ao 6.1, a terceira é
consequéncia do item 1 da mesma proposicao aplicada duas vezes e a ultima é das

defini¢oes de z e r dadas anteriormente, sendo ainda a = vec(A).
Nota-se que,

ar(R) = 1%(zoaor)={(l,zoaor)=(zoa,r)=r'(zoa) (7.1.1)

onde as segundas e tltima igualdades é da defini¢do do produto interno euclidiano, e
a terceira é pelo item 5 da referida proposigao e, como ap é um escalar, transpondo-
se obtem-se ap = (zoa)’ or. Assim,

a2(R) = r'(zoa)(zoa)'r =r'((zz') o (aa"))r, (7.1.2)

onde a segunda igualdade vem do item 6 da proposicao 6.1.
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7.2 Distancia da Energia

A equagao 7.1.2 mostra que o quadrado do parametro de energia da mistura, a% (R),
varia de acordo com a composigao, representada pelo vetor z = vec(zz'), e com a
temperatura (ou com a pressdo), através do parametro de energia, representado
pelo vetor a = vec(A) = vec(\/a\/gt).

Para obter uma expressao que nao dependa da composi¢ao nem da temperatura
(ou da pressdo), é computada uma média de a%(R)—por meio de integrais—entre
todas as composi¢oes possiveis e entre todas os valores da temperatura (ou pressao)
(adaptado de [2]). E isso que é feito nesta secdo. Inicialmente sdo apresentados o
espago composicional e o espago dos pardmetros de energia e em seguida é repre-
sentada a média e define-se um produto interno e uma distancia da energia.

7.2.1 Espago Composicional — Simplexos

Denota-se por Sy_1 0 espago (N — 1)-dimensional das composigoes, que é dado por

Sy_1 = {z 0NN 2= 1}.

Este conjunto ¢ um exemplo de um (N — 1) simplexo. Assumindo-se N = 2
e N = 3 tem-se, respectivamente, S; = {z €0,1)% 21+ 20 = 1}7 que é chamado
conjunto 1-simplexo, e Sy = {z € [0,1]%| 21 + 22 + 23 = 1}, chamado conjunto 2-
simplexo, representados na figura 7.1.

Figura 7.1: Espaco composicional em R?, o 1-simplexo, e o espaco composicional
em R?, o 2-simplexo.

Z'a
I
h 21+ 23+ 23=1
1
1+ =1
1
3
\\ 1 T
AN ™~
\ T~
1
; Z \\& .
7.2.2 Espago dos Parametros de Energia
O vetor parametro de energia a = a(T) = (a1 (T),...,an(T))!, denota no espago

n-dimensional os possiveis valores de parametros de energia de cada substancia e em
cada temperatura (é uma fun¢ao da temperatura). Assim, o espago dos pardmetros
de energia é

Sa={a(T) e RY para todo T} < T < Tz} = Im(a).
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Uma ilustragdo de S, quando N = 3, é dada na figura 7.2.

Figura 7.2: S, para N = 3.

a,

A

a(T1)

a(T2) a(T1/2 + T2/2)

[

7.2.3 Meédia do Quadrado do Parametro de Energia de Mis-
turas

Pode-se calcular a integral de a2,, de acordo com o processo de equilibrio termodi-

namico, a ser analisado (se varia ou ndo com a temperatura). Assim, seja

e(R) = ./Sa /SAP1 a2,(R)dzda,

onde a integral é sobre o calculo do espago composicional, Sy_1, e o espago do
parametro de energia, S,, conforme detalhado em seguida. Pela equagao

(R) — /S /SN r'((22) o (aa))r dada
r! USE (/SNl(zzt)dz) o (aa') (la:| r
r! <</SN1(zz")dz) o </Sa(ééf da)) r=r'(VoJ)r (7.2.3)

onde, recorda-se, r = vec(R),
U= / zz'dz e J = / aa' da. (7.2.4)
SN-1 Sa

Como o parametro de energia estd em fungdo da temperatura, usando a para-
metrizagao de S, tem-se que

" Ta da
J= / aa' da= / aa'||—— | dT, (7.2.5)
Sa Ty dT
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onde 77 e T5 indicam o intervalo de temperatura, como exemplificado na figura 7.2.

7.2.4 Produto Interno da Energia

A equagdo 7.2.3 sugere a defini¢do de um produto interno ponderado no espago das
matrizes. Seja X e Y duas matrizes N x N. Sejam ainda W = ¥ o .J, uma matriz
N2 x N2, onde ¥ e J sio definidas na equacao 7.2.4. Entdo define-se um produto
interno motivado pela energia (forgas atrativas) em M(N, N) por:

(X,Y)p = (vec(X), vec(Y))w = vec(X) Wvec(Y).

Como apresentado no Capitulo 6, dado um produto interno é possivel definir-se
uma norma e em seguida uma distancia. Assim, define-se a norma

X2 = ({(vec(X), vee(X))y)"/?, (7.2.6)
e a distancia

dp(X,Y) =X =Yz

7.3 Matriz do Produto Interno

Nesta segao, analisa-se a estrutura da matriz do produto interno da energia, que
é obtida considerando-se a matriz da composi¢do e a matriz dos parametros de
energia.

7.3.1 Matriz da Composigao

B conveniente observar a estrutura de cada entrada do produto Zz' presente na
definicao de ¥, por causa das simetrias presentes, como é esmiugado a partir de
agora. Como

Z1 zZ121 Z129 Z1ZN

' zZ2 Z221 Z29%29 Z2ZN
77 = ( Z1 %22 ZN ) =

ZN ZNZ1 X<KNR2 ... ZNZN

a matriz zz! tem dimensdo N x N, e Z = vec(zz!) é um vetor com N? entradas.
Esquematicamente, z é dado por,

zt = ( Z121 2221 ... ZNZ1 2122 2222 ... ZNZ2 ... Z21ZN 22ZN .. ZNZN- ) (7.3.7)
Observando-se o vetor z, pode-se concluir que
zkz1, se 1<k<N

Zk_NZ2, se N+1<k<2N
2k = . .

Zh—(N?>—N), ZN  S€ (N-1)(N+1)<k<N?

(veja figura 7.3). Ou seja, dado k = 1,..., N2, existe um tnico j = 1,..., N que
corresponde & coluna de zz! donde 2z provém, tal que 1+ (5 —1)N <k < jN ena
coluna, a posigdo é k—(j—1)N. Assim, Zx = z;_(j_1)n2;. Essa éa mesma estrutura
que ja surgiu no Capitulo 6 associado & transformacao de uma matriz M x N em
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Figura 7.3: Conjunto de indices do vetor z, i = 1, ..., N2.

z ; 4 z .
i N2 HiFON 2 NNy

Ly Ly T | |- | N
= H n | | | |

1 N 2N (-1N -1 N (N-T)N+1 N

um vetor M N através do operador vec, e vice-versa. A estrutura geométrica esté
esquematizada na figura 7.3.

Utilizando a notagao estabelecida no capitulo anterior, pode-se verificar que o
segmento (coluna) a que pertence o indice k é dado por i(k) = g(k—1, N)+1. Dentro
do segmento (linha) pode-se adotar uma numeragao local, variando de 1 a N, que
para k é r(k —1,N)+ 1. Assim, o elemento Zzj é dado pelo produto de dois valores
de z, um referente ao segmento ao qual ¢ pertence, z4(x—1,n)+1, € outro referente a
posicdo dentro do segmento, 2,(x—1,n)+1- I8t0 &, Zk = 2g(k—1,N)+12r(k—1,N)+1-

Agora zz! = vec(zz')vec(zz!)!, onde z ¢ dada pela equagao 7.3.7, donde zz' &

uma matriz N2 x N2 com a seguinte estrutura,
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NzNzNzNz
NzNzNzTz
NzNzNzlz
NzNzCTzNz

NzNzTzTz
NzNzTz1z
NzNzIzNz

NzNzlzTz
NzNzlzlz

NzTzNzNz
NzTzNzTz
NzTzNzlz
NzTzTz Nz

NzCTzTlzTz
NzTzTz1z
NzTzIzNz

NzTz1zTz
Nz2zlzlz

NzIzNzNz
NzIzNzTz
NzIzNzlz
NzlzTzNz

NzlIzClz2z
NzIzTz1z
NzIzIzNz

NzIzIzCz
Nzlzlzlz

CzNzNzNz
CzNzNzTz
CzNzNzlz
CzNzTzNz

CzNzTzTz
Tz NzTzlz
CzNzIzNz

CzNzlzTz
TzNzlIzlz

TzTzNzNz
TzTzNzTz
CzTzNzlz
CzTzTzNz

TzTzTzlz
TzTzTzlz
CzTzTzNz

CzTzlzTz
Czezlzlz

CzTzNzNz
TzIzNzTz
CzIzNzlz
Cz1zTzNz

TzlzTzCz
TzlzTzlz
CzlzTIzNz

Czlzlzez
ezlzlzlz

TzNzNzNz
IzNzNzTz
TzNzNzTz
IzNzZzNz

TzNzTzCTz
TzNzTzlz
TzNzIzNz

Tz NzTzTz
TzNzIz1z

Tz%zNzNz

TzCzNzTz
TzezNzlz

TzC%zC%zNz

TzTzCz%z
TzTzCTz1z
TzCzTzNz

TzCz1zez
Tzezlz1lz

TzTIzNzNz
TzTzNzTz
TzIzNz1z
Tz1z2%zNz

Tz1zCz%z
TzTzCz1z
TzIzTzNz

TzTz1z2z
Tzlzlizlz
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ou ainda, em blocos de tamanho N x N, de estrutura simples,

(ZZt)Zl Z1 (ZZt)Zl,ZQ e (ZZt)leN
(z2%)2021 (2212220 ... (221)222Nn

7z = . i ) . . (7.3.8)
(zzt)znz1  (z2))znze ... (z2))znzn

Observa-se que a matriz zz* aparece nos N2 blocos da matriz zz°, veja equagio
7.3.8. Seja

21212425 Z122%4%5 e Z1ZNZi%Zj
. 2221%i%5 22222425 . 22ZNZiZj
Bij = (22)zi2; = : : . . :
ZNZ1ZiZj ZNZ2%ZiZj ... ZNZNZiZj
entao, pode-se escrever
Bin Bz ... Bin
__y By Bss ... Bsn
7z — . . . )
Byxi Bn2 ... Byn

onde cada bloco tem dimensao N x N.

Pela tabela 6.1, pode-se facilmente obter a posigdo de uma determinada entrada
da matriz zz!, i.e., o elemento (Zit)ij = Z;Z; também pode ser determinado de
maneira analoga a que foi feita para as entradas de z. Assim, é possivel saber em
qual bloco B;; e em que posicao dentro desse bloco esté esse elemento da matriz.

7.3.2 Meédia da Matriz da Composigao

Conhecendo-se agora a estrutura de zz’, havera grande reducao de trabalho ao se
calcular ¥ definido na equagao 7.2.4, pois, observa-se que zz' ¢ uma matriz simétrica
com intimeras outras simetrias na sua triangular superior ou inferior. Escrevendo a
regiao de integracao explicitamente através de uma integral iterada, obtém-se

1 1—2z1 l—z1—...—2N_2
v = / / Zithfl...dZdel,
21=0 J 2o=0 zZN—-1=0

com o valor zy =1 — Efi—ll z; substituido em zz'.

Esta integral deve ser calculada apenas para entradas diferentes entre si na
matriz, visto que algumas se repetem. Como cada bloco tem dimensao N x N,
tem-se N2 x N? integrais a serem resolvidas. Considerando que sio N2 entradas na
diagonal, tem-se (N2x N2—N?)/2+N?% = N2(N%+1)/2 integrais a serem resolvidas,
devido a redugao permitida pela simetria da matriz. Pode-se ainda observar que,
pela estrutura da matriz, maior redu¢do no nimero de calculos é possivel. Isso
pode ser melhor compreendido através de exemplos para a matriz ¥, quando N ¢é

de baixo valor.

Exemplo 7.1. Cadlculo de ¥ quando N = 2.
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Pelas definigoes,

t 21 Z2121 2122
o (2122 )= ,
Z2 2221 %272

2z (z2%)2021  (22%) 2229

t t
__y ( (zz')z121  (22%)2122 )
21212121 Z1Z2Z21%1 R1R1%1%22 Z1%2221%2
ZQR1Z1Z1  R2R2Z1%21  Z2Z1%1%2  Z222%1%2
Z1R212221 RZ1Z222Z1  R1R1%222 21222222

Z9R1Z2Z1 R2R2Z2Z1 R2Z1R2R2 Z2Z272%2

Entao,

U = /Zitdz
J Sy

4 3 3 2,2
5 an an an
_ Ziza ziz Az oz |4 (7.3.9)
= 3 2.2 2.2 3 Z. -O-
s Zize 2125 21%5 2175

2222 mzy mz2d 2

Como a matriz é simétrica, a regido de integracao ¢é simétrica, e pode-se observar
que alguns termos se repetem acima na matriz triangular superior ou inferior, entao
apenas algumas integrais sao calculadas. Ainda que os célculos para uma matriz
N2 x N2, sejam reduzidos de N2 x N2 para N2(N2+1)/2, que no caso de N = 2 sdo,
respectivamente, 16 e 10, ainda existem termos de mesmo valor dentre estes que se
deseja calcular, devido a simetrias que podem ser observadas dentro da matriz W.
Pode-se, por exemplo, observar que fsl 2dz = fsl 24dz e fsl Bradz = fSl 2 Z5dz.
Explicitando, como resultado das simetrias, ¥ tera a forma geral

ar az a Qs V2/5  V2/20 V2/20 /2/30
v - as a3 az az | | v2/20 v2/30 /2/30 \/5/20( 3.10)
- Qg Q3 Q3 Q3 - \/5/20 \/5/30 \/§/3O \/5/20 -

az a3 a3 a1 V2/30 V/2/20 /2/20 V/2/5

— 4 _ 3 _ 2,2 s Dossiveis
9nde ap = fsl 27 dz,~a2 = fsl azzdz eqg = fsl z7z5dz. Assim, das possiveis 16
integrais, apenas 3 sao necessarias. |

Exemplo 7.2. Cdlculo de ¥ quando N = 3.

Independente do valor de N, o grau méximo para os termos z;, ¢ = 1,..N, é 4.
No caso de N = 3, aparecem os termos 27, 23, z§, 2028, 22, 2323, zlzg, 2323, Z2z§,
2223, 2322 2322, 232923, 212323, 212023, Mas, por simetria da regido de integracio,
h4 apenas quatro integrais com valores potencialmente diferentes, oy = [, 2{dz,

) S, <1 ’

_ 3 _ 2.2 _ 2 .
g = fSl 2720dz, a3 = fsl 2725dz e aq = fsl 27%223dz. Portanto, a estrutura geral



Matriz do Produto Interno

de ¥ é

Q1 Qp Gz Q2 Q3 Qg Q2 Q4 Q3
Q2 a3 Q4 Q3 Q2 Qq Q4 Q4 Q4
Q2 Qg Q3 Q4 Qg Qq Q3 Q4 Q2
Qo Q3 Q4 Q3 Q2 Q4 Q4 Q4 04
v = Q3 Qg OG04 Q2 O1 Qg Oy Qo Qa3
Qg Qg Q4 Q4 Q2 Q3 Q4 Q3 Q3
Qo (g Q3 Qg Qg Qq Q3 04 Q2
Qg Qg Q4 Q4 Q2 Q3 Q4 Q3 Q2
Q3 Qg Q Q4 Q3 Q3 Gz Q2 Q.
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(7.3.11)

Para efeitos de ilustracdo, calcula-se a integral da fungdo 2 no simplexo Sy
contido no plano z; + 22 + 23 = 1, com 21, 22, 23 € [0, 1] como mostra a figura 7.1.

Parametriza-se So como

(71,22) = (21, 22) = (M (21, 22), v2(21, 22), ¥3(21, 22)) = (21, 22,1 — 21 — 22).

O vetor normal a S é

oy Oy ik -
—xz—=|10 -1 |=EH)i+H)j+(+)E=(1,1,1),
821 822 0 1 -1
donde H% X g—;’zﬂ =|(1,1,1)|| = v/3 ¢ a fungo integranda se escreve como
flz1,22,23) = fmilz1,22), 72(21,22), 13(21,22)) = f(21, 22,1 — 21 — 22).
Tem-se
4 V3
ap = = / 27dz = —.
s ! 210

De maneira analoga, pode-se obter a matriz ¥ para outras dimensoes.

7.3.3 Matriz do Parametro de Energia

ot s . T T t -
Para calcular aa‘, inicia-se com o calculo de A. Como A = \/a\/a” entdo

@1 D1z ... (A Vaiyar  Jaivaz ... \Jaiyan
(A)21 (A)22 ... (A)an Vasyar  yJazyaz ... JasJan
(A)'J\n (Asz (A).NN mﬁ \/aTv.\/@ n \/ﬁm7

de dimensdo N x N. Assim, a = vec(A) ¢ dada esquematicamente como,

a'=( (A1 (Aa1 . A)n1 (A)12 (A)az . (A)nz - (Aiv (A)an - (A)wy ),

e tem-se que vec(A)vec(A)t = aal.
Observando-se o vetor a, pode-se notar que

Vaiy/ai, se 1<i<N
Vai_nyaz, se N+1<i<2N

a; =

fGi_(ne—nyvan, se (N—-1)(N+1)<i< N2,

(7.3.12)
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onde a;, com i = 1,..., N2, é o parametro de energia do composto i. A estrutura de
aa' é analoga a de zz'. Assim, pode-se escrever

Ajaya Avayam ... Ayaay

aa’ = A@‘/(Tl A@‘/@ o A@m (7.3.13)

Aaxyar Avayya ... AJawax

Em outras palavras, por exemplo, sendo a matriz A;; de dimensao N x N, dada
por

(f;)u\/a\/a (2)12\/672\/5 (f;)w\/aj\/@
Aij = Aa;\fa; = ( )21\:/(17\/(17 ( )22\:/62\/(17 ( )21\1\:/‘17\/”7 (3.19)
(A)Nl\/EiW (A)Nzﬁ\/@ (A)NN\/GT\/(TJ-

a matriz aa' é,

A A ... AN
Ay Aoy ... A2N

aa' = . . . (7.3.15)
Ani An2 ... Ann

Para encontrar a localizacio das entradas de aa’ pode-se utilizar a tabela 6.1,
adaptando as entradas da tabela para o parametro de energia a. A analise ¢ feita
de forma analoga a que foi feita para a matriz das composicoes.

Conhecendo-se a estrutura da matriz aa‘ com a equagao 7.3.15, da mesma forma
nem todos os célculos sdo necessarios para se obter aa’, da equacdo 7.2.4, pois ela
é uma matriz simétrica da mesma forma que foi observado para a matriz ¥. Além
disso, devido a outras simetrias, nem todas as integrais precisam ser calculadas, visto
que algumas terdo o mesmo resultado dentre as N2(N? + 1)/2, que em principio
precisam ser calculadas.

7.3.4 Processos Isotérmicos e Nao-Isotérmicos — Média da
Matriz do Parametro de Energia

Nesta secao, detalha-se a determinacao da matriz J, que depende da natureza do
processo termodindmico. Em especial, considera-se processos isotérmicos e nao-
isotérmicos.

Processos isotérmicos: No caso de processos isotérmicos, isto é, que nao de-
pendem da temperatura, como nem a nem r dependem de z (ou seja, sdo constantes
em z e em T'), entdo, a equagdo 7.2.3 tem que ser reescrita porque ndo ha integral
no parametro de energia. Assim,

r! <</SN1 77" dz) o (/a aa’ da)> r=r'(VoJ)r, (7.3.16)

onde ¥ = ‘]SN ) zz'dz e J = aa’, uma vez que a integral em a desaparece.

(R)

Processos nao-isotérmicos: Para os processos nao-isotérmicos, ou seja, que
dependem da temperatura, o intervalo de variacao da temperatura é denotado por
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[Ty, T»]. Assim, a integral do erro é calculada em fun¢do da composigio z e da
temperatura. Entao

Ty o
e(R) =r' ((/S zztdz> o (/T aat||3T||>> r=r"(VoJ)r, (7.3.17)

na qual ¥ é dada pela equagao 7.2.4 igual a do caso isotérmico, e J é agora calculado
integrando-se na temperatura. Ou seja,

T2 da
J= aa'||—||dT. 7.3.18
| s (7318)

onde a agora depende da temperatura. O intervalo de variacdo da temperatura é
escolhido de acordo com o problema a ser avaliado e com a mistura utilizada.

Para efeitos de ilustragao, apresenta-se o calculo da estrutura da entrada 11 da
matriz J, (J)11. Pela estrutura de aa‘, dada pela equacio 7.3.13, e equagao 2.4.16¢,
a integral da entrada (J);; € dada por

[ varaar - [ - [ (wmm)zﬂ

e Ty T PCI
T2 Q. (RT, )2 2
_ / QollTe ) 1y 1 51— 105)2) ar,
Ty PC1

onde T, = % e S =25+ Sw; — SQOJZ-Q.

Os valores de So, 51,52 e Q, variam de acordo com a equagao de estado cibica
utilizada e podem ser encontrados na tabela 2.3. Os valores de T, P, e w; sao dados
de acordo com a mistura utilizada, e alguns exemplos de misturas sdo apresentados
no Capitulo ??. Assim, basta substituir os pardmetros conhecidos e a tinica variavel
desconhecida é a temperatura, que é a variavel de integragao. De forma analoga,
obtem-se as demais entradas de J.

7.4 Exercicios

1. Mostre que a3 = fsl Zildz = \/)5
2. Mostre que as = fS] legdz = %'
3. Mostre que ag = fsl #zgdz = T\/oi'
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Capitulo 8

Aproximacao e Representacao
de Matrizes com Posto Fixo

Neste capitulo, relembra-se conceitos basicos de otimizagao e apresenta-se uma for-
mulagao variacional do problema de aproximacao de uma matriz por uma matriz
de posto reduzido. Além disso, apresenta-se a forma de representagao de familias
de matrizes com um determinado posto, mostrando-se que a representagao nao é
Gnica.

8.1 Conceitos Basicos de Otimizacao de Fungao

Inicialmente relembra-se alguns conceitos de otimizagao. Sejam dados um conjunto
D c RY ¢ uma funcdo F : Q@ — R, com D C Q. O problema de minimizar F no
conjunto D é escrito por

min F(x) sujeito a x € D, ou ainda, miIDl F(x). (8.1.1)
xE
O conjunto D é chamado de conjunto vidvel do problema, os pontos de D sao
pontos vidveis, e F' é a fungao custo ou objetivo.
Diz-se que x* € D é um minimizador global, ponto de minimo global de F|p (F

restrita ao conjunto D), ou ponto de dtimo, e F(x*) é chamado de minimo global
de F|p se

F(x*) < F(x), para todo x € D.

Diz-se que x* € D é um minimizador local, ou ponto de minimo local de F|p,
e F(x*) é chamado de minimo local de F|p, se existe uma vizinhanga U de x* tal
que

F(x*) < F(x), para todox € DNU.
Diz-se ainda que m € [—o0, +00], definido por

m = inf {F(x)| x € D} =inf {Im (F|p)},

é o valor 6timo do problema (8.1.1), onde entende-se que m = +oco se D = 0.
No caso de F ter um minimizador global, x* € D, entdao m = F(x*), e diz-se

69
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que o problema (8.1.1) tem uma solugdo global. Uma func¢io pode admitir va-
rios minimizadores globais, mas, neste caso, o valor 6timo do problema—o minimo
global—maturalmente, sempre é o mesmo.

Neste caso, seja M # ¢ o conjunto de todos os minimizadores globais de F.
Entao, escreve-se M = argminF = 2* € D tal que F(z*) = m.

Quando M tem apenas um elemento, M = z*, com m = F(z*), a notagdo ¢é
reinterpretada para z* = argminF'.

Para exemplificar, seja

F: R—R
z— F(z) =,

e D =]1,2 [. Pode-se observar que F|p nao tem minimizador. De fato, Im (F|p) =
]1,2 [ e inf ]1,2 [ = 1, mas nao existe x* tal que F(x*) = 1.

Figura 8.1: Gréfico de funcao periédica

¥

7N

Gy C.

Para exemplificar, seja a fungao

F : R—R

t>—>F(:v):Z+cos(m+%>,

tem-se que %7‘1’ + 2km com k € 7Z, sao os minimizadores globais e o valor 6timo é

1/4. Veja figura 8.1. O problema de minimizar F' em R tem varios minimizadores
globais, e M = %7’1’ + 2km,Vk € Z.
Um teorema classico que garante a existéncia de minimizador global é o seguinte

Teorema 8.1. Teorema de Weierstrass Sejam D C RN, um conjunto compacto
(fechado e limitado) nao vazio e F: D — R uma fungdo continua. Entdo, o pro-
blema de minimizar F' em D tem uma solugao global, isto é, existe um minimizador
global de F'. Em outras palavras, existe x* € D tal que Héill’jl F(x) = F(x*).

X
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8.2 Formulacao Variacional da Aproximacgao de Ma-
trizes por Matriz de Posto Reduzido

Para realizar a redugao de dimensionalidade do problema de equilibrio termodina-
mico, um passo importante, como se vera em capitulos subsequentes, ¢ aproximar a
matriz de interagdo binéria por matriz de posto inferior, segundo alguma distancia.
A base vetorial da imagem da matriz de aproximagao de posto inferior sera utilizada
para definir os chamados parametros de redugao (veja capitulo 10.2).

Por simplicidade de notagao, seja M(N, N) ndo mais o conjunto das matrizes
N x N, como anteriormente, mas apenas as simétricas. Seja ainda M, (N,N) =
{®& € M(N,N) | posto(®©) < r} o conjunto das matrizes simétricas de posto me-
nor ou igual a r.

Dadas uma matriz C, simétrica, uma norma de matrizes, ||.||, e r, o valor do
posto da matriz que aproxima C, define-se a fungao erro de aproximagao por

H : My (N,N)—R
R H(R) = |C - R|, (8.2.2)

Assim, a matriz C* que melhor aproxima a matriz C, na norma da energia corres-
ponde ao ponto de minimo de H. Em outra palavras,

C* = argmin(H(R)), com R e M,(N,N). (8.2.3)

Da maneira que foi formulada a equacao 8.2.3, pode-se nao notar que o problema
a ser resolvido é um problema de otimizagao com restricao. Note que se poderia
reescrever esse problema de minimizagao como

min(H (R)), sujeito a restricao R € M,.(N,N),

enfatizando a restrigao.

Quando a norma utilizada é a da energia, tem-se que lidar explicitamente com
essa restrigdo, o que é feito no capitulo seguinte. Para a norma de Frobenius,
o problema se torna mais simples devido ao teorema de Eckart-Young-Mirsky [§]
como ¢ discutido a seguir.

8.3 Aproximacgao na Norma de Frobenius

Seja C' uma matriz simétrica. Pelo teorema espectral para matrizes simétricas reais
existem autovalores reais, \;, e autovetores ortonormais correspondentes, v;, com
i=1,...,N, tais que C = Zfil Aivivi.

Suponha-se que os autovalores sejam ordenados de tal forma que [A;| > |[A2| >
.. > |An|eque |N| <e, i=7+1,..,N, onde ¢ é uma tolerancia. Entao, define-se
a matriz C*, de posto r aproximando C' por

T
C* =" Nvivh. (8.3.4)
i=1
Esta matriz aproxima a matriz C' na norma de Frobenius,

N N
IC—C*lF = | D dvavillE= Y A< (N —r)e”.

i=r+1 i=r+1
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De fato, pelo teorema de Eckart-Young-Mirsty enunciado a seguir, C* dada pela
equagao 8.3.4 é o minimizador de H(R) = ||C — R||r, quando R varia nas matrizes
de posto r, i.e.

—C* = i H = i - .
HC ¢ ”F R,pogl(}?R)Sr (R) R,poIsItl;FR)<r HC R”F

Em outras palavras, para se minimizar H(R) basta obter-se a fatoragdo SVD de
C e a partir desta construir-se C* como na equagao 8.3.4. O teorema de Eckart-
Young-Mirsky garante entdo que C* minimiza H(R).

Por completude enuncia-se o teorema de Eckart-Young-Mirsky, [8].

Teorema 8.2. Teorema de Eckart-Young-Mirsky: Seja A uma matriz real, M x N,
e 0 <r <min(M,N) = s. Seja ainda UXV"' a decomposi¢ido em valores singulares
de A, com U e V matrizes ortogonais de ordem M x M e N x N, respectivamente,
e ¥ = diag(oy, ..., 07,0, ...,0), uma matriz de ordem M x N. Sejam ainda Uy, M x r
e Vi, N x r, obtidos de U e V, respectivamente, mantendo as primeiras r colunas.
Seja ainda ¥, = diag(oy,...,0.), e A* = U;3,V;. Entdo a matriz A*, de posto
menor ou igual a r, satisfaz o seguinte problema de minimizagao.

N e

A solugao é tnica se e somente se 0,41 # 0

8.4 Existéncia de Matrizes de Posto Menor Apro-
ximando uma Dada Matriz
A equagao 8.2.3 define a matriz C* de posto r que aproxima uma matriz C. Na se¢ao
anterior foi visto como construir C* quando a norma em questao é de Frobenius.
Em geral, nao se sabe se a equacao 8.2.3 define C*, ou se o problema de minimizagao
tem solucdo e se ela é unica. Nesta sec@o, aplica-se o teorema de Weierstrass ao
problema de obtengdo de uma matriz de posto r (ou menor) aproximando uma
matriz, mostrando que existem solugoes.
A fungao objetivo é
H : M. (N,N)—R
R+— H(R) = ||C - R]|,

e busca-se C* tal que
H(CY) = min  H(R). 8.4.5
(€)= . min H(R) (3.45)
Teorema 8.3. O problema de otimizagdo dado na equagio 8.4.5 tem solugdo.

A estratégia de demonstragao deste resultado é aplicar o teorema de Weierstrass.
Inicialmente necessita-se mostrar que o conjunto M,.(N, N) é fechado.

Proposigao 8.1. O conjunto M, (N, N) € fechado.

Demonstragao: De fato, A € M,.(N, N) se e somente se os determinantes de todas
as suas (r + 1) x (r + 1) submatrizes forem nulas. Para escolher uma submatriz
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(r+1) x (r+1), ha que selecionar (r+1) linhas entre as IV disponiveis (e as mesmas
colunas). O ntmero total de submatrizes é um problema de combinatoria. Assim,
hé a = CyM, submatrizes (r + 1) x (r + 1). Considera-se a fungao

v : M(N,N) — R®,
que leva cada matriz N X N no vetor dos determinantes das submatrizes. Tem-se

que R € M,.(N,N), se e somente se y(R) =0, i.e., M.(N,N) ¢ a imagem inversa
do vetor nulo, 0,

M, (N,N) =~71(0).

Como 7 ¢é continua, pois é baseada no calculo de determinantes, que é uma
fungao continua, {0} é um conjunto fechado, e a imagem inversa de conjuntos fe-
chados por fungoes continuas sao fechados, conclui-se que M,.(N, N) ¢ um conjunto
fechado. |

Demonstracao: do teorema 8.3 Seja agora 0 a matriz nula. Claramente 0 €
M,.(N,N), e entao, seja dy > 0 tal que
2
dy = H(0) = [ C].
Como se busca minimizar H entre as matrizes de M,.(N, N), entao basta pro-
curar o minimizador entre as matrizes de M,.(N, N) tais que a distancia a C seja
menor ou igual a dy, j4 que se ndo houver nenhuma matriz cuja distancia a C seja

menor do que dy, entao o minimizador serd a matriz nula. Seja B o conjunto das
matrizes que distam no maximo dy de C,

B={Re M(N,N)||C—R| <do},
e seja D as matrizes em B que tenham posto menor ou igual a r, isto é,
D = B[ | M(N,N).

Ora, B é um conjunto compacto e M,.(N, N) é um conjunto fechado. Como D
é a interse¢ao de um conjunto fechado com um conjunto compacto, D é compacto
e é nao vazio, pois a matriz nula pertence a D. Assim, aplica-se o teorema de
Weierstrass e conclui-se que existe C* € M,.(N, N) tal que

min H(R) = H(C").

Como D € M,(N,N),

min H(R) > m

> in  H(R).
ReD REM,.(N,N)

Falta entdo mostrar que a equagao anterior é uma igualdade. Assuma, por
contradi¢ao, que existe
C € M,(N,N), tal que H(C) < H(C*).
Entao,
IC—Cll = H(C) < H(C*) < H(0) = do,

donde C € B, logo Ce D, o que é uma contradigao pois C* é o ponto de minimo

de H em D e nao pode entdo H(C') ser o mesmo que H(C*).
]



Observagao 8.1. O teorema 8.3 ndo garante que o problema de otimiza¢ao 8.4.5
tem solugio tinica. Nem poderia, ja que, pelo teorema 8.2, se 0,41 = oy, entio a
solug¢ao nao € unica.

8.5 Representacao de Matrizes de Posto Fixo

Nesta se¢ao apresenta-se como representar familias de matrizes com um determinado
posto. Esta representacao nao é tnica.

8.5.1 Consideragoes Iniciais

Uma dificuldade com a formulagao do problema de aproximagao de matrizes usando
a fungdo H, definida pela equagao 8.2.2, é especificar o conjunto M,.(N, N). Para
otimizar H, ou se usa um problema com restrigdes ou um problema sem restri¢oes
sobre um conjunto “complexo”. Sendo assim, para especificar um elemento (matriz)
de M,.(N, N), pode-se introduzir a seguinte representagao utilizando uma fungao.
Seja

L : R"x[R"Y), — M"(N,N)

(Mla ooy oy Wy eeny wr) = L(,ul-, ooy My W1, -~~7W7‘)7

.
L1, ooy ey W1, ooy W) = Y 1wl € My (N, N), (8.5.6a)

i=1

onde L é uma soma de matrizes de posto 1 da forma u,—wiwg.

E fundamental ressaltar que a representagdo de um elemento de M, (N, N)
através do mapeamento L nao é tnica. Usando a linguagem de fungoes, ainda que
L seja sobrejetora, ela nao é injetora. De fato, seja a matriz

©=> pjw;wh € M"(N,N),

Jj=1

que é representada pela 2r-upla ordenada (py, fi2,..., fr, W1, Wa, ..., w;.) € R" x
(RM)r. Sejam ainda aq,ag, ..., a, tais que a; # 0, j = 1,...,7. Entdo, pode-se
afirmar que L(p1, 2, ...y fir, W1, Wa, ..., W) = L, ou seja,

M1 Hr
T o QAIW1,y ooy Ap Wy
a7 (0%

também representa a matriz ©, uma vez que
T T /l

t_ o Lo ow (evaws )

E pyW;w; =0 = E ?O‘]WJ(QJWJ) .
j=1 j=1 "4

Pode-se ainda considerar mais casos de nao unicidade da representacao da matriz
©, por elementos de R” x (RV)". De fato, obtém-se nova representacio, permutando-
se os escalares, (15, e 0s vetores correspondentes, w;, ou mesmo quando hé escalares
repetidos, pode-se fazer combinagao linear dos vetores correspondentes. A caracte-
rizagao completa da nao unicidade é considerada nas Segoes 8.5.2 e 8.5.3.
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8.5.2 Soma de Matrizes de Posto Um

Aqui, trata-se de matrizes de posto fixo, em geral, considerando-se matrizes re-
tangulares e como elas podem ser fatoradas. Sejam B = {uj,us,...u,} C RY e
C = {wi,ws,...w,.} C RM dois conjuntos de vetores linearmente independentes,
i #0,5=1,2,...7, e defina a matriz M x N

A= Zujw]-(uj)t. (8.5.7)

E claro que r < M, N, caso contrario os conjuntos de vetores nao poderiam ser
linearmente independentes.

Sejam U a matriz N x r e V a matriz M X r cujas colunas sao, respectivamente,
os vetores u; e wj, e A uma matriz diagonal, r x r, com os ;’s na diagonal. Assim,
é possivel escrever A de forma alternativa como

A = VAU
O proximo teorema garante que A tem posto r.

Teorema 8.4. A matriz A tem posto r, sendo que a imagem de A é o subespaco
gerado pelos vetores de C' e o nticleo é o complementar ortogonal ao espago gerado
por B.

Demonstra¢ao: Para mostrar que A tem posto r basta exibir uma base para a
imagem de A com r vetores linearmente independentes. Essa base serda C. Seja
x € RY. Entéo,

T

Ax = Y (ui(wy)x)wd,

j=1

assim, Ax € Im(A) é dado como combinacao linear dos vetores w;, com coeficientes
,uj(uj)tx € R, j =1,2,...r, estando entdo no espago gerado pelos vetores wj,
7=12...r.

Por outro lado, cada um dos vetores de C' esta na imagem de A, o que garante
que Im(A) nao s6 esta contida, mas contém o espago gerado por C, e portanto a ele
se iguala. Logo, a base da imagem de A é C e portanto o posto de A é 7.

Para mostrar que cada w; esta na imagem de A, note o seguinte. As colunas de
U sao linearmente independentes e o espago gerado por elas tem dimensao r. Mas a
dimensao do espago gerado pelas linhas é a mesma do espago gerado pelas colunas.
Assim, o espaco gerado pelas colunas de U, que esta contido em R” tem dimensao
r, logo é o proprio R”. Entdo existe d € RY tal que

U'd = A'e;eR",
0 que implica
Ad=VAU'd = Ve;=w; eRY.

Como w; € Im(A), para todo j = 1,2,...,r, conclue-se que Im(A) é o espaco
gerado por C.

Falta mostrar que ker(A), o nicleo de A, é o espago ortogonal ao espago gerado
por B. Da equagao 8.5.7, e como w;’s sao linearmente independentes, x € ker(A)
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se e s6 se (u;)'x = 0 para todo 4, uma vez que p; # 0, e nao interfere na conclusao.
Logo, x € ker(A) se e s6 se pertencer ao espago ortogonal ao espago gerado por 5. B

Alguns casos particulares sdo interessantes. Quando M = N e a mesma base ¢é
usada, a matriz

A= pwi(wy) = VAV (8.5.8)

Jj=1

é simétrica, a imagem de A continua sendo gerada pelos vetores de C, e o nicleo de
A é ortogonal & imagem de A, isto é, é ortogonal aos vetores w;.

Dada uma matriz simétrica, N x N, de posto r, sabe-se pelo teorema espectral
que ela é diagonalizavel por uma matriz ortogonal. A representagao dada pela
equagao 8.5.8 se assemelha a fatoragao prevista pelo teorema espectral, no entanto
nao é igual, a ndo ser que r = N, uma vez que V' e A nao sdo matrizes N x N, mas,
respectivamente, N X r, e r X r. Isto é, V' e A sdo matrizes de dimensdo menor do
que deveriam ser para atender ao teorema espectral.

E no entanto simples obter-se a fatoragio prevista no teorema espectral para uma
matriz A definida pelo lado direito da equacdo 8.5.8 bastando para tanto aumentar
o tamanho de V' com novos vetores ortonormais e A com entradas nulas. Seja
D = {Wy41,Wry2,... Wy} um conjunto de vetores ortonormais, base de ker(A).
Entdo C UD é uma base ortonormal de RY. Seja V' a matriz N x N cujas colunas
sdo os elementos de C U D, ordenados. Seja também A a matriz diagonal, N x N,

com ji;’s, i =1,2,...,r, na diagonal, e N — r zeros depois. Entao,
A = Z,u,]-wj (Wj)t = VAVt . (859)
j=1

Note que a soma continua sendo até r apenas, uma vez que os vetores adicionais
em V sdo anulados pelas entradas nulas da diagonal de A. Dada uma matriz A,
N x N, simétrica, real, de posto r, a fatoragado dada na equagao 8.5.9 esta na forma
garantida pelo teorema espectral.

8.5.3 Nao Unicidade da Representacao

Como visto no teorema anterior, matrizes definidas por uma soma de matrizes de
posto um, como na equagao 8.5.8 tem posto r. Mas apesar da matriz A ser nica
(bem definida), a representacdo através do mapeamento L dado na equagdo 8.5.6
nao ¢é tnica. Em outras palavras, se A é definida pela expressao dada na equacao
8.5.8, existem outros valores de fi; e w; de tal forma que Z;:l a;w;(W;)" se iguale
a A. O teorema a seguir esclarece esta questao.

Teorema 8.5. Seja A definida pela equacdo 8.5.8, com p; > 0.
a) Seja (Q uma matriz ortogonal qualquer, r x r, e considere a matriz U = VA%Q.
Denote por uy, para j = 1,2,...r as colunas de U. Entao

-
A = ) u(w) = UU". (8.5.10)

j=1
b) Sejam dy,ds, ..., d, nameros nao nulos qualquer e D a matriz diagonal, r X r,

com os d;’s na diagonal. Seja ainda U = V' D~!. Denote por u;, para j =1,2,...7
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as colunas de U. Entao, u; = dijwj e
T
A = Y dpu;(uy)' = UDADU" . (8.5.11)
j=1

Demonstracao:
(a) Por hipotese, V = UQ!A~z, que substituida em (8.5.8) da

A=UQ'A"2AN2QU" = UU".
(b) Analogamente, V = UD, e substituindo em (8.5.8) obtém-se
A=UDADU®.

O teorema indica entao a extens@o da nao unicidade que a representagao de uma
matriz A, simétrica, de posto r, na forma dada pela equagio (8.5.8) carrega, pela
arbitrariedade na escolha da matriz ) e da matriz D.

Teorema 8.6. A representacao de uma matriz de posto r dada pela equagao 8.5.8
tem r(r + 1)/2 graus de liberdade.

Demonstracao: Nota-se que, dada uma representacao, como na equagao 8.5.8, pelo
primeiro item do teorema anterior, hé a possibilidade de se escolher qualquer matriz
ortogonal, X r, e construir uma outra representagao com os vetores u;, e o niimero
1. Como o conjunto das matrizes ortogonais tem dimensao r(r — 1)/2, isso implica
em r(r — 1)/2 graus de liberdade na representagdo da matriz A. Adiciona-se a es-
tes r graus de liberdade referentes a arbitrariedade da matriz D no segundo item,
que permite também a construgao de mais representagoes adicionando r graus de
liberdade, perfazendo r(r + 1)/2 graus de liberdade. [ ]

8.6 Exercicios

1. Use o teorema 8.2 para construir exemplos que mostrem que o teorema 8.3
nao pode garantir que o problema de otimizacao 8.4.5 tem solugao tnica.
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Capitulo 9

Otimizacao do Problema

Neste capitulo discute-se a solu¢ao do problema de aproximagao formulado como
um problema de otimizagao, apresentam-se alguns resultados de otimizagao perti-
nentes ao problema de aproximagao de uma matriz por matrizes de posto baixo, e
o algoritmo estocastico de evolugao diferencial que sera utilizado.

9.1 Comparacao Entre os Problemas de Minimiza-
cao
Ao introduzir a funcdo L, o problema de minimizacdo da fungdo H dada pela

equagao 8.2.2 é agora substituido pelo problema de minimizagdo da funciao G =
H o L, que é a composta da fun¢do L seguida da fungdo H, dada por

G : RxRY) —R
(N‘h cooy My W1y ey W’l‘) = G(/"h ooy Moy W1, "'7W7‘)7

tal que

G(/‘fh ooy oy W "'7W7‘) = H(L(va vy My W eeey Wr)) (9-1-1)

E importante notar-se que o minimo de H e o minimo de G coincidem, mas
é certo que o mesmo nao acontece com os pontos de minimo (que pertencem aos
respectivos dominios das fung¢des os quais sdo distintos). No caso de H, o ponto
de minimo serd uma matriz e no caso de G' ser4 uma 2r-upla ordenada, onde as r
primeiras entradas sdo nimeros reais e as r seguintes serao vetores em RY.

Devido & nao unicidade da representacao das matrizes de posto menor ou igual
a r por meio da fungdo L, como visto anteriormente, a fungdo G passa a neces-
sariamente ter inimeros pontos de minimo; na verdade um continuo de pontos de
minimo.

Seja C* o ponto de minimo de H,

=H(C") = i H(R). 1.2
m (C ) R\po?tl;?}?,)gr (R) (9 )

Entéo, para todo x = (p1, ..., by, W1, ..., W) tal que L(x) = C*, i.e.,

> ppwiwh =, (9.1.3)

=1



80 Otimizag¢ao do Problema

compondo-se com H, H o L = G, tem-se que
G(x) = H(C*) =m, (9.1.4)

e x ¢ um ponto de minimo de G. Assim, para todo X = (H1, ..o, flr, W1, ooy W)
satisfazendo a equagao 9.1.3, x é ponto de minimo de G.

Naturalmente surge a pergunta se havera algum x. Como seré visto no teorema
8.3, H tem ponto de minimo, isto é, existe C* satisfazendo a equacao 9.1.2. Como
C* é simétrica e de posto r, o teorema espectral garante a existéncia de autovalores
nao nulos Aq, ..., A, e autovalores, vy, ..., v,., ortonormais, tais que:

»

* ~xr ot

C —E AjVjivi.
j=1

O teorema 8.6 garante entao a existéncia de um conjunto com r(r + 1)/2 graus
de liberdade de vetores, ({1, ..., ftr, W1, ..., W) que representam C* como na equagao
9.1.3, logo, pela equagao 9.1.4, a fun¢do G conta com indmeros pontos de minimo.

Finalmente observa-se, entdo, que ao minimizar a fungdo G, tem-se o minimo
de H. Assim, é possivel obter-se um ponto de minimo de G, digamos x* =
(13, ooy por, W3, ..., W), tal que 25:1 ,u}‘-w;(w]*-)t minimiza H e fornece uma aproxi-
macao para a matriz C, de dimensao reduzida, solucionando o problema de otimi-
7acao.

9.2 Condigoes de Otimalidade

Quando D = R¥, diz-se que o problema (8.1.1) ¢ irrestrito, e quando D # R o pro-
blema é dito de otimizacao com restrigoes. Usando esta nomenclatura, o problema
de minimizar H entre as matrizes de posto menor ou igual a 7 é um problema
de otimizagao com restri¢oes, e o problema de minimizar G' ¢ uma minimizacao
irrestrita.

Apresenta-se, a seguir, as condigoes de otimalidade para o problema de minimi-
zagao irrestrita, isto é,

min F(x), x¢eRY. (9.2.5)

Seja F' uma funcao diferenciavel. Diz-se que x* é ponto critico, ou ponto esta-
cionario, de F' se e s6 se VF(x*) = 0.

Teorema 9.1. Condigdes de otimalidade no caso irrestrito

e Seja F : RN — R uma funcdo diferencidvel no ponto x* € RN e x* um
minimizador local do problema (8.1.1). Entao, x* é ponto critico de F, isto

VF(x*) =0. (9.2.6)

Se F € duas vezes diferencidvel em x*, entao além de (9.2.6), tem-se que a
matriz hessiana de F avaliada no ponto x*, que serd denotada por Hp(x*), é

positiva semidefinida, isto é

(Hp(x*)v,v) >0, para todo v € RY.
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e Suponha-se que a funcdo F : RN — R seja duas vezes diferencidvel no ponto
x* € RYN. Se x* ¢ ponto critico de F, e se a matriz hessiana de F' em x* é
positiva definida, isto €

(Hp(x*)v,v) >0, para todo v #0, veRY, (9.2.7)

entao x* € minimizador local estrito do problema (8.1.1).

A condig¢ao (9.2.6) chama-se condigdo necessdria de primeira ordem para o
problema (8.1.1). A combinagdo de (9.2.6) com (9.2.7) é a condigao suficiente
de segunda ordem para o problema (8.1.1).

9.3 Meétodo de Newton — Dificuldades

Como dito, uma possibilidade para se determinar o ponto de minimo ou minimi-
zador de H, é obter-se um ponto de minimo de G, x* = (u7, ..., ur, Wi, .., w}) , e
construir-se o minimizador de H

r

* * ok Kt

Cc* = E HyWIW
=1

Assim, coloca-se a questao de minimizar G. Este é um problema de minimizagao
sem restrigoes, e pode-se apelar ao teorema 9.1. O minimizador é entdo um ponto
critico de G, i.e., satisfaz

(x*) =0.

Pode-se, em principio, aplicar o método de Newton para obter x*. Neste caso,
havera que se utilizar a jacobiana de VG, isto é, a hessiana de G, que entao tem
que se inverter.

Como ¢ visto a seguir, a hessiana nao ¢é inversivel, o que essencialmente impede
a utilizagao do método de Newton para obter a matriz C* de posto dado que melhor
se aproxima da matriz de interacao binéria, C', na norma proveniente da energia.

9.3.1 Singularidade da Hessiana

Teorema 9.2. Seja F' : D — R wuma fungao diferencidvel. Assume-se que o
conjunto dos pontos criticos de F,

C ={x € D|VF(x) =0},
contenha uma curva v : Ja, b — D, v = (y1,...,7n)%, com %’Z(t) # 0, para todo
t € la,b. Entao a hessiana de F, sobre a imagem de~y, v(Ja,b[) = {~(t) € D, para todo t € ]a,b[},
nao € positiva definida.
Demonstragio: Como 7(]a,b[) C C, entdo, VF|, 4 = 0. Isto é,
OF OF OF
(87271“(”7 873:2‘7“)7 ey %H(t)) =0, para todo t € ]a,b].
Derivando ambos os lados da equagao anterior em relagao a t, obtém-se

N

= =0, para todo 7, t.
22 i v g para todo ]
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d : .,
Multiplicando-se ambos os lados por (;YJ e somando em j, obtém-se

-3y o o) 2 = () ) (B2
dt ax c’)a: RO AT dt ORI

=1 j=1
onde Hy é a hessiana de F. Como ¢ W # 0, da equagdo anterior conclui-se que a
hessiana nao é positiva definida. |

Corolario 9.1. Seja F' : D — R uma fung¢do diferencidvel e assume-se que a
imagem da curva v : la,b] — D seja formada por pontos de minimo local de F
no interior de D, e % # 0. Entao a hessiana de F' nesses minimos locais nio é
positiva definida.

Demonstragao: Basta lembrar que pontos de minimo local em pontos interiores
sao pontos criticos, e o resultado segue do teorema anterior. ]

Corolario 9.2. Seja H : M(N,N) — R. Assume-se que C* € uma matriz de
posto r e € ponto de minimo de H. Seja ainda G = H o L, onde L € definida na
equagao 8.5.6a.

Defina-se T = {(p1, -os tr, W1, ..., W) | C* =301 pywywt}. Entdo, todo o € T
€ ponto de minimo de G, e a hessiana de G em « ndo € positiva definida.

Demonstragdo: Pelo teorema 8.6 foi mostrado que o conjunto I' tem r(r + 1)/2
graus de liberdade, logo dado « € T', héa curvas por «a com velocidade nao nula. O
resultado segue do corolario anterior. |

Suponha-se que se queira utilizar o método de Newton para obter o ponto de
minimo da funcdo H dada na equagao 8.2.2. Assim, se teria que procurar o minimo
da fungao G = H o L. O método de Newton exigiria inverter a hessiana de G. Pelo
corolario 9.2 conclui-se que ela ndo é inversivel em diversos pontos, dificultando o
uso do método de Newton e indicando que se deve procurar utilizar outro método.
E isso que é feito. Propde-se utilizar um método estocastico chamado Evolugéo
Diferencial.

9.4 Meétodo da Evolucao Diferencial

Um dos algoritmos baseados em comportamento natural para estimagao dos pa-
rametros de processos fisicos ¢ o algoritmo da evolucdo diferencial (ED) [19].
algoritmo ED é robusto e tem rapida convergéncia na busca das solugdes que mi-
nimizam a funcdo custo. A estratégia de otimizagdo desse algoritmo se baseia na
evolucao da populagao de candidatos a solucao 6tima, isto é, os pontos viaveis da
fungdo a ser otimizada. A evolugdo desses parametros acontece por meio de meca-
nismos conhecidos como mutagdo, recombinagdo e sele¢io. A ED é um algoritmo
populacional, onde uma populagio de individuos (de tamanho N P) evolui ao longo
de geragoes, representadas por G. Dois parametros fundamentais (além de NP e de
G) sao o fator F—que controla o tamanho da muta¢io—e a taxa de recombinacao,
ou cruzamento (CR).

A maioria dos trabalhos relacionados ao algoritmo ED utiliza valores fixos para F’
e C'R. Em muitos casos, esses valores nao garantem que o algoritmo tera um desem-
penho satisfatorio em todo o seu processo de evolugao. A utilizagdo inadequada dos
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valores das taxas de cruzamento e mutagao fixos pode causar convergéncia prema-
tura do processo de estimacao do ponto 6timo de um problema, assim nao obtendo
resultados satisfatorios. O algoritmo ED pode tornar-se mais rapido quando seus
parametros referentes as taxas de cruzamento e mutagdo sao ajustados de acordo
com o comportamento de evolugao da populagao, obtendo-se com isto um tempo
computacional menor. Ademais, com o progresso do algoritmo, é comum que a
populagao perca diversidade. Nestes casos, grandes populagoes podem implicar em
altos tempos de computagao de forma desnecessaria.

O algoritmo ED inicializa com uma populacao escolhida aleatoriamente com-
posta por NP vetores—pontos vidveis—chamados individuos. Para um problema
com M variaveis de projeto, cada vetor (individuo da populagao) possui M compo-
nentes. A evolugao da populagao é inicializada com a operagdo de mutagao, onde
novos individuos (vetores modificados ou vetores mutantes, representados por v',
onde ¢ ¢ o indice do elemento na populagdo) sao gerados pela adigdo da diferenca
vetorial ponderada entre dois individuos da populagdo a um terceiro individuo. A
nova solugao gerada pela mutagdo tem suas componentes “misturadas” (crossover)
com as componentes de um individuo da populagio (definido como vetor alvo), para
resultar no vetor chamado vetor-tentativa, representado por u‘. Este processo de
“misturar” as componentes é referido como cruzamento, recombinagdo ou crossover.
Se o valor da fungao objetivo do vetor experimental for menor que o custo do vetor
corrente (p'), entdo o vetor tentativa assume o lugar de p’ na populacgio. Esta
operagao ¢ chamada de selegao. Este processo é repetido a cada geragao até que
um critério de parada seja satisfeito [19].

No caso em questao, o critério de parada é que o nimero de geragoes G seja
igual a0 maximo namero de geragoes (totG).

A estrutura da ED estd apresentada no Algoritmo a seguir. Os valores dos
parametros de controle empregados foram: F = 0,5, CR = 0,9, NP = 100 e
totG =1 x 10°.

ALGORITMO EVOLUGAO DIFERENCIAL
1: Inicie aleatoriamente uma populagao de N P individuos, com dimensao M, faga

G+1
2: Equanto G < totG e o critério de parada nao for satisfeito fazer

3:| Parai=1 até NP fazer

4: (Mutagéo)

5: | | Selecione aleatoriamente os elementos p(rl), p(r2) e p(r3) na populagao
6: (rl, 72 e r3 devem ser distintos entre si e distintos de i)

7: | | Calcule o vetor mutante viy,, = p(rl)e + F x (p(r2)e — p(r3)c)

8: (Recombinagao)

9: | | Gere um indice aleatorio rnbr(i) entre as dimensoes do problema

10: | | Para j =1 ate M fazer

11: | | | Gere um namero aleatorio randb(j) com distribuigao uniforme 0-1
12: | | | Caleule: uf,, = [ul o), Uy gigse-es s i)

13: | | | Serandb(j) < CRouj = rnbr(i), entao

W | ]| ] u g = Ve

15: | | | Senao se randb(j) > CR e j # rnbr(i), entao

16: | | | [ wjgi =Pje

17: | | | Fim se

18: | | Fim para

19: (Selegao)
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20: | | Se f(ugy,) < f(pg), entdo
211 | | | Pey1 ¢ UGy

22: | | Senao

23: | | | Pay1 ¢ Po

23: | | Fim se

24: | Fim para

25| G+ G+1

26: Fim enquanto
26: Fim do algoritmo

Neste livro é utilizada uma estratégia semelhante a proposta por [1] sobre como
colocar “bons pontos” na populagao inicial. Dentre os NP individuos gerados ale-
atoriamente, um dos elementos da populagao inicial foi escolhido como sendo o
resultado obtido pelo método SVD, ao qual deseja-se superar, obtendo-se um resul-
tado melhor apo6s a otimizagao.

E importante lembrar que o método da evolucéo diferencial é bastante demorado
até que se encontre o vetor que minimiza a fungao-objetivo. Porém, esse passo é
realizado apenas uma vez e, obtido o vetor 6timo, calcula-se a matriz C* (como sera
comentado no Capitulo 11.2) que sera armazenada na base de dados do método de
equilibrio de fases. A partir dai, pode-se calcular e recalcular o equilibrio de fases
quantas vezes se queira e alterando as estimativas inicias dadas, de maneira que o
tempo computacional serd bem menor quando comparado ao SVD.

A figura 9.1 apresenta, de forma esquematica, como o algoritmo de evolugao
diferencial é empregado na solu¢do do problema.

Figura 9.1: Passos realizados para o calculo do equilibrio de fases.

Matriz W » Evolucio
Matriz C Diferencial

_| Vetor de menor custo X

| Matriz C obtida
através de X

Pressa
saturacdo |

Base de dados para
o equilibrio de fases

Calcula o equilibrio
de fases

o
@ |

9.5 Exercicios

1. Por que impor que a matriz aproximada tenha posto r reduz o nimero de
graus de liberdade? Relacione essa ideia ao custo computacional de resolver
equilibrios de fases com muitos componentes.
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2. Descreva o papel das condigdes de primeira ordem (gradiente nulo) e de se-
gunda ordem (Hessiana definida positiva) na identificagdo de um minimizador
local. Em que situagoes a Hessiana pode ser singular, segundo discutido no
capitulo?

3. Explique por que o método de Newton puro pode falhar ou ficar instavel neste
problema especifico. Aponte pelo menos dois motivos estruturais (por exem-
plo, nao unicidade de representagao de uma matriz de posto fixo, presenca de
multiplos minimizadores equivalentes).

4. Discuta como a solugao do problema de otimizagao deste capitulo se conecta,
concretamente, ao problema de equilibrio de fases do Capitulo 3. O que se
ganha, no final, em termos de simulagao de misturas reais?
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Capitulo 10

Reducao de Dimensionalidade

Neste capitulo mostra-se como passar da descrigdo completa do equilibrio de fases
para uma versao mais enxuta usando parametros de reduc¢ao. Primeiro, faz-se uma
troca de coordenadas para escrever as composigoes em novas variaveis, o que ajuda
a ver como os termos “conversam” entre si e torna a analise mais simples. Na parte
Teorema de Redugao, apresenta-se a notacao e explica-se como escrever o poten-
cial quimico nessas varidveis, separando o que é efeito de mistura do que é efeito
de acoplamento. Na parte Redu¢do de Dimensionalidade, assume-se que, muitas
vezes, s6 um grupo menor de parametros ja representa bem o sistema, permitindo
trabalhar com menos variaveis. Na préatica, isso organiza o calculo de problemas de
bolha, orvalho e flash em um formato reduzido, o que costuma baixar o custo de
computacgao e facilitar a calibracao.

10.1 Teorema de Redugao

Nesta segao realiza-se novamente uma mudanga das varidveis que representam a
particao massica da mistura em suas substéncias e fases, passando a utilizar os
chamados parametros de redugdo. A motivagdo para chamar as novas variaveis
de parametros de redugao advém do uso que se fard no Capitulo 10.2 em que as se
utilizara para obter um sistema de equilibrio termodindmico com menor dimensao—
uma redugao de dimensionalidade—obtendo-se um sistema com menor nimero de
equagoes e de incognitas, conforme a situagao fisica assim o permita.

Inicialmente apresenta-se a nomenclatura apropriada para se tratar dos para-
metros de redugao, segue-se a dedugao das equagoes de conservagao dos parametros
de reducao, a apresentagao do teorema de redugdo—que expressa o potencial qui-
mico em fungao dos pardmetros de redugao—, e das equagoes de equilibrio usando
a energia livre de Gibbs. Trata-se também da obtengao das equagoes de equilibrio
usando a fugacidade.

10.1.1 Parametros de Redugao

Este capitulo é preparatorio para o Capitulo 10.2 em que o objetivo é obter um
sistema de equagdes para o equilibrio termodindmico com um ndmero menor de
incognitas (variaveis). Assim, sdo consideradas novas varidveis, q = (g1, ,qn)",
para representar a composi¢ao das fases, as quais sao relacionadas linearmente com a
composi¢ao. A redugao se dara quando nao s@o necessarias todas as novas variaveis
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para descrever com boa aproximacao a composi¢ao da fase, como sera considerado
no préximo capitulo.
Seja u',...,u" uma base de RY. Constroéi-se a matriz U, N x N, cujas colunas
sdo u'’s,
U=(u! ... uV), (10.1.1)
isto &, (U); = u*(j) da j-¢sima entrada do vetor u*. Escrevendo-se a composigio
(na fase liquida, vapor ou global) z na nova base, obtém-se

N

z=Uq, ou z; = Z(U)kak' (10.1.2)
k=1

A escolha apropriada da matriz mudanga de base U é discutida em capitulos
subsequentes, apresentando-se uma abordagem espectral e outra associada a norma
da energia. As entradas do vetor q sdo chamados pardmetros de redugao (da fase
em questao, ou global, se z for a composi¢ao global).

Fazendo uso da notagao introduzida, a energia livre de Gibbs G (em um sistema
com N componentes) pode ser escrita na forma geral

N
G =G(n,2,P,T) =nRT | > zlnz; + h(q, P, T) |, (10.1.3)

j=1

sendo q = q(z, P,T) um vetor N x 1.
Aqui, define-se a fungdo h como a composigao da transformagao de coordenadas
com a fungéo g presente na energia livre de Gibbs,

Detalhando-se um pouco mais, escolhe-se as entradas do vetor q como fungoes
lineares da composigao, q = q(z), na forma

N N
g = (Vaovy)'z= Zﬁvikzi = Zmikzi, k=1,..m7 (10.1.4b)
i=1

i=1

onde v, = vg (i) com k= 1,--- ,r, denota a i-ésima entrada do vetor vy, os quais
formam uma base de RY e que seréo especificados em capitulos subsequentes, dando
origem a diferentes métodos (método espectral e método do parametro de energia),
e /a;vg, = my,. Observa-se que vy, serd escolhido de forma a nao depender da
composi¢ao. Uma possibilidade é que vi’s formem uma base de autovetores da
matriz de coeficientes de interagdo binaria da mistura (método espectral).

Seja V' = (vi,vg, -+ ,vn), onde Vi; = v;(i) é a i-ésima entrada do vetor v;.
Seja ainda

M= (a1l oV, (10.1.5)

onde 1 é o vetor N x 1, com entradas iguais a 1. Entao, a equagao 10.1.4b, em
forma matricial ¢ dada por
q=M'z, (10.1.6)

onde z é um vetor N x 1. Neste caso, compondo as equagoes 10.1.2 e 10.1.6 obtém-se
que U = (M*)~! ou (U*)~! = \/alto V. Observa-se que a matriz M* que relaciona
z com q, depende de v/a e de V. Como pela equagdo 2.4.16¢, /a s6 depende da
temperatura, e como se vera, V s6 depende no méximo da temperatura, conclui-se
que M? é fungdo da temperatura apenas.
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10.1.2 Leis de Conservagao dos Parametros de Reducao

Com o intuito de utilizar os resultados deste capitulo no préximo, quando se consi-
dera a reducao de dimensionalidade, utilizando nao todos os pardmetros de reducao,
mas sim um nimero menor que N, apresentam-se os resultados neste capitulo pre-
vendo a utilizagdo de r parametros de redugao, com r < N. No proximo capitulo,
7 serd necessariamente menor que /N, mas nao aqui.

Como consequéncia das leis de conservagao da massa, que sao escritas em termos
das composigoes liquida, vapor e global, obtém-se leis anilogas para os parametros
de redugdo (que substituem as composigoes na descri¢do da parti¢do méassica).

Proposigao 10.1. Os parametros de reducao satisfazem as seguintes equagoes:

ntap +n"q) =ngy (10.1.7)
onde
N N N
@ = Zmikﬂ?n @ = Zmikyi e qp = Zmzkzzv (10.1.8)
i=1 i=1 =1

com F representando a fase global.
Demonstracao: Pelas equagoes de conservagao da massa, equagao 3.2.5,

nfa; +nVy; =nz;, com i=1,--- N.

Multiplicando essa equagao por m;x, € somando em i, tem-se

N N N
n" > mawi +nY Y mays =ny  maz.
=1 i=1 i=1
Da equagao 10.1.8, que explicita ¢ para uma fase dada, obtém-se
71Lq;€‘+77,‘/q;‘c/:an:7 com k=1,---,r,

que expressa a lei similar & de conservagao da massa, em fungao dos parametros de
redugao. ]

10.1.3 Potencial Quimico

De forma analoga ao que foi feito para a energia livre de Gibbs, equagao 5.1.3, em
fungao de g, aplica-se aqui o operador diferencial dado na equagao 5.2.5 & equacao
10.1.3. A aplicagdo do operador ao primeiro termo nao muda e é dado no lema
5.1. Recorda-se aqui que r < N. Para o segundo termo, onde aparece a funcao h,
tem-se:

Lema 10.1. Seja h = h(q, P,T) como na equagao 10.1.3 e7(n,q, P,T) = nRTh(q, P,T).
Entao,
2] -

= RTS " hyma, 10.1.9
on, 2 KTk ( )

onde hy, = Oh/dqx, ho =h — 34 _; hiqr, € mio = 1.
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Demonstragao: O primeiro termo do operador é:

on 0
5 = RT3 (nh(q, P.T)) = RTh(q, P.T). (10.1.10)
O segundo termo ¢ dado por

107 1 B} ~ Oh Oqi
= —nRT h(q,P,T)) = RT _— 10.1.11
nnR 0z; (ha, P,T)) = R ; Oqi 0z (10 )

n 0z

onde denota-se hy, = Oh/dqy, e pela equagao 10.1.4b,

o 0 er‘:l Mjrzj 0z; .
% = <78z) = ijk a; = Zm]’k(sij = mg, (10.1.12)
T T ]:1 7 le

donde, a equagao 10.1.11 é reescrita como

1 97 "
— = RT» himg. 10.1.13
n 0z; R ; Tk ( )
Para o terceiro termo, tem-se,
N N N r
1 an oh Oh Ogy,
—=> @+ = —RTY z;—=-RT> 2 - —
Ly 9z =1 9z =1 k=1 9qr Oz
N T
= —RTY 2y hmu, (10.1.14)
I=1 k=1

onde se usa a equagao 10.1.12.
Assim, das equagoes 10.1.10, 10.1.13 e 10.1.14, obtém-se

T N T
g" = RTh(q,P.T)+RTS hgmix —RTS 21> hymu
i k=1 =1 k=1
r N T
= RT <h(q7 P, T) + Z himik — Z 2l Z hkmlk>
k=1 =1 k=1
s T N
= RT <h(q, P, T) + Z himir — Z hy Z m1k21> .
k=1 k=1 =1

Da equagao 10.1.4b, obtém-se entao

P IS r
aTZ = RT (h((L P, T) + Z hkmlk — Z hqu)

k=1 k=1

= RTY  hpma, (10.1.15)
k=0

com hy = Oh/dqy, ho = h— > 1_; hqi e mio = 1. [ ]
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Colecionando-se os resultados dos lemas 5.1 e 10.1, obtém-se a expressao do
potencial quimico em funcao da energia livre de Gibbs em termos dos parametros
de redugao, conforme o teorema a seguir.

Teorema 10.1. (Teorema de redugdo) Pela relagio entre o potencial quimico, p, e
a energia livre de Gibbs, G, dada por

Mz(%)
' (9712 PTnjs; ’

tem-se que o potencial quimico da componente i é

wi = RT <lnzi+2hkmik>, i=1,...,N, (10.1.16)
k=0
onde, denota-se, hg = h — > ;. _; hiqr, hi = %‘k e mip = 1.

Demonstragao: Como G = G(n,z, P,T) = nRT [Z;\f:l zjlnz; + h(q, P,T)|, o re-
sultado segue-se imediatamente dos lemas 5.1 e 10.1.
|

O teorema de redugdo expressa o potencial quimico mesmo quando nao hé re-
dugao, isto é, quando r = N, mas também fornece uma expressao para o potencial
quimico quando a mistura s6 assume valores num subespago de dimensao reduzida
(r<N).

Observa-se que a expressao para (;, dada pela equagao 10.1.16 depende simul-
taneamente das varidveis z e q, que quando » = NN pode entao ser expressa por
dependéncia apenas de q, uma vez que, pela equagao 10.1.2, z é fungdo de q, mas
somente quando r = N, que garante a inversibilidade da matriz M?® na equacao
10.1.6.

Ainda assim, como se veré, a expressao de pu;, equagao 10.1.16, sera util mesmo
quando 7 < N.

10.1.4 Igualdade dos Potenciais Quimicos

O resultado a seguir mostra como as equagoes de equilibrio de fases se escrevem no
contexto dos parametros de redugao.

Proposigao 10.2. As equagoes de igualdade dos potenciais quimicos sao dadas por

-
Yi exp <Zm’k A hk> , com i=1,--- N, (10.1.17)

.
v k=0

onde Ahy = hy —hi e hf = 32-h(q"(x), P,T), mi = 1, b = h(q"(x),P,T) —
22:1 hkq,f(x), para a fase liquida e de forma analoga para a fase vapor, e q]f e q,‘c/
sao dados na equagao 10.1.8.
Demonstragao:

Da equagao 10.1.16, tem-se para as fases liquida e vapor, respectivamente

uk =RT (hwi + Zhﬁmlk> )

k=0
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,uZV = RT (lnyi + Zhl‘v/mik> .

k=0

No equilibrio termodinamico, pf = pY, entao

Inz; + Z hEmg = Iny; + Z RY mi,

k=0 k=0
donde,
m = > (A = hiymak,
T
k=0
ou,

[

Yi -
¥ _ - N

onde Ahy, = h) — hE, completando a demonstragao.

Observa-se que o lado esquerdo da equagao 10.1.17 se iguala a f3;, a razao das
composigoes vapor-liquido, equacao 4.1.1, e assim, pelo lado direito da equacao

10.1.17, B; pode ser vista como funcio de q”, q¥, P e T.

10.1.5 Equilibrio Termodinamico

O sistema de equilibrio termodindmico escrito usando os parametros de redugao é

dado por

e igualdade dos potenciais quimicos

k=0

e conservagio da massa (de cada pardmetro de redugdo)

nLq;g-l—anl\c/:nq}:, com k=1,---,N,

e restricao da definicdo de composigao

N
> wilah) =1,
=1

N
> wi@d) =1,
i=1
N

i=1

yi(qv) _ - - ) .
72(ab) —cxp( ZmzkAhk) , com §=1,---

(10.1.18a)

(10.1.18b)

(10.1.18c)

(10.1.18d)

(10.1.18¢)



Redugao de Dimensionalidade 95

onde x = x(q%), y = y(q") e z = z(q""), dados pela equagio 10.1.2, isto &,

x=Uq"=(M"Y"'q", y=Uqd" =(M")'q", e 2=Uq" = (M")"'q".
(10.1.19)
Este sistema tem um total de 2NV + 3 equacdes e 3N + 5 variaveis, q*, q¥, 7, n*,
nY,n, PeT.
Nao se utilizard este sistema nas simulagoes. O objetivo aqui é preparar a
nomenclatura para possibilitar a redu¢ao de dimensionalidade que seré considerada
no proéximo capitulo.

10.1.6 Isofugacidade e Parametros de Redugao

A equagao 10.1.18 expressa o equilibrio de fases utilizando primeiros principios,
pela utilizagao da energia livre de Gibbs. Alternativamente, a equacao do equilibrio
pode ser obtida a partir de consideragoes mais empiricas utilizando a nogao de
fugacidade. Nesta se¢ao, mostra-se que a equagao 10.1.18a pode ser trocada por
uma equagao envolvendo a fugacidade.

Relembra-se que a equagao de isofugacidade, dada pela equacao 3.4.15a, pode
ser escrita como

; L
Yi _ % (10.1.20a)
Ti @

e pelas equagoes 3.4.16, e 10.1.19 tem-se que goiL é funcdo de g%, P, T, e analoga-
mente, @) é fungdo de q", P, T', da seguinte forma:

o = oi(2:, 2", PT), ) =iy, 2"V, P,T), (10.1.20b)

onde
7zl =7V (x,P,T), ZV =2ZV(y,P,T) (10.1.20c)

com
x=x(q"), ¢ y=y(d"). (10.1.20d)

Ou seja, substituindo a equagao 10.1.20d em 10.1.20b e 10.1.20c, vé-se, por
exemplo, que ¢F é fungdo de q¥, P e T.

Assim, ao trocar-se a equagao 10.1.18a pela equagao 10.1.20, tem-se o sistema de
equilibrio termodinamico baseado na isofugacidade escrito em fungao das variaveis
qt, 4", ', nE,nV, n, PeT.

10.2 Reducao de Dimensionalidade

Nesta segao considera-se a obtencao de equagoes reduzidas de equilibrio quando a
mistura multicomponente assim o permite. Aplica-se, no entanto, a situagdes mais
gerais que possam ser aproximadas por misturas desse tipo. O teorema de reducao
para sistemas multicomponentes é utilizado no procedimento de redugao.

Inicialmente fazem-se consideragoes algébricas sobre as restrigdes lineares no es-
pago composicional. Em seguida, apresenta-se a nogao de coeficientes generalizados
de distribuicao e conclui-se obtendo um sistema reduzido de equagoes descrevendo
o equilibrio termodindmico.

Nesta secao considera-se a obtengao de equagoes reduzidas de equilibrio quando
a mistura multicomponente assim o permite. Aplica-se, no entanto, a situagoes mais
gerais que possam ser aproximadas por misturas desse tipo. O teorema de reducao
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para sistemas multicomponentes apresentado no capitulo anterior é utilizado no
procedimento de redugao.

Inicialmente fazem-se consideragoes algébricas sobre as restrigdes lineares no es-
pago composicional. Em seguida, apresenta-se a nogao de coeficientes generalizados
de distribuicao e conclui-se obtendo um sistema reduzido de equagoes descrevendo
o equilibrio termodinamico.

10.2.1 Restrigao Linear no Espago Composicional

No capitulo anterior foram definidos parametros de reducao, Segao 10.1.1.

Quando apenas r parametros de redugao, qi,...,q., com r < N, forem dife-
rentes de zero (ou equivalentemente ¢y41 = gr42 = -+ = gy = 0), isto &, quando
as possibilidades da mistura estiverem reduzidas a uma espago linear de dimen-
sao 1, pode-se aplicar o teorema de redugao para obter-se um sistema reduzido de
equilibrio termodinamico envolvendo, na descri¢ao da partigao méssica da mistura
em suas substancias e fases, apenas r parametros de redugao. Mesmo quando as
restantes entradas do vetor q, ¢y4+1,...,qN, nao forem zero, mas forem suficien-
temente pequenos, pode-se considera-los nulos e utilizar ainda essa redugao como
uma aproximacao do problema fisico real.

Da Se¢do 10.1.1, tem-se que q = M’z, com M uma matriz inversivel, originando
entao uma transformagao linear

q : RY —RV
z—q(z) = (q1(2),...,qn(2))" = M'z. (10.2.21)
Seja 7 : RV — RM~" a projecdo nas N — r tltimas componentes de RY, isto
¢,
7"(’!/17---7yN)t = (yr+17---7yN)t-
Assim,

woq : RNV — RN
z— moq(z) = (¢41(2),...,qn(2))".

A hipotese que permite a redugao de dimensionalidade é que as composi¢oes
estejam restritas ao subespaco do espago composicional, espag¢o composicional re-
duzido, definido por

R= {Z S RN|qT.+1(Z) = 07 q,.+2(Z) = 0, NN .,qN(Z) = 0} .

Este espago é o nicleo da transformagao linear woq, N(woq) = R. Pelo teorema
do ntcleo e da imagem

N = dim N(# 0 q) 4+ dim Im(7 o q),

onde Im(7oq) denota a imagem de woq e dim representa a dimensao do subespago.
Como q ¢ inversivel, e a imagem de 7w ¢ RY~", entdo (m o q é sobrejetora, logo
dim Im(7 o q) = N — r. Conclui-se entdo que o espago composicional reduzido, R,
tem dimensao r.

Repetindo, ao assumir que os N — r dltimos parametros de redugao sao nulos
(ou aproximadamente nulos), as composigdes viaveis ficam restritas a um subespago
de dimensao r.
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Desta forma, quer-se considerar apenas r < N parametros de reducdo. Por
simplicidade, denota-se ainda por M a matriz N X r constituida pelas r primei-
ras colunas da matriz M original. Utiliza-se ainda q para representar o vetor de
parametros de reducao, mas agora com apenas r < N componentes.

Pelo convencionado ainda se pode escrever

= M'z 10.2.22
q ; )

mas agora ndo é viavel escrever z = (M?)"1q uma vez que sendo M? uma matriz
rx N, com r < N, ela nao é inversivel.

Apos a redugao do sistema de equilibrio termodinamico e tendo este sido resol-
vido, a obtengao da composigao da mistura é obtida utilizando-se a pseudo-inversa
de Moore-Penrose da matriz M.

Considera-se a decomposigao SVD (singular value decomposition) da matriz M*,

M= UAVY,

onde U é uma matriz ortogonal r X r, V' é uma matriz ortogonal N x N e A é uma
matriz retangular r x N, diagonal, cujas entradas na diagonal principal, A; com
i=1,...,r, sdo todas positivas (uma vez que a matriz M*, N x N, original tem
posto maximo). Entdo a pseudo-inversa de Moore-Penrose de M?, denotada por
(M*H)* & dada por

(MYt = VATUY,

onde AT denota a matriz retangular N x r, diagonal, cujas entradas na diagonal
principal s@o 1/\; com i =1,...,7.
Assim, recupera-se a composicao calculando-se

z=(M"Y"q.

10.2.2 Coeficientes Generalizados de Distribuicao

Nesta segao, o teorema de redugao é aplicado ao problema fisico original com o
objetivo de obter um sistema de equilibrio de fases reduzido.
Inicialmente, para reescrever o sistema 10.1.18 utilizando os parametros de redu-
¢ao nas varidveis alternativas, define-se os coeficientes generalizados de distribuicao.
De forma analoga aos coeficientes de distribui¢do, equagao 4.1.1, define-se os
coeficientes generalizados de distribuigao, que relacionam os parametros de reducao
nas fases liquida e vapor, por

q
kp=- k=1,...r (10.2.23)
qj
adotando-se, por conveniéncia, kg = 1. Denota-se ainda k = (ko, k1, , 5r)".

Segue-se, entao:

Proposigao 10.3. Os pardmetros de redugao nas fases liquida, q,g , € vapor, q,‘c/7
com k=1,---,r, sdo dados em funcio de q%', k e ¢* por

a

at = P R (10.2.24a)
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v dike (10.2.24b)
= (1= ob)m o

comk=1,---,r.
Demonstracao: Dividindo a equacao 10.1.7 por n e lembrando que, por definicao,
ol =nt/ne¢V =nV/n=1-¢F tem-se

otai + (1= o")a) = .
Pela defini¢ao (10.2.23), tem-se
a5 (6" + (1 — ¢" k) = g

Finalmente, resolvendo para gf e, em seguida, usando novamente a equagio
10.2.23 obtém-se

F
pr - 9k
A (LT
q = a K
Mg+ (1= )k
comk=1,---,r.
|
Utilizando a equagao 10.1.4b, pode-se ainda reescrever ki, com k = 1,--- 7,
como:

Proposigao 10.4. Os coeficientes generalizados de distribui¢ao podem ser escritos
diretamente em fun¢ao da composicao global, z, dos coeficientes de distribui¢ao, 3,
e da fracdo molar total da fase liquida, ¢*, por

ZN Lﬁimz‘}czﬁ
=1 — .
gy = e LOTHUZOIB  om k=0, (10.2.25)

L1 TR
Demonstracao: Da equagao 10.1.4b e utilizando as equagoes que definem a com-
posicio das fases em funcio de z, 8, ¢~ e n, equacio 4.1.2a, obtém-se

qk - Zmzkxz Z ¢L mlkZl )6 (102'263‘)
e
Qk _ meyz _ Z e 517111@2;;)& (10.2.26Db)

Finalmente, pela definicao de kj, da equagao 10.2.23, obtém-se
N Bimikzi
>im -
I e TR A
E_ MikZ4
i=1 G (1-6T)B:
O caso k =0, ko = 1, e a igualdade com o quociente resulta das restrigdes das

composicoes nas variaveis alternativas e da defini¢ao de m;o = 0, equagoes 4.3.7c e
4.3.7d. ]
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10.2.3 Sistema Termodindmico Reduzido

Da equagao 10.2.25, que essencialmente é
tem-se que

proveniente da conservagao da massa,

Mk Zi Bimirzi
“’“Zw (- 955 Z¢>L EEra.
donde,

Zw:& com k=0, 1
¢r)Bi

Isto é um conjunto de r + 1 equagdes. As incognitas sio P, T, z, ¢¥, K, totalizando
N +r+3. A incognita T esta presente no sistema de equagdes por meio da depen-
déncia dos parametros m;; na temperatura, conforme dito ao final da Segao 10.1.1.
A pressdo P também ¢ incognita pela dependéncia de B em P.
A justificativa para nao incluir 3 entre as incognitas se deve ao fato que 3 é
funcdo de g%, q¥, Pe T,
Bi = pi(d".d", P, T),
como observado apos a proposicao 10.2. O resultado desta proposi¢do pode ser
interpretado como uma parametrizagao das equagoes de equilibrio termodinamico.
Esta mesma conclusao pode ser obtida da equagao 10.1.20. Por outro lado, isso
introduziria q¥ e q" como incognitas. Porém, q~ e q¥ sdo funcdes de q¥, ¢~ e k,
" =q"(a",¢". k), o' =d"(a", 4" k),
como mostrado na proposicio 10.3. Mas, como qf é funcio de z e T, equacio
10.2.22, entao, conclui-se que q” e q" sdo funcdes de z, ¢” e K, e também que 3 &
funcéo de z, P, T, ¢* e K,
B=pB(P.T z¢" k). (10.2.27)
Além disso, pela equagio 10.1.20, 8; = p;(z;, ZE, P, T)/¢i(yi, ZV, P, T).
Em resumo, o sistema termodindmico reduzido é o sistema de r + 1 equagoes a
N+r+3 incégnitas (P, T, ¢", 2, k),

Z w =0, com k=0,---,7, (10.2.28)
oL)Bi
onde,
= M'z, (10.2.292)
L ‘IllcP
=tk k=1, 10.2.29b
qk ¢L+(1*¢L)/ik7 com ) 5Ty ( )
qf = R o e, (10.2.29¢)
F + (1 — oL )ry, '
x=(MY*qt, y=(MH*qY, (10.2.29d)
zl =7V (x, P,T), ZV =2V(x,P,T), (10.2.29¢)

oi(zi, 21, P, T)

Bi = 0 27 BT (10.2.29¢)
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10.2.4 Sistema Nao Linear para a Pedugao de Problemas de
Equilibrio Termodinadmico

Semelhante ao que foi feito nos capitulos 5 e 6, pode-se introduzir uma fungao

Fi(z,k,0", P, T) = Z% com k=0,---,r

e assim, resolver um problema de equilibrio termodinamico é obter os zeros da
fungdo F = (Fy,- -+, F})?, sujeitos as restrigdes equagiol0.2.29.

A tabela 10.1 mostra os possiveis problemas a serem considerados para a solugao
do sistema 10.2.28.

Tabela 10.1: Possibilidades para o célculo dos problemas de bolha, orvalho e flash.

problema processo dados \ vars. egs. n? egs.
I L _
orvalho isobarico z¢"=0,P | kT 10.2.28, sujeita as
r+1
(z satisfaz 10.2.29a) | isotérmico | z, ¥ =0,T | K, P restrigdes 10.2.29
s cohAT L _
bolha fsobarico | 7, ¢* =1, P | £ T | 14998 sujeita as
r+1
(z satisfaz 10.2.29a) | isotérmico | z, ¥ =1, T K, P restrigoes 10.2.29
I L TN
flash 1sobirlco z, P, T K, ¢ 10.2.28, sujeita as r+1
(z satisfaz 10.2.29a) | isotérmico restrigdes 10.2.29

No caso do problema de ponto de orvalho isobarico, tem-se que ¢ = 0, donde
as equagoes 10.2.28 e as restrigoes 10.2.29 sao especificadas como:

szo com k=0.---.r

oh)B;
F
=M% qf =35 o =df, (10.2.30a)
x=(MYTqt, x=(MH*qh, (10.2.30b)
zl =zt (x, P,T), 2ZV =2V(x,PT), (10.2.30c)

@i(l‘i?ZLan T)

B; = oo 27 BT (10.2.30d)

Assim, para obter as composigoes x e y, basta usar a equagao 10.2.30. Analo-
gamente, pode-se resolver completamente os outros problemas.



Redugao de dimensionalidade 101

10.2.5 Escolha dos Parametros de Redugao

Na Secao 10.2.1, equacao 10.2.22, utilizou-se apenas r colunas da matriz M =
(v/al?) o V definida no Capitulo 10, equagdo 10.1.5.

As r colunas sdo escolhidas especificando as r colunas da matriz V. Por outro
lado, as colunas da matriz V formam uma base de RY, e sdo escolhidas a partir da
matriz de interagao binaria, C', conforme explicitado no Capitulo 6, equagao 8.3.4.
Desta forma, as r primeiras colunas sao utilizadas na definicdo da matriz C* que
aproxima C na norma de Frobenius.

Este método de reducao resulta da decomposigao espectral da matriz de inte-
ragao binaria, o que garante a melhor aproximacao dessa matriz utilizando-se a
norma de Frobenius. Por este motivo, esta reducao de dimensionalidade é denotada
redugao espectral.

10.2.6 Reducao dos Parametros de Energia e dos Coeficien-
tes de Fugacidade

Recorda-se, da equagao 2.4.16, que o parametro de energia da mistura, a,,, escreve-
se

N N
Am = Z Z \/(liaj(l — Ci]')ZZ’Z]' = Zt(A o C’)Z7 (10231)
i=1 j=1

onde (A);; = /a;a; e C é a matriz de interacdo bindria, equacio 2.4.18.
. * r " . ~ _ N ot "

Seja C* = >7._; A\jv;v;, a aproximacdo de C = 3.7, A;jv;Vv7, considerando
apenas os 7 maiores autovalores v; que, conforme discussao no capitulo anterior, é
a melhor aproximagao de C na norma de Frobenius. Substituindo-se C' por C* em

(10.2.31) obtém-se uma aproximagao de a,,
am(a) ~ z'(AoCz ! (Vava))oC'a

z' ((\/5\/;) ) <i /\kaVZ>> Z,

Q

ou ainda,

Q

am(q) Z ApzZ' ((\/5\/;') o (vkv,tc)) z (pelas propriedades do produto)
k=1

~ Z Mez! ((Vaovy)(vVaovy)')z (pelo item 6 da Proposigao 6.1)
k=1

Q

Z Me(qr)? (pela equagio 10.1.4b g, = (Vaovy)'z = Miz),
k=1

onde M}, denota a k—ésima coluna da matriz M e pode-se ainda escrever

M= (M, - ,My) = (vVaovy, - ,vaovy), (10.2.32)

Assim, ao se reduzir o niimero de autovetores v; e o nimero de autovalores
correspondentes, respectivamente, tem-se a reducao dos pardmetros qj, com k =
1,---,r. E neste momento que ocorre efetivamente a redugao da dimensao do
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problema, uma vez que o pardmetro de energia a,, e ¥; dependem do parametro de

redugao q.
Das equagoes 3.4.14 e 2.4.16, ¢; = Z;\Izl a;jzj, ou
U = Az = (Vaya' oC)z. (10.2.33)

Entao 1; também pode ser aproximado usando a aproximagao de C por C*,

A= (\/aﬁt o] C*) = Z )\k(\/é o Vk)(\/aO Vk)tZ ~ Z )\kquk7 (10234)
k=1

k=1

onde ¥ é fungio dos parametros de reduzidos q, ¥ = ¥(q).
Assim, em fungao de q pode-se calcular os valores de a,, e ¥; na forma reduzida

am(q) = z Aedi; Yilq) = Z)\kmkifﬂc? comi=1,..,N. (10.2.35)
k=1 k=1

10.2.7 Equagoes Reduzidas para o Calculo de Pontos de Or-
valho

Das equagoes (2.4.19) e (10.2.35), pode-se observar que A depende de q, P and
T, A= A(q,P,T). Também, da equagdo (2.4.19), B depende de b,,, P e T, B =
B(by, P,T). Como A e B sdo coeficientes da equagio de estado cubica, equagao
(2.4.20), conclui-se que as raizes da equagdo ctbica dependem de q, b,,, P e T,
7Z = Z(q,by, P,T). Também B;, equacao (2.2.3c), depende de P e T.

Portanto, como os coeficientes de fugacidade dependem de a,,, A, B, B;, 15, e
z (veja tabela 10.2), conclui-se que
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@i = wi(d, b, P, T), (10.2.36)

e o coeficiente de fugacidade na forma reduzida é dado por (equagdo (3.4.13))

1ni(q b, P,T) = 205 T))(Z( b, P, T) — 1) — In(Z(at, bom, P, T) — B(bm, P, T))

B(bm, P, T
A(q, P, T) ( B;(P,T) tpl(q) ) In (Z(q7 bm, P,T) + 2.414B(bm, P, T)

1p.2.
3.382B(bm, P,T) \ Blom, B,T)  ~am(q) Z(a. b, P.T) — 0A14B (b, P, 75 237

Assumindo-se o calculo de pontos de orvalho, onde a composigao da fase va-
por é conhecida e deseja-se determinar a composicao da fase liquida, escreve-se
a fugacidade para a fase liquida como fungdo dos parametros reducio q”, b%,

e T. Da equagdo (3.4.12) e da explicagao anterior para o caso reduzido, z; =
T (qL7 Y, vana P7 T)7 tem-se

o @Y(yz,PT)yz
' pk(qE,bL, P, T)’

»Ymo

i=1,...,N. (10.2.38)

Mutiplicando essa equagao por m;, somando-se todos os componentes, e usando
a equagao 10.1.4b, tem-se

Vv
mipe] (Yi, P, T)yi
ar = § Mt; = E Ll 0L BT) (’L L BT k=1,...,r (10.2.39)
Z 1 1 rYmo b

De forma anéloga, para o calculo de pontos de bolha, utilizando a equagao
(3.4.12), a equagdo (10.2.38) seria modificada para

ok (zy, P,T)z;
V(@ b T

»Ymo

i = i=1,...,N, (10.2.40)

onde q" sdo as variaveis reduzidas da fase vapor e bY, & o covolume da fase vapor.
Para um calculo do ponto de orvalho sob uma temperatura especificada T, temos
um sistema de equacoes 7 + 2 para r + 2 incognitas, q~, by, e P

gk =N mis, k=1,...r
Silim=1, (10.2.41)
bﬁl = qu\;1 bix;,

onde z; é como na equacao (10.2.38) e y e T séo conhecidos.

De forma mais geral, com a finalidade de propor um algoritmo para a determi-
nagao da composicao dos pontos de orvalho (como é feito no Capitulo 11, define-se
a fungdo com valor vetorial G = (G4, -+ ,G,12)!, com entradas

Gk(qLayvbﬁwva) = q}% - (Zivzl mikxi)) k= 17' T,
Gr+1(qLay7bmvP T) (Zivzl xl) - 17 (10'2'42)

Gr+2(qL7 Yy, bvl;L7 P, T) = b'rI;L - Z»{il bLz'L.L
Pode-se reescrever a equagao. (2.4.20) como

Gr(al,y, bk, P,T) =0, fork=1,...,7+2, (10.2.43)
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ou na forma vetorial
G(q",y, b}, P,T) =0. (10.2.44)

Para o calculo de ponto de orvalho, com y = y* e T'= T™* conhecidos, define-se
a fungao F, dada por
F(q", 0L P) = G(q%,y*, 0%, P, T"), (10.2.45)
substituindo-se na fungdo G, y e P.
Finalmente, o sistema para resolver o problema de ponto de orvalho, com r + 2
equagdes e 7 + 2 variaveis, q¥, b% e P, é dado na forma compacta por

F(q, bk, P)=0. (10.2.46)

Para o ponto de orvalho onde y = y* e P = P* sao conhecidos, define-se F por
F(qf, bk, T) = G(qL,y*, P*,T), e o sistema a ser resolvido é F(q%,b%,T) = 0.

A equagdo (10.2.46) é um sistema de equagdes algébricas nao lineares que pode
ser resolvido, por exemplo, pelo método multivariado de Newton-Raphson como
serd visto na proxima subsecao.

10.2.8 Processo Iterativo

Para resolver o sistema reduzido de equagoes algébricas nao lineares, equagao (10.2.46),
é necessario encontrar as raizes de F definidas pela equagao (10.2.45). Para isso
pode-se adaptar métodos iterativos como steepest descent, simulated annealing,
differential evolution, entre outros. Aqui usamos o método de Newton-Raphson
multivariavel (NRM) descrito a seguir.

Para obter a funcao de iteragao do NRM, basta usar a expressao de Taylor,

F(S) = F(SY) + J(S))(S — 8!) + E = aproximacdo linear + erro,  (10.2.47)

onde S = (q¥, b, P), S* é o vetor aproximado da I-ésima iteragdo, J(S) é a matriz

Jacobiana de F(S), com entradas

OF;(S)
(9Zj

[J(8)];; = { }  withé,j=1,---,r+2, (10.2.48)

e E é um vetor que representa o erro da aproximacao linear.

Para estabelecer o método iterativo, a aproximagao da solugao da equagao na
iteracdio [ + 1 dada por St & definida pelo vetor que cancela a parte linear da
equacao 10.2.47, ou seja, o vetor S!*! tal que

F(S") + J(sh(s"*! —sh) =o. (10.2.49)

Pre-multiplicando a equagao (10.2.49) pela inversa na matriz Jacobiana, tem-se
Sl =8t — JTHSHF(SY). (10.2.50)

Como a invers@o de matrizes é uma operagao cara, pode-se trabalhar com a
equagdo (10.2.49) encontrando a aproximagao da iteragao ! + 1 resolvendo-se um

sistema linear para calcular AS! = Si+1 — !

J(SHAS! = —F(Sh). (10.2.51)
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Desta forma, a nova estimativa sera
S+l = sl 4 ASl (10.2.52)

As vezes é conveniente inserir um parametro de passo, 7, e redefinir a nova
estimativa por
sttt = st 4 piAst, (10.2.53)

Quando o parametro ¢ um, ' = 1, obtém-se a equacio (10.2.52). Assim, dada
uma estimativa inicial 8° = ((q%)°, 4%, P°) como solucio da equacio(10.2.46),
pode-se encontrar uma nova solu¢ao para esta equagao usando a equagao 10.2.51
para calcular AS!, e a equacdo 10.2.52 (ou equacao 10.2.53) para calcular S'*!. Na
proxima subsegao é feita uma descri¢ao detalhada de como calcular uma estimativa
inicial para S°.

Dado &, o critério de parada é

ASY| < e

10.2.9 Estimativas Iniciais para Resolver o Sistema Reduzido
de Equacoes de Equilibrio

Embora com o célculo dos autovetores de C* associados aos autovalores nao nulos,
Vi, os vetores My, (equagdo 10.2.32) sejam agora conhecidos, as composigdes x; para
a fase liquida nfio o sdo. Assim, para calcular o vetor de parametros de reducio q”
utiliza-se um método iterativo a partir de uma estimativa inicial.

Tomando-se o conjunto dos vetores My, com k = 1,--- ,r, a estimativa inicial
para o parametro de reducdo q” é calculado pela média entre o vetor minimo e o
vetor méximo obtidos desse conjunto de vetores, ou seja,

(¢H)m = rlnin mg and  (¢F)M = max mij.

1 N 1

com (gf)™ < (qf) < (¢f)™.
Entao, a estimativa é dada pela média

(qh)° = w (10.2.54)

Para a estimativa inicial de (b%)?, basta utilizar a composigdo global conhecida,

y*, e be, (equagio 2.4.16¢), obtendo-se a estimativa inicial (bL))° = Z;vzl beiyy

10.3 Exercicios

1. No capitulo, definem-se paradmetros de redugao como combinagoes lineares de
composigoes.
(a) Explique o que significa “conservar” esses parametros entre fase liquida
e fase vapor.
(b) Mostre simbolicamente como essa conservagio impoe relagdes entre z e
y.
2. (a) Explique o conceito de “coeficientes generalizados de distribui¢gdo” na
formulacao reduzida.

(b) Mostre como eles substituem os K; classicos (do Capitulo 3) em um
espago de menor dimensao.



Exercicios 107

3. Descreva o sistema nao linear reduzido obtido para calcular o ponto de orvalho
na formulagao de reducao. Indique:
e (i) quais variaveis permanecem como incognitas;
e (ii) quais equagoes de equilibrio aparecem;
e (iil) como se fecha o sistema.
4. O capitulo discute estratégias para escolher estimativas iniciais. Explique por

que boas estimativas iniciais sdo cruciais em problemas de equilibrio multifa-
sico real (misturas pesadas, presenga de pseudocomponentes, etc.).
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Capitulo 11

Reducao Espectral e Reducao
na Norma da Energia

Este capitulo apresenta-se e discute-se algoritmos de redugao para o calculo do
equilibrio liquido-vapor (ELV), com foco na diminui¢do da dimensionalidade do
problema e na consequente simplificagdo computacional do modelo termodinamico.

Na primeira parte, desenvolve-se o método de reducao espectral com base na
minimizagao na norma de Frobenius. Parte-se da escolha espectral dos parametros
de reducao, obtidos a partir de uma aproximagao de posto reduzido da matriz de
interagdo binéria, e mostra-se como expressar (i) os parmetros de energia e (ii)
os coeficientes de fugacidade em fungao desses pardmetros reduzidos. Apresenta-
se o algoritmo de forma descritiva, seguido de um roteiro em etapas, e, por fim,
comentam-se os principais passos, destacando critérios praticos de implementagao
e custo computacional.

Ainda nessa parte, discute-se como a aproximagao de posto reduzido para a
matriz de interages permite construir uma equagao de estado efetiva de dimensao
reduzida

Na segunda parte, propde-se um método de reduc¢ao na norma da energia, ané-
logo ao procedimento baseado na norma de Frobenius, porém adaptado para que
a minimizacao seja conduzida diretamente na métrica induzida pela energia do sis-
tema. Fornece-se o algoritmo correspondente, enfatizando as diferengas conceituais
e numéricas em relacao a abordagem espectral

11.1 Descrigao do Algoritmo de Redugao Espectral

Nesta se¢ao descreve-se o algoritmo de redugao espectral focando-se no calculo de
pontos de bolha ou orvalho.

Com as raizes da equagao 2.4.20 pode-se, a principio, calcular os coeficientes de
fugacidade do liquido e do vapor na equagao 3.4.13. Se esses coeficientes produzirem
fugacidades iguais, tem-se o equilibrio termodinamico.

Para obter o coeficiente de fugacidade para alguma das EDEC’s mencionadas,
basta utilizar as equagoes da tabela 3.5. Os valores da composi¢ao global da mistura
zi, da temperatura e pressao no ponto critico T, e P., da componente 7, respecti-
vamente, do fator acéntrico, w;, e dos coeficientes de interacao binaria, c¢;;, sao
dados do problema e especificando a temperatura (ou pressdo) e fornecendo uma
estimativa inicial para a pressdo (ou temperatura), pode-se entdo calcular todos
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0s pardmetros necessarios para avaliar a fugacidade. Substituindo os valores da-
dos nas equagoes 2.4.19 e na equagao 3.4.13, pode-se obter as raizes da equacao
2.4.20. Tomando-se a menor raiz e fazendo-se Z = Z,, na equagao 3.4.13, pode-se
obter o coeficiente de fugacidade da fase liquida. De forma analoga, tomando-se a
maior raiz da equagao 2.4.20 e fazendo-se Z = Z,, pode-se obter o coeficiente de
fugacidade da fase vapor (naturalmente as composic¢oes sdo distintas em cada fase).

A composi¢ao global z de uma mistura em anéalise é conhecida, mas a compo-
sigdo da fase liquida e a composigao da fase vapor, x e y respectivamente, nao sao
conhecidas a principio. Assim, pode-se considerar a composigao da fase liquida co-
nhecida fazendo-se x = z e calcula-se y ou a composigao do vapor como conhecida
fazendo-se y = z e calcula-se x. Tém-se, portanto, calculos de pontos de bolha ou
de orvalho, respectivamente.

Como nao se aplica o método de reducao para as duas fases, entao, se x =z, a
composicao da fase liquida é conhecida e com a menor raiz da equagao 2.4.20 pode-
se calcular o coeficiente de fugacidade do liquido, visto que os demais parametros
sdo facilmente obtidos como ja descrito anteriormente. Para a fase vapor tem-se a
composicao y desconhecida e, entao, aplica-se o método de redugao para calcular o
coeficiente de fugacidade do vapor.

De forma anéloga, se y = z, pode-se calcular o coeficiente de fugacidade do
vapor e aplicar o método de redugao para calcular o coeficiente de fugacidade da
fase liquida.

Escolhendo-se a composigao da fase vapor como conhecida, aplica-se o método
de reducao para calcular o coeficiente de fugacidade da fase liquida e encontrar uma
solucao aproximada para o equilibrio termodindmico.

Segundo Nichita [11], na fase liquida, a chave para a redugdo é expressar os
parametros a,, e by, e ¥; da equagdo 3.4.13 em termos de um pequeno nimero de
produtos escalares, os parametros de redugao, na equagao 10.1.4b.

A redugao é efetivamente conseguida pela decomposigao espectral da matriz C*
que melhor aproxima a matriz de interagdo binaria C, na norma de Frobenius.
A dimensionalidade do problema depende somente do nimero de incognitas do
problema, r + 1 (onde r é o posto da matriz C* e 1 é devido ao parametro de
covolume da mistura), e é independente do nimero de componentes N da mistura.
Reduzindo-se a dimensionalidade desta matriz, reduzem-se também a dependéncia
dos parametros a,, e 1;, visto que estes pardmetros estao escritos em fungdo dos
elementos da matriz C' e se utilizara em seu lugar a matriz C*, representada por sua
decomposicao espectral. O pardmetro b,, nao sofre modificacao, pois nao depende
de C. Assim, estes parametros sdo os mesmos calculados para a fase vapor (onde
nao se aplica a redugao).

Como a composigao da fase onde se aplica a reducdo (neste caso a fase liquida)
nao é conhecida, entdo q” nao pode ser calculado diretamente, assim como o covo-
lume b, da fase liquida, que depende da composi¢ao. Entao, como serda mostrado
no algoritmo a seguir, q~ e b,, sdo dados por uma estimativa inicial.

A seguir, sera descrita, de forma algoritmica, a metodologia empregada para o
calculo de pressdo de saturagdo (em particular, a pressao de orvalho — fase vapor)
usando a técnica de redugao. Para o calculo do ponto de bolha — fase liquida — a
técnica é aplicada de maneira semelhante.

Considere uma mistura de N componentes, e assuma que os valores da composi-
¢ao global da mistura, da temperatura e pressao no ponto critico para componentes
puros, do fator acéntrico e dos coeficientes de interagdo binaria sdo dados. Seja
dada ainda uma estimativa inicial para pressao e especificada a temperatura.
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O algoritmo descrito a seguir é a expressdo do método de redugdo de dimensio-
nalidade no calculo do equilibrio de fases desenvolvido neste trabalho.

Um algoritmo semelhante pode ser desenvolvido se, em vez de se especificar
a temperatura, especifica-se a pressao e fornece-se uma estimativa inicial para a
temperatura.

11.1.1 Etapas do Algoritmo de Redugao Espectral

Nesta se¢ao apresenta-se o algoritmo de redugao espectral para o calculo de pontos
de orvalho isotérmico. Para os demais casos apresentados na tabela 10.1 faz-se de
maneira andloga a apresentada aqui.

Como pode-se observar a seguir, o Algoritmo 3 é dividido em trés algoritmos
para melhor entendimento.

ALGORITMO 3.1

Entrada: Qa-, S]b, SO7 Slv SQ, R7 Wi, Tc,',v PCL7 Cij (’L,] =1: 1\7)7 T‘*7 y*, PO7 g, N/
1¢ Etapa: Construir a matriz de interagao binaria, C' com entradas 1 — ¢;;;

2¢ Etapa: Obter r autovalores, \;, e os autovetores, v;, da matriz C, assumindo
que os autovalores sejam ordenados de tal forma que [A| > [Aa] > ... > |Ay| e que
[Nil <e, i=r+1,..,N, onde € ¢ uma tolerancia;

3% Etapa: Calcular v/a, usando a equagao 2.4.16¢;

4% Etapa: Construir as r colunas da matriz M usando a equagao 10.2.32;

5% Etapa: Calcular (q%)° usando a equacio 10.2.54;

6% Etapa: Calcular os covolumes de cada componente, b.,, dados pela equacgo
2.4.16¢;

7% Etapa: Calcular (b%)°;

8% Etapa: Construir os vetores s° = ((qX)?, (b%)%) e S° = ((¢%)°, (bL,)°, PO);
Output: S° s% b;(i=1:N), \;,vi(i=1:7), r.

Calculo detalhado de algumas etapas do Algoritmo 3.1

1¢ Etapa: Para montar a matriz C, cujas entradas sao dadas por 1 — ¢;;, basta
observar os valores c;; tabelados para cada mistura. Nos exemplos de misturas que
serao utilizadas neste livro, observa-se que a interacao dada é da primeira compo-
nente C; com todas as componentes da mistura, ou seja, cc,—; com j = 1,...,N.
Entao, a matriz C tera apenas a primeira linha e primeira coluna diferentes de zero.
As demais entradas sdo zero por nao haver interagdo entre as componentes. Ou
seja, para uma mistura de 3 componentes Cy, C2 e C3, por exemplo, tem-se

l—c1 1—ci2 1-ci3
1—(321 0 0
17631 0 0

2¢ Etapa: Obtém-se a decomposigao espectral de C*,

™
* T
C —E AjVjivi,
j=1

com 08 vj, com j = 1,...,r, ortonormais, onde se assume a seguinte ordenacao dos
autovalores

M| > ol = > A > e (11.1.1)
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Assim, tem-se que os elementos da matriz C' sdo aproximados pelos correspon-
dentes elementos da matriz C*, i.e.

-
(1—ciy) = Z)\kvikz}jk; com i,j =1,..., N.
k=1

Pela equagao 2.4.16a tem-se que

T T T
ai; = aa;(l—cy) =~ \Jaa; Z ARVikVjk = Z A/ Qi Vik /v = Z AMimyji,
k=1 k=1 k=1

na qual o termo a; é dado pela equagao 2.4.16¢, A\ é o k-ésimo autovalor nao nulo
da matriz C* e m;, = y/a;vik, comk=1,--- r,ei,j=1,---  N. Define-se o vetor
M;, por suas entradas My (¢) = /a;vi(i).

O algoritmo para resolver o sistema reduzido deve calcular valores de ¢! e suas
derivadas, em tltima analise, como funcées de q¥, b,Ln7 P. Calcula-se os valores de
SO 8% bi(i =1:N), \; ev;(i =1 :7), através do Algoritmo 3.1, que agora serdo

dados de entradas do Algoritmo 3.2.

ALGORITMO 3.2

Entrada: Qa, an S(), 517 Sg, R, Wi, Tcm Pcw b”(’L =1: N), CZ](Z,] =1: N), N,
v A, vi(i=1:7), 7, 8% 8% T PO & n;
1% Etapa: Calcular os coeficientes de fugacidade da fase vapor, via abordagem
tradicional (sem coordenadas reduzidas), apresentada no Capitulo 3;
2% Etapa:Construir as r colunas da matriz M, usando a equagao 10.2.32;
3® Etapa: Definir A =1/£(1,0,---,0) (um vetor com norma grande);
4% Etapa:
enquanto |Al| > &
calcular A satisfazendo (equacio (10.2.52)) J(S)A = —F(S!);
definir S!*! = 8! + A;
. terminar
5% Etapa: Recalcular a composicao da fase liquida (equagao (10.2.38));
Saida: Composigao liquida, x, e pressao, P.

Para calcular F(S!) e J(S!), é necessério calcular os valores de ¢F e suas deri-
vadas, em tltima anélise, como funcdes de S! = ((qF)!, (bE)!, P!). As etapas para
isso sdo fornecidas a seguir (veja Segao 10.2.8).

Calculo detalhado da 4“ etapa do Algoritmo 3.2

1¢ Etapa: Calcular a,,((q%)!) e ;((q%)!) usando a equagio 10.2.35;

2¢ Etapa: Calcular A, B, B; usando as equagoes 2.4.19, 2.2.3c;

3% Etapa: Calcular as reizes da equagdo de estado de Peng Robinson, equagao
(2.4.20), e tomar a menor raiz, Z;

4% Etapa: Calcular a fugacidade da fase liquida, ¢;((q")!, (b%)!, P, T*), usando a
equacao 3.4.13;

5% Etapa: Calcular as derivadas parciais de ¢; para ((qF), (bL)!, PE, T*);

6% Etapa: Calcular F(S') e J(S'), Segio 10.2.8.
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O Algoritmo 3.3 é apresentado para calcular a curva de ponto de orvalho, no
plano temperatura versus pressao. Isso é feito aplicando sucessivamente o Algo-
ritmo 3.2 para calcular a pressao e a composicao da fase liquida para temperaturas
variadas.

ALGORITMO 3.3

Entrada: Q,, Qp, So, S1, S2, R, wi, Te,, Peyy cij(i,j =1: N), T*, y*, P% ¢, N,
bi(i=1:N), N\j,vi(i=1:7), 7,8 8% & n, Ty, To, AT, n (with T = Ty + nAT);
paraj=0:n
chamar Algoritmo 3.1 com T* =T, =T} + jAT;
chamar Algoritmo 3.2;
. terminar
Saida: \;,v;(i =1:7), (T}, P;), x! (j = 0:n), tempo.

11.2 Descrigao do Algoritmo de Redugao na Norma
da Energia

No capitulo anterior foi mostrado que existe x* = (uJ, ..., uX, W}, ..., w}) que mini-
miza a funcao G, isto é, um dos vetores que representa a matriz C* que mais se
aproxima da matriz de interacao binéaria na norma da energia. Entao,

Cr = prwi(wi)h. (11.2.2)
j=1

Como C* é simétrica entao, uma vez determinada pela equagao anterior, pode-se
obter a decomposicao espectral

Cr =Y Nvi(vy), (11.2.3)
j=1

onde v;’s sao ortonormais.

Assim as equagoes de equilibrios de fases (isofugacidades) e as equagoes de ba-
lango material podem ser substituidas por um conjunto equivalente de r+1 equagoes
em r + 3 variaveis. Hendriks e Van Bergen [4] ressaltam que o namero de graus de
liberdade do problema ¢ mantido, ou seja, sdo necessérias duas especificagoes (ti-
picamente temperatura e pressdo em um problema de flash). As entradas do vetor
q sao chamados parametros de redugao. Mais ainda, eles demonstram que, quando
utilizada uma EDEC com regra de misturas VDW-1, a energia livre de Gibbs pode
ser escrita conforme a equagao 10.1.3, de modo que a técnica de reducgdo pode ser
aplicada.

Em qualquer método de reducao tem-se como ideia encontrar uma formulacao
diferente do problema, com base em um diferente conjunto de variaveis indepen-
dentes, cujo ntumero de varidveis seja menor, e de preferéncia muito menor, do que
o namero de varidveis do conjunto original. Véarios procedimentos de reducao, apli-
cados em problemas diversos, tém sido propostos por [9], [5], [12] e [10]. Em termos
do célculo de equilibrio de fases, isto consiste em substituir as variaveis tradicio-
nais (ntmeros de moles, fragoes molares, coeficientes de partigdo) por combinagoes
lineares das mesmas. Por conseguinte, a solugao nao é mais procurada no espago
composicional, mas no espago reduzido definido pelas novas variéveis introduzidas.
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Se, para o método de redugdo, a dimensionalidade do problema (namero de
variaveis independentes) é muito menor do que a dimensionalidade para métodos
classicos espera-se uma importante diminuigao do esforgo computacional [11].

11.2.1 Etapas do Algoritmo de Redugao na Norma da Ener-
gia

Nesta abordagem, a redugao ¢é efetivamente conseguida pela decomposigao espectral
da matriz C* que melhor aproxima a matriz de interagao binaria C', na norma da
energia. A dimensionalidade do problema depende somente do ntiimero de parame-
tros de redugdo r + 1 (onde r é o posto da matriz C* e 1 é devido ao pardmetro de
covolume da mistura) e é independente do nimero de componentes N da mistura.
Reduzindo-se a dimensionalidade desta matriz, reduzem-se também a dependéncia
dos parametros a,, e 1);, visto que estes pardmetros estdo escritos em funcao dos
elementos da matriz C e se utilizara em seu lugar a matriz C*, representada por sua
decomposigao espectral. O parametro b, ndo sofre modifica¢do, pois ndo depende
de C. Assim, estes parAmetros sdo os mesmos calculados para a fase vapor (onde
nao se aplica a redugao).

ALGORITMO 4.1

Entrada: Q,, Q, So, S1, S2, R, w;, T, P.,, bei(t =1: N), ¢;5(4,j =1:N), N,
v A, vi(i=1:7), 7, 8% SO T+ PO & n;

1% Etapa: Montar a matriz ¥, como descrito na Se¢ao 7.3;

2% Etapa: Calcular /a, como descrito mais detalhadamente a seguir segundo as
consideragoes feitas em [2[;

3% Etapa: Montar a matriz J, como descrito na Se¢ao 7.3;

4% Etapa: Montar a matriz W = ¥ o J (veja a Segao 7.3;

5% Etapa: Montar a matriz de interagdo binaria, C, de forma analoga a 1* etapa
do Algoritmo 3.1;

6* Etapa: Obter x* = (u%, ..., ), W}, ..., wy) (que minimiza a fun¢ao G , conforme
a equagao 9.1.4) pelo método da evolugao diferencial, descrito na Segéo 9.4;

7% Etapa: Construir a matriz C* a partir de x*, equacao 11.2.2;

8¢ Etapa: Diagonalizar a matriz C* utilizando o teorema espectral, obtendo-
se os autovetores de C*, v;, associados aos r autovalores nado-nulos de C*, com
r = posto(C*) < N (de forma analoga a 2% etapa do Algoritmo 3.1);

8¢ Etapa: Recalcular C* com a equagao 11.2.3;

9¢ Etapa: Construir as r colunas da matriz M usando a equagao 10.2.32;

10® Etapa: Calcular o parametro de redugio (¢*)°, usando a equacio 10.2.54,
analogo a 5% etapa do Algoritmo 3.1;

11* Etapa: Calcular os covolumes de cada componente, b.,, sdo dados pela equagao
2.4.16¢, anédlogo a 6 etapa do Algoritmo 3.1;

12¢ Etapa: Calcular (b%)°, analogo a 7% etapa do Algoritmo 3.1;

13% Etapa: Construir os vetores s° = ((qX)?, (b%)%) e S° = ((q*)?, (b%,)°, PY);
14 Etapa: Chamar o Algoritmo 3.2 (Capitulo 11);

15 Etapa: Chamar o Algoritmo 3.3 (Capitulo 11);

Output: A\, v;(i=1:7r), (T}, P;), x! (j =0:n), tempo.

Calculo detalhado de algumas etapas do Algoritmo 4.1

1 Etapa: Para o célculo das entradas U foi utilizado o método de integragao
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de Monte Carlo, uma vez que os algoritmos usuais avaliam o integrando em uma
grade regular, ja o método de Monte Carlo permite escolher aleatoriamente os pon-
tos em que o integrando é avaliado.

2% Etapa: Para o caso isotérmico (sob temperatura constante e, portanto, sem
integragao), basta substituir os parametros da mistura utilizada para calcular os
parametros a;. Para o caso nao isotérmico, considera-se as seguintes relagoes [2]

2
Vai = W(l-&-&-(l— T)) :O'i"l‘Ti\/Tv

P, T,

onde g; = ,/ g RT.,(1+S;)er, =— %Rsi nao dependem da temperatura.

3% Etapa: A integral de Vaiy/aj\/ak\/ar, com i, j, k,l = 1...N, é dada por

T T2
o= | vavavayadr = [T v | ar
i o\
r=(%,7,k,l)
_ Z 2pr (T2 _p4n/2)
—2+r 2 ! ’

onde

pPo = 0000

p1 = Ti0;0k01 + 0;Tj0k0] + 0;0TR0O] + 0;0;0,T;

P2 = TiTjOkO| + Ti0;TKO| + Ti0;0k T + O;T; TR0 + O;Tj0kT| + O;0;TET]
p3 = O;TjTET + T,0TRT + TiTjOkT + TiTjTrOL

P4 = TiTTET]-

6* Etapa: Para uma mistura de N componentes e C' a matriz de interagao bi-
néria, obtém-se x* = (u¥, ..., x5, Wi, ..., wyr) tal que

x* minimiza G(x*) = ¢(C*),

(conforme descrito na Se¢ao 9.4) através do método da evolugao diferencial. A es-
trutura da fungao € é dada pelas equagoes 7.3.16 e 7.3.17, para processos isotérmicos
e nao-isotérmicos, respectivamente.

Ao obter-se o vetor de menor custo e de acordo com o posto r da matriz de
reducdo C*, tomam-se as r primeiras entradas como os autovalores e as demais
entradas como os r vetores correspondentes de dimensao N x 1.

14* Etapa: Nesta etapa utiliza-se o Algoritmo 3.2 exatamente como foi utilizado
para o método de redugao pela norma de Frobenius, no Capitulo 11, seguindo as
etapas de maneira anéloga;
15* Etapa: Nesta etapa utiliza-se o Algoritmo 3.3 exatamente como foi utilizado
para o método de redugao pela norma de Frobenius, no Capitulo 11, seguindo as
etapas de maneira analoga.

11.3 Exercicios

1. No método de reducao espectral escolhem-se vetores associados aos maiores
autovalores (ou maiores valores singulares) de uma certa matriz.
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(a) Explique por que isso captura a “dire¢do dominante” de variagdo na ma-
triz de interacao binéria.

(b) Em que sentido isso ¢ analogo a uma Analise de Componentes Principais
(PCA)?

2. O capitulo apresenta também uma abordagem que minimiza um erro definido
diretamente no pardmetro de energia a,, da mistura (norma da energia), em
vez da norma de Frobenius.

(a) Explique conceitualmente por que isso pode gerar aproximagoes “mais
fisicas”.
(b) Comente um possivel custo computacional adicional dessa escolha.
3. Construa uma tabela conceitual comparando “Redugao Espectral (norma de
Frobenius)” vs. “Redugdo na Norma da Energia”™
e Qual grandeza é minimizada?
e Que informacao fisica entra como peso?
e Qual tende a ser mais estavel numericamente?

e Qual tende a reproduzir melhor pressoes de orvalho em misturas reais?
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Capitulo 12

Resultados e Conclusao

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos para o célculo do equilibrio de
fases. Em seguida apresenta-se a conclusao, trazendo reflexdes sobre toda a meto-
dologia utilizada e as perspectivas para trabalhos futuros.

12.1 Aplicacao e Resultados

Nesta segao apresentam-se os resultados obtidos para o calculo do equilibrio de
fases usando os algoritmos descritos ma Segéo 3.6 e no Capituloll, implementados
em linguagem Scilab 5.5, denotados nas tabelas e graficos apresentados na segdo a
seguir por Classico, NF e NE, respectivamente.

As misturas consideradas neste livro sao denotadas por MHAS5 e MI, com 6 e 10
componentes, respectivamente. As tabelas 12.1 e 12.2, apresentam as propriedades
dessas misturas. Esses dados sdao obtidos experimentalmente e os parametros cc, —;
sao os coeficientes de interagdo binaria do componente C; com os componentes j
da mistura, para j = 1,..., N. (This is just the previous ci;).

Tabela 12.1: Propriedades da mistura MHAS5.

Componente  z; T.:(K) Pei(bar)  w; ccy—j
C1 0 191.1 46.393 0.013

Co 0.3977  305.6 48.926 0.105 0

Cs3 0.2926  370.0 42.544 0.152 0

nCy 0.1997  425.2 37.986 0.201 0.009770
nCs 0.0713  469.6 33.731 0.252 0.011852
Cs 0.0369  507.7 30.287 0.290 0.013934
Cr 0 549.471  32.191 0.3178  0.016016
Cg 0 565.267  30.332 0.3428  0.018098

Uma familia de métodos de reducao é obtida relaxando a aproximacao de C'
na norma Frobenius e na norma da energia, respectivamente. Especificamente, ao
deixar € variar na equacao 11.1.1 obtém-se os métodos denotados por r-Reducao
com r = 3,2 e 1 autovalores, respectivamente. Claramente, uma redugdo maior de
r implica uma redugao mais forte.

Os autovalores e autovetores para as misturas consideradas sao calculados e
apresentados nas tabelas 12.4 e 12.5. Para a mistura MHAS5 calcula-se autovalores
maiores que 107%, obtendo-se trés autovalores, Ai, Ay e A3 e seus respectivos auto-
vetores vi, vy € V3, veja a tabela 12.4. Isso é aplicado para a abordagem usando a
norma de Frobenius, denotada por NF| e para a outra usando a norma da energia,
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Tabela 12.2: Propriedades da mistura MI.

Componente  z; T.i(K) P.bar) w; ccy—j
[ 0.35 190.55 45.99 0.011 -

C 0.03  305.33 48.71 0.099 0

C3 0.04 369.85 42.47 0.152 0

Cy 0.06 425.25 37.92 0.199 0.020
Cs 0.04 469.80 33.75 0.251  0.020
Cs 0.03  507.90 30.35 0.299 0.025
Cr 0.05 540.15 27.35 0.350  0.025
Cs 0.05 568.95 24.90 0.397 0.035
Cho 0.30 617.65 21.05 0.490 0.045
Cha 0.05 693.00 16.10 0.654 0.045

denotada por NE. Se adotar-se uma tolerancia igual a 1072, obtém-se autovalores,
A1 € Ag, e com € = 107! somente um autovalor é calculado. Um anélise similar é
feita para a mistura MI, usando trés tolerancias 109, 0.03 e 0.08.

Tabela 12.3: Tempo de processamento (em segundos) para as misturas MHAS e MI

Mistura Meétodo Ntmero de Tempo (s) Ntmero de
autovalores r equagdes
Classico 27.55 N=6
3-Reducao 3 21.38 r+2=5
2-Redugdo 2 14.88 r+2=4
MHAS5-NF 1-Reducao 1 12.71 r+2=3
3-Redugao 3 19.20 r+2=5
2-Redugao 2 14.77 r4+2=4
MHAS-NE | poducio 1 11.33 r+2=3
Classico - 139.61 N =10
3-Reducao 3 74.86 r+2=5
2-Redugdo 2 59.70 r+2=4
MI-NF 1-Reducgdo 1 47.78 r+2=3
3-Reducao 3 71.02 r+2=5
2-Redugdo 2 56.73 r+2=4
MI-NE 1-Reducgdo 1 43.97 r+2=3

Tabela 12.4: MHAS5: autovalores maiores que 1076 e autovetores.
1 2 3 4 5

Vi 0.44529 0.44848 0.44761 0.44742 0.44724 A1 4.98580
vy  —0.79973  —0.17489  0.23617 0.32377 0.41136 A2 0.01900

MHASNE 00 040265 084335 002593  —0.14825 —0.32244 s  —0.00481
1 2 3 1 5

vi 044520 044848 044761  0.44742 044724 X;  4.98580

MHASNE V2 079973 —0.17480  0.23619  0.32375  0.41136 Ay 0.01900

vz  —0.40266 0.84335 0.02594 —0.14824 —0.32244 A3  —0.00481

Escolhe-se o intervalo de T' como [350;390] para a mistura MHA 5 e [500; 565]
para a mistura MI.

Os valores de pressao obtidos para cada temperatura na faixa escolhida geram o
diagrama pressao-temperatura, ie, as curvas de orvalho mostradas nas figuras 12.1
(a), 12.2 (a), 12.3 (a), 12.4 (a), 12.5 (a) e 12.6 (a).

Uma parte ampliada desses diagramas ¢ apresentada nas figuras 12.1 (b), 12.2
(b), 12.3 (b), 12.4 (b), 12.5 (b) e 12.6 (b) onde observamos a proximidade das curvas
de ponto de orvalho obtidas por todos os métodos de redugdo de r (r = 3,2,1) e
pelo método classico. Além disso, na figura 12.7 pode-se observar a proximidade
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Tabela 12.5: MI:
1
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autovalores maiores que 107¢ e autovetores.

2 3 4 5 6
Vi 0.31074 0.31757 0.31757 0.31695 0.31695 0.31679
MLNF | V2 —0.80423 | —0.18402 | —0.18402 0.04364 0.04364 0.10056
v3 | —0.50659 0.48693 0.48693 0.12512 0.12512 0.03467
7 8 9 10
Vi 0.31679 0.31648 0.31617 0.31617 A1 9.95735
MLNF | V2 0.10056 0.21439 0.32823 0.32823 A2 0.07065
V3 0.03467 —0.14623 | —0.32714 | —0.32714 A3 —0.02800
1 2 3 4 5 6
Vi 0.31074 0.31757 0.31757 0.31695 0.31695 0.31679
MLNE | V2 —0.80423 | —0.18402 | —0.18402 0.04364 0.04364 0.10056
vz | —0.50659 0.48693 0.48693 0.12512 0.12512 0.03467
7 8 9 10
Vi 0.31679 0.31648 0.31617 0.31617 A1 9.95735
MLNE | V2 0.10056 0.21439 0.32823 0.32823 A2 0.07065
V3 0.03467 —0.14623 | —0.32714 | —0.32714 A3 —0.02800

Mistura MHAS: 1-Redugéo

Mistura MHAS: 1-Redugao

Pressao (KPa)

— == 1-Redugio- NF
— == 1-Redugao - NE

Ciassico 25404

25354

230
2525 e
25204 o=

25154 =

Pressao (KPa)

w109 _ =

2505

25004

295

3 355 %0 365 E a7
Temperatura (K)

30 35 39 37055 7060 37065 3070 37075 37080

Temperatura (K)

Figura 12.1: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MHAS com 1-Redugao
para todas as abordagens. b) Por¢ao aumentada da curva de ponto de orvalho para
a mistura MHA5 para o método 1-Redugao.

das curvas em relagao a considerar menos autovalores para essas misturas utilizadas.
O resultado para apenas um autovalor é muito proximo do resultado obtido pelo
método classico, mesmo aplicando uma redugao maior.

Mistura MHAS: 2-Redugéo

Mistura MHAS: 2-Redugéo

Ciassico Classico
2-Redugao - NF a1 - 2-Redugao - NF
2-Redugéo - NE —— = 2-Redugéo - NE

370

369

368

367

Pressdo (KPa)

366

365

e

3 55 30 65 a1 375

Temperatura (K)

3631

380 385 390 38385 38390 38395 38400 38405 38410

Temperatura (K)

Figura 12.2: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MHAS com 2-Redugao
para todas as abordagens. b) Porgao aumentada da curva de ponto de orvalho para
a mistura MHA5 para o método 2-Redugao.
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Figura 12.3: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MHA5 com 3-Redugao
para todas as abordagens. b) Por¢ao aumentada da curva de ponto de orvalho para
a mistura MHAS para o método 3-Reducao.
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Figura 12.4: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MI com 1-Redugao para
todas as abordagens. b) Porgdo aumentada da curva de ponto de orvalho para a

mistura MI para o método de 1-Redugao.
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Figura 12.5: a)Curva de ponto de orvalho para a mistura MI com 2-Redugao para
todos os abordadores. b) Por¢do aumentada da curva de ponto de orvalho para a

mistura MI para o método 2-Redugao.

A comparacao entre o tempo de processamento dos métodos de redugao e o
método cléssico, para as misturas mencionadas acima, estd registrada na tabela
12.3. Esta tabela mostra que o método de redugao é mais eficiente que o método
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Mistura Mi: 3-Redugao
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Figura 12.6: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MI com 3-Redugdo para
todas as abordagens. b) Por¢ao aumentada da curva de ponto de orvalho para a
mistura MI para o método de 3-Redugao
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Figura 12.7: a) Curva de ponto de orvalho para a mistura MHAS para o método de
n-Redugdo com n=1,2,3 usando a norma de energia. b) Curva de ponto de orvalho
para a mistura MI para o método de n-Redugao com n=1,2,3 usando a norma de
energia.

classico em relagao ao tempo de processamento para o calculo do equilibrio da curva
de orvalho quando a temperatura varia.

E importante ressaltar que a reducdo no tempo de computacao nio atrapalha a
determinagao da curva do ponto de orvalho.

O erro percentual da reducao é calculado de acordo com a seguinte expressao:

PRedugﬁo - PCléssico
erro = |————————

% 100. (12.1.1)

PCléssico

e sao apresentados na figura 12.8. Esses ntimeros mostram que os erros percentuais
sao bastante pequenos em todos os casos de redugao considerados nas duas misturas.
No entanto, é claro que, para a mistura MHAS, o comportamento do erro percentual,
embora pequeno, é muito diferente quando apenas 1 autovalor sdo considerados e
o melhor resultado é obtido quando é considerado 2 autovalores, como mostra a
figura 12.8(a).

Além disso, para a mistura de MI, mesmo que o erro seja pequeno em todos
os métodos de redugao, fica claro que a aproximagao é muito melhor quando 3
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Figura 12.8: a) Erro percentual no célculo da pressdo para a mistura MHAS5, utili-
zando o método r-Redugdo com r = 1,2,3. b) Erro percentual no calculo da pressao
para a mistura MI, utilizando o método r-Redugao com r = 1,2, 3.

autovalores sao considerados em vez de 1 ou 2, usando a norma de energia, como
mostra a figura 12.8 (b).

No entanto, se a eficiéncia é a maior preocupagao, uma vez que todos os métodos
tém boa precisao, a tabela 12.3 mostra que o método de redugao de 1 usando a
norma Frobenius para a mistura MHA 5 reduz o tempo de computagao para menos
de 50 por cento do tempo exigido pelo método classico e aproximadamente 34 por
cento do tempo exigido pelo método classico na mistura MI. Por outro lado, usando
a norma de energia, mostra que o método de redugao de 1 para a mistura MHAS
reduz o tempo de computagao para menos de 41 por cento do tempo necessario e
aproximadamente 31 por cento do tempo exigido pelo método classico na mistura
MI.

Finalmente, as composigoes das fases incipientes estdo prontamente disponiveis
apOs a convergéncia do método numeérico empregado na técnica de redugdo. A
composigao liquida ¢ estimada pela 52 etapa do Algoritmo 3.2, na Secao 11.1.1, para
a norma de Frobenius, e pela 142 etapa do Algoritmo 4.1, da Segao 11.2.1, para a
norma da Energia. Os resultados para as misturas MHA 5 e MI sao apresentados
nas tabelas 12.6 e 12.7, respectivamente. E possivel observar que os resultados se
aproximam bastante das composigoes obtidas pelo método cléssico.

Tabela 12.6: Entradas do vetor composic¢ao do liquido x para a mistura MHASH
x1 X9 x3 x4 x5
Classico 0.25147 | 0.26776 | 0.25932 | 0.12930 | 0.09212
3-Redugao | 0.25079 | 0.26752 | 0.25954 | 0.12963 | 0.09250
MHAS5-NF | 2-Redugao | 0.25058 | 0.26771 | 0.25956 | 0.12963 | 0.09249
1-Reducao | 0.25088 | 0.26781 | 0.25944 | 0.12950 | 0.09235
xr xr2 xr3 g x5
Classico 0.25147 | 0.26776 | 0.25932 | 0.12930 | 0.09212
3-Redugao | 0.25079 | 0.26752 | 0.25954 | 0.12963 | 0.09250
MHAS5-NE | 2-Redugdo | 0.25149 | 0.26777 | 0.25933 | 0.12932 | 0.09205
1-Reducao | 0.25294 | 0.26779 | 0.25882 | 0.12860 | 0.09184

Em ambas as misturas, as redugbes preservam a acuracia das pressoes de or-
valho em relagao ao método cléssico, enquanto reduzem substancialmente o custo
computacional (Tabela 12.3). Resultados adicionais, de carater mais interpretativo
e diretrizes para desdobramentos, sao discutidos na proxima secao.



Conclusao 127

Tabela 12.7: Entradas do vetor composi¢ao do liquido x para a mistura MI
T X9 x3 x4 x5
Classico 0.05820 0.00735 | 0.01290 | 0.02546 | 0.02190
3-Redugdo | 0.058102 | 0.00734 | 0.01288 | 0.02543 | 0.02188
MI-NF | 2-Redugao 0.05616 0.00706 | 0.01241 | 0.02471 | 0.02131
1-Redugao 0.06294 0.00776 | 0.01354 | 0.02647 | 0.02264
6 x7 g Tg 10
Classico 0.02106 0.04458 | 0.05646 | 0.53635 | 0.21569
3-Redugao 0.02105 0.04456 | 0.05645 | 0.53640 | 0.21587
MI-NF | 2-Reducao 0.02059 0.04370 | 0.05586 | 0.53832 | 0.21983
1-Redugao 0.02161 0.04549 | 0.05707 | 0.53318 | 0.20924
T X9 x3 x4 x5
Classico 0.05820 0.00735 | 0.01290 | 0.02546 | 0.02190
3-Redugao 0.05810 0.00734 | 0.01288 | 0.02543 | 0.02188
MI-NE | 2-Redugao 0.05664 0.00716 | 0.01253 | 0.02491 | 0.02155
1-Reducao 0.06053 0.00749 | 0.01325 | 0.02574 | 0.02214
6 x7 g Tg9 10
Classico 0.02106 0.04458 | 0.05646 | 0.53635 | 0.21569
3-Reducgao 0.02105 0.04456 | 0.05645 | 0.53640 | 0.21587
MI-NE | 2-Reducao 0.02072 0.04374 | 0.05611 | 0.53763 | 0.21898
1-Redugao 0.02157 0.04542 | 0.05700 | 0.53296 | 0.20945

12.2 Conclusao

Neste livro determinou-se lugares geométricos de pontos de orvalho para as misturas-
teste MHAS e MI, empregando-se uma metodologia de técnica de redugao acoplada
ao método de evolugao diferencial. O objetivo central foi diminuir a dimensionali-
dade do problema resolvendo um conjunto menor de equacoes algébricas nao linea-
res no calculo do equilibrio liquido—vapor, sem perda material de acuracia quando
comparado ao método classico (isofugacidades) e a abordagens baseadas em SVD.

Para todas as misturas-testes consideradas, a dimensionalidade do problema é
reduzida; no entanto, esta redugao parece ser mais vantajosa para o caso de misturas
com mais componentes. Quanto maior o ntumero de componentes, mais eficiente o
método proposto devera ser, em termos de tempo de computacao.

Percebe-se também que o método se mostra bastante eficiente quando uma re-
dugao maior no posto da matriz C* é aplicada, considerando um ntimero menor de
autovalores e, seus respectivos autovetores, e isso também é mais vantajoso quando
utiliza-se uma mistura com nimero maior de componentes.

Além de permitir que a dimensionalidade do problema seja reduzida, o método
ED garante a manutencao da acuracia dos resultados. Mesmo desprezando-se um
ou mais autovalores nao nulos, as pressoes de orvalho ficaram proximas aquelas
produzidas com a metodologia classica e superaram o SVD.

Embora as composigoes das fases incipientes nao tenham sido apresentadas, elas

estdo imediatamente disponiveis ap6s a convergéncia do método numérico (NRM)
empregado na técnica de reducao.

As redugoes nos tempos de computagdo podem ser extremamente significativas
em problemas de escoamento com mudanga de fases ou na simulagao/projeto/otimizagao
de separadores (por exemplo, colunas de destilagao).

Esses achados colocam a técnica de redugao como alternativa eficiente para
problemas praticos de escoamento com mudanga de fase e no projeto/otimizagao de
separadores (por exemplo, colunas de destilagdo), entre outras aplicagoes.
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Perspectivas de trabalho futuro. Para orientar investigagoes subsequentes,
destacam-se as seguintes linhas:

Estudar outras misturas com nimero maior de componentes, avaliando a ro-
bustez da escolha de r sob diferentes familias de fluidos.

Otimizar os codigos em Scilab (e/ou portar para C/C-+-+/Python), explo-
rando paralelismo e vectorization.

Gerar diagramas completos (P—T), incluindo a regido retrograda da curva de
pontos de orvalho e a curva de pontos de bolha.

Testar cenarios com coeficientes de interagao binaria todos nao nulos e analisar
sensibilidade as incertezas desses parametros.
Incorporar a metodologia em um simulador simplificado de colunas de desti-

lagao para estudos de caso integrados.

Investigar e comparar outras estratégias de redugao aplicaveis a este tipo de
problema (ex., truncamentos alternativos, projegoes energéticas, variantes de
posto menor).

Explorar aplicagoes em outras areas em que a estrutura matemaética seja ané-
loga.

Nota sobre a literatura. Em comparagdo com contribuigdes anteriores (ex., [2]),
este livro detalha o formalismo matematico, a dedugdo das equagdes e o passo a
passo dos algoritmos, oferecendo um roteiro didatico para implementagao e extensao
por leitores interessados.
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