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Prefacio

Por intermédio de equagoes diferenciais ordinérias é possivel construir
relagoes entre grandezas e suas respectivas variagoes em relagao a um
parametro independente (e.g. o tempo). Obter tais relagbes ¢ uma
tarefa de modelagem matemaética e esta fora do escopo destas notas.
Aqui, partimos diretamente de modelos matematicos ja estabelecidos,
representados por equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
com valor inicial. A partir das equacoes discretizadas, estudamos os
erros de discretizagao local e global, a consisténcia de tais discretizagoes
com o modelo matematico, sua estabilidade e a convergéncia da solugao
numérica para a solugao exata do problema colocado.

Pressupomos que o estudante saiba programar em alguma lingua-
gem de alto nivel aprendida em uma disciplina introdutoéria de pro-
gramagao cientifica, que tenha conhecimentos de céalculo diferencial e
integral, algebra linear e equagoes diferenciais ordinarias. Para uma
“leitura suave” dos temas abordados, recomendamos fortemente revi-
soes prévias de alguns resultados tedricos tais como o desenvolvimento
em série de Taylor de uma fungdo de uma e de varias variaveis, e dos
teoremas do confronto e do valor médio (GUIDORIZZI, 2018). Os
conceitos de limite e de convergéncia sao fundamentais. Para auxiliar
a revisao, fornecemos suplementos teéricos com indicagoes de estudos
complementares aos temas principais. Na maneira como conduzimos o
texto, ha uma grande influéncia de excelentes livros na tematica abor-
dada, como o de Lambert (1973), e de outros, de carater mais geral,
como os de Burden e Faires (2015), Stoer e Bulirsch (1992), Schwarz
(1989), dentre muitos outros.

Este texto compreende parte das notas de aula revisadas da dis-
ciplina Tratamento Numérico de Equacées Diferenciais, oferecida pelo
Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo
(IME-USP) em seus programas de Verao, tendo como publico alvo pos-
graduandos em Mateméatica Aplicada. No entanto, ndo é incomum
estudantes de iniciagao cientifica cursarem a disciplina devido a abor-
dagem aplicada dada ao tema. Além disso, ao longo dos anos, o texto
original mostrou-se um excelente material de apoio a outras disciplinas
do IME-USP que abordam métodos numéricos computacionais.

xi
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Esperamos que o presente texto possa auxiliar os estudantes em
sua jornada pela busca das aproximagoes das solugoes das equacgoes
diferenciais ordinarias, mas que também propicie um olhar ampliado
sobre as questoes que envolvem aproximagdes numéricas em geral.

Bons estudos!

Sao Paulo, 13 de abril de 2026.

Alexandre, Joyce e Rudi.



Capitulo 1

Modelo matematico: solucoes
exata e aproximada

Iniciamos este texto descrevendo um problema real que pode ser mo-
delado por um sistema de equagoes diferenciais ordinérias com condi-
gOes iniciais: a dindmica do sistema regulatorio glicose-insulina (BOU-
TAYEB; CHETOUANI, 2006) (Segao 1.1). Na sequéncia, apresenta-
mos o Problema de Cauchy, a base teérica que garante a existéncia e
unicidade de sua solugao e alguns métodos numéricos para obter uma
aproximagao desta solugao (Segoes 1.2 e 1.3, respectivamente).

Destacamos que a derivada de uma funcao y(¢) em relagio a ¢ sera
denotada neste texto por

Sut) o (1) on (o),

com leve preferéncia pela ultima, mas tendo todas elas o mesmo sig-
nificado matematico. Derivadas de ordem mais alta, por exemplo de
ordem m, denotaremos por

dm

7= (t) ou y('")(t).

Encerramos o Capitulo 1 com exercicios resolvidos na Segdo 1.4,
exercicios propostos na Se¢do 1.5, um suplemento tedrico para refe-
réncia rapida dos principais resultados usados na Sec¢ao 1.6 e notas
biograficas na Secao 1.7.

1.1 Modelagem da dindmica da glicose-insulina
A glicose, principal fonte de energia do corpo humano, é um tipo de

agucar cuja concentracao sanguinea deve estar entre 70 e 99 mg/dl em
individuos com condigbes de saiude adequadas. O aumento do agucar
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no sangue ativa um mecanismo de controle que libera a insulina, um
horménio produzido pelo pancreas, para que a concentracao da glicose
retorne ao intervalo de normalidade. O mal funcionamento do pancreas
altera esse sistema regulatério glicose-insulina e o individuo passa a ter
niveis muito elevados de glicose no sangue (hiperglicemia), sendo diag-
nosticado com diabetes mellitus. Existem dois tipos de diabetes: o Tipo
I ou juvenil, quando a pessoa nao produz nenhuma insulina e é total-
mente insulino-dependente, e o Tipo II, mais comum em adultos. Os
sintomas sao iguais para os dois tipos: sede excessiva, exacerbada pro-
dugao urinéria, desidratagao, cansaco e perda de peso. O diagnostico é
feito pelo Teste de Tolerancia a Glicose (GTT).

O controle da concentracao de glicose no sangue é imprescindivel
para evitar ou retardar ao maximo a evolucao da doenca, a qual com-
promete a microcirculagao e pode desencadear retinopatia, neuropatia
e nefropatia, dentre outras complicagdes. Estudos mostram que a libe-
racao da insulina pelo pancreas ocorre em diferentes escalas de tempo,
pois o consumo da glicose pelo corpo depende de intimeros fatores, tais
como intensidade e regularidade de exericios fisicos, nimero de refei-
¢oes, composicao e quantidade dos alimentos ingeridos e individuali-
dades metabdlicas, apenas para citar alguns. Em resumo, todos esses
fatores interferem no consumo de glicose e, consequentemente, na quan-
tidade de insulina que sera liberada para que a concentracao de glicose
retorne ao equilibrio (RAW, 2006).

Véarios modelos matematicos foram desenvolvidos para representar
a dindmica do sistema regulatorio glicose-insulina. Segundo Bergman
(2003) e Makroglou, Li e Kuang (2006), um modelo que representa bem
o fendémeno e contém um nimero pequeno de parametros é dado pelo
sistema de equagdes diferenciais ordinarias

%G(t) = — b+ XB]G(t) + biGy,
%X(t) = b X(t) + bs[I(t) — T,], (1.1.1)
d

710 = blG() - bs| "t — b6 [I(t) — L],

com condigdes iniciais G(0) = by, X(0) =0 e I(0) = by + I;;, nas quais
G(t) e I(t) representam a concentracdo de glicose e insulina no sangue,
respectivamente, e X (¢) é uma fungéo auxiliar que modela o tempo de
retardo do consumo da insulina em relagao & quantidade de glicose:

G(t) — b5, se G(t) > bs
0, caso contrario

60 -0 = {
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A condi¢do inicial by, os parametros b;, i = 1,2,...,7 em (1.1.1), os
valores basais de glicose, Gy, e de insulina, I, sao constantes positivas.
Detalhar o processo de modelagem matemaética estda fora do escopo
desse texto, mas é importante ter em mente as aproximagoes envolvidas
e o que estamos calculando ao aplicar um método numeérico.

O modelo mateméatico é uma aproximagao do problema real. Em
geral, quanto mais o modelo matematico se aproxima do fenémeno real
maior serd a quantidade de varidveis e de parametros, aumentando
a complexidade do mesmo e diminuindo as chances de se obter uma
solugao exata em forma fechada, “explicita”. Quando isso acontece,
recorremos a aproximagoes da solugdo exata obtidas por métodos se-
mianaliticos ou numéricos. Mesmo no caso de problemas integraveis,
usamos frequentemente aproximagoes numéricas da solu¢ao para simu-
lar, “testar”, diferentes cenarios ou ajustar os valores dos parametros,
comumente estimados por observagoes do fendmeno em estudo. Salien-
tamos que uma aproximac¢dao numérica € uma solucao aprorimada da
solugdo exata do modelo matemdtico proposto e que, portanto, é im-
prescindivel fazer um controle rigoroso da magnitude do erro cometido
nessa aproximacao. Dessa maneira, ao mantermos a “coeréncia’ entre
a aproximacao numeérica e a solu¢ao exata desse modelo, teremos a cer-
teza de que, a menos de um erro que podemos estimar, uma representa
qualitativamente “bem” a outra.

O modelo (1.1.1) & aceito como uma boa aproximagao mas, ainda
assim, estd longe de representar a complexidade do conhecimento que
a area médica possui sobre essa dindmica. No entanto, em uma abor-
dagem preliminar, vamos utilizar um modelo ainda mais simples para
representar a dindmica de apenas algumas varidveis de estado durante
o teste GTT. Consideremos G(t) e I(t) fungdes derivaveis em um inter-
valo [0; T as quais representam, como anteriormente, as concentragoes
de glicose e insulina no sangue no instante de tempo t. O intervalo
[0; T define o tempo de duragao do teste que tem inicio em ¢t = 0, ap6s
12 horas de jejum, com a tomada das medidas de G(0) e I(0). O teste
inicia com uma dose de glicose administrada ao paciente e os valores
G(t) e I(t) sdo medidos em varios momentos até o término do teste
em t =T, que dura aproximadamente 5 horas. Adotaremos o modelo
simplificado (1.1.2)-(1.1.3) para descrever a dinamica entre G(t) e I(t):

d
d
SH0) = +hG(H) — k(1) (1.1.3)

com condigdes iniciais G(0) = Gy e I(0) = Iy, t € [0;T], em que k;,
1 <1 <4, sao constantes positivas.
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Em (1.1.2), o primeiro termo indica que apos a ingestao de Gy, e o
consequente aumento de concentragao, ocorrera uma reducao de glicose
por sua absor¢ao nos tecidos e armazenamento no figado. O segundo
termo indica a ativagao do mecanismo de produgao de insulina, for-
gando o decréscimo da concentragdo de glicose no sangue. Em (1.1.3),
o primeiro termo indica o aumento da secre¢ao de insulina na corrente
sanguinea, ativada pelo aumento da glicose, e o segundo termo indica
uma redugao da concentragao de insulina pela diminui¢ao da concen-
tragao de glicose.

Podemos apresentar essa dindmica glicose-insulina de uma outra
forma, ainda por intermédio de uma equacao diferencial ordinaria li-
near homogénea de segunda ordem. Para obter esta equagao, elimi-
namos uma das varidveis do modelo matematico derivando (1.1.2) e
substituindo a derivada de I(t) dada por (1.1.3). Obtemos assim uma
equagao diferencial homogénea de segunda ordem na variavel de estado

G(1),
d2
dt?
ky + ky

G(t) + Qa%G(t) +w?G(t) = 0, (1.1.4)

em que o = e w? = kyiks+koks sdo parametros a serem determi-

nados com o auxilio das medidas efetuadas no teste GTT. Nesse caso,

as condigdes iniciais passam a ser dadas por G(0) = Gy e %G(O) = G,

d
em que G(0) e —G(0) sdo, respectivamente, a concentragao de glicose

no inicio do teste e a velocidade com que tal concentragao se modifica.

A sequéncia de substitui¢oes que utilizamos para obter uma tunica
equagao para determinar a glicose ao longo do tempo, (1.1.4), exem-
plifica como reescrever um sistema de m > 1 equagoes diferenciais or-
dinérias de primeira ordem como uma equacao diferencial ordinaria de
m-ésima ordem. No caminho inverso, uma equagao diferencial ordinéria
de ordem m

y ™ () = f(ty),y V), yP ), ..y O®),

com m condicdes iniciais y(to), ¥ (o), ¥ (to), . .., y™ V(ty), pode ser
reescrita como um sistema de m equacgoes diferenciais de primera or-
dem. Com esse fim, introduzimos varidveis auxiliares yi, %o, - - ., Ym,

com y1(t) = y(t):

y;n(t) = f(ylay27 s 7ym71)7
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e obtemos um sistema de m equagdes diferenciais de primeira ordem
cujas condicbes iniciais sao dadas por yy(to) = y(to), y2(te) = vy (o),
o Ym(to) = y ™Y (t).

Exemplo 1.1. Para reescrever a equacgao diferencial de sequnda ordem

d? d d
Y +25y() = 3y(t) = 0,1 > 0, y(0) = k1, —y(0) = ky, (1.1.5)
como um sistema de duas equagoes diferenciais ordindrias de primeira

ordem, introduzimos as notagoes

i) =yt), wut) = %yl(m (1.1.6)

e substituimos (1.1.6) e suas derivadas em (1.1.5), obtendo assim o
sistema de equagoes diferenciais

{ yi(t) = ya(2)
Yo(t) = —2ya(t) + 3y (t)

cugas condigoes iniciais sao y1(0) = k1 e y2(0) = k.

A teoria sobre equacoes diferenciais ordinarias é vasta e sua aborda-
gem esta fora do escopo desse texto. Entretanto, um resultado particu-
larmente importante do ponto de vista do tratamento numérico destas
equagoes serd abordado. Ilustraremos, em um cenario simplificado, os
teoremas de existéncia e unicidade da solucao e de sua continuidade e
diferenciabilidade em relagao as condigoes iniciais (BOYCE; DIPRIMA,
2020; DOERING; LOPES, 2016; SOTOMAYOR, 1979). E importante
destacar que, apesar de apresentados em um contexto mais simples, os
resultados teodricos e os métodos numéricos abordados neste texto sao
véalidos para uma ou um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem.

Para melhor compreender o que vem a seguir, sugerimos uma revisao
de topicos estudados em calculo diferencial e integral tais como o estudo
de fungoes, o Teorema do Valor Médio e a aproximagao de uma funcao
pelo polinémio de Taylor. Relembrar os teoremas de equagoes diferen-
ciais ordinarias e técnicas para obtengao de solugbes exatas também
serao de grande ajuda. Eventualmente, alguns desses resultados serao
incluidos em suplementos teéricos ou em exemplos, mas nosso objetivo
nao é cobrir toda a base necessaria. Aconselhamos o estudante a reser-
var um livro de céalculo diferencial e integral e um outro sobre a teoria
bésica de equagoes diferenciais ordinarias para serem seus companhei-
ros nesta jornada. A seguir iniciaremos nosso estudo com a definicao do
problema abstrato que sera tratado neste texto, denominado Problema
de Cauchy ou problema de valor inicial.
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1.2 Problema de Cauchy

Defini¢do 1.1 (Problema de Cauchy). Chamamos de Problema de
Cauchy ou problema de valor inicial, uma unica equagdo ou um sis-
tema de m equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem com m
condigoes iniciais (BUTCHER, 2003; FIGUEIREDO; NEVES, 2018;
LAMBERT, 1973; SOTOMAYOR, 1979)

Dy = ftom). to<t<T gy =w (127

Quando escrevemos o Problema de Cauchy como em (1.2.7), dizemos
que ele estd em sua forma diferencial. No modelo glicose-insulina, o
Problema de Cauchy dado pelas equagoes (1.1.2)-(1.1.3) é um sistema
bidimensional (m = 2) com

_ _ | A@G@), 1) | _
Flapt0) = 166,60, 10) = | 15010 | =
o qual tem condigdes iniciais dadas por G(0) e I(0). Note que usamos
a mesma notagao indistintamente, independentemente do nimero de
variaveis de estado.

kG (t) — koI (t)
FhsG(t) — kaI(t) |

O Teorema de Existéncia e Unicidade fornece condigoes suficien-
tes para garantir que a solucao da equagao diferencial ordinaria (1.2.7)
exista e seja tnica (BUTCHER, 2003). Tal teorema ¢ valido para sis-
temas de m equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade). Considere o Problema de Cau-
chy (1.2.7) para o qual f : [to; T] x R™ — R™ ¢é continua em t e satisfaz
a condi¢ao de Lipschitz em y. Nessas condigoes, sua solugdo existe e €
unica.

Lembramos que uma fungao f(t,y) satisfaz a condigéo de Lipschitz
se, e somente se, existe uma constante L > 0 tal que

F (& y1) = £ w2)ll < Lllys — w2l (1.2.8)

para quaisquer par de pontos (¢,y1) € (¢,y2) em © C RxR™, sendo || - ||
uma norma do R™. Denominamos L constante de Lipschitz.

Mesmo quando os modelos mateméticos sao dados por fungoes f
que satisfazem as condi¢oes do Teorema 1.1, garantindo a existéncia
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e unicidade da solugao exata, comumente nao sabemos explicitar tal
solugao, inclusive nos casos para os quais conseguimos determinar uma
constante de Lipschitz L.

Exemplo 1.2. (BURDEN; FAIRES, 2015) Podemos obter para a
fungao
fty) =tlyl, (ty) e Q=[12] xR,

uma desigualdade como em (1.2.8):

£ yn) = (8 y) ] = 1] Hyal =ty [ = (8] 1 yal = lv2l [| < 2[ly2 = o]

Logo, como f(t,y) satisfaz a Condi¢ao de Lipschitz com constante
L = 2 no dominio de definicao dado, podemos afirmar que existe e €
unica a solugcdo do problema de valor inicial.

Se integrarmos (1.2.7), usando o Teorema Fundamental do Célculo
(Teorema 1.5, Segdo 1.6), obtemos a forma integral do Problema de
Cauchy

y(t) — y(to) = / F(s,4(s))ds. (12.9)

Note que se a fungao f(t,y) for continua em seus argumentos, as formas
diferencial e integral s@o equivalentes.

Em alguns casos, a solugao exata pode ser obtida em forma fechada
por algumas técnicas de integragao tais como separacao de varidveis e
o uso de fatores de integra¢ao. Contudo, sdo pouquissimas as equagoes
para as quais tais técnicas sao efetivas.

Exemplo 1.3. Vamos determinar a solug¢ao em forma fechada da equa-

¢ao diferencial ordindria linear de primeira ordem homogénea

d
Usando a técnica de separagdo de varidveis, temos que

d 1 d 1 d

—y(t) = 3ty(¢ ——y(t) =3¢ ——y(t)dt = tdt

G0 = 319(0) <= = yt0) =3t o= [ s T = [ stat
do que resulta

3
Inly(t)| = 5752 + Oy = y(t) = C /2. (1.2.10)

Impondo a condi¢ao inicial em (1.2.10), obtemos C =1 e a solugdo
exata assume a forma

y(t) = 72
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Encontramos a demonstragao do Teorema 1.1 em livros sobre a teo-
ria de equagoes diferenciais ordinarias (e.g. (SOTOMAYOR, 1979)).
Entretanto, pelo seu carater educativo e construtivo, vamos demons-
trar esse resultado em uma situagao particular tratada pelo Teorema de
Picard usando resultados de anélise matematica envolvendo a conver-
géncia uniforme de sequéncias de fungoes, Teoremas 1.2 e 1.3 (BUCK,
2004).

Teorema 1.2 (Teste de Weierstrass). Dada a sequéncia de fungdes
fn: X = R, seja > a, uma série convergente de nimeros reais a, > 0
tais que | f(2)| < an, para todo n € N e todo © € X. Nestas condigdes,
as séries Y | ful €D fn sao uniformemente convergentes.

Teorema 1.3 (Convergéncia uniforme de fungoes continuas). Seja X C
R. Se uma sequéncia de funcgoes f, : X — R converge uniformemente
para f : X — R e cada f, € continua no ponto a € X, entio f é
continua no ponto a.

Consideremos o ponto (tg,yo) € o conjunto compacto @ C R x R
dado por

Q=1,x By, emquel,=[ty—ajto+al e By=[yo—b;yo+0],
com a, b reais positivos. Seja f : {2 — R uma fungao nao nula, continua
em {2 e lipschitziana com respeito & segunda variavel, isto é, existe
L > 0 tal que

‘f(t7x)_f(tay)|§L|x_y‘a fE,yGB(N te[a‘

Nessas condigoes podemos enunciar o Teorema de Picard (DOE-
RING; LOPES, 2016; SOTOMAYOR, 1979).

Teorema 1.4 (Teorema de Picard). Existe uma tunica fungao ¢ : I, —
By, que resolve o Problema de Cauchy

Loty = fty(), tela ylto) = o, (L2.11)

ar’
em que I, [to — a;to + ] C I,, com o = min{a,b/M}, M =

t I, x By = Q.
(g;)agg{lf(vx)l}e X By,
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Demonstracao. Precisaremos de alguns resultados auxiliares. Inicial-
mente, mostraremos que se v for qualquer funcao continua de I, em
By (e.g. a fungao constante igual a yp), entao

() = yo + / f(s,0(s)) ds, €L,

é também uma fungao continua de I, em By,.

De fato, 9* esta bem definida em I, pois ¥ é continua de I, em
By, 0 que implica que f(t,1(t)) estd bem definida e é continua em 1, e,
portanto, integravel. Além disso, segue da definigao de 1* e do Teorema
Fundamental do Calculo (Teorema 1.6, Segao 1.6) que 1* é derivavel em
1, e, portanto, continua. Resta mostrarmos que ¢*(t) € By, qualquer
que seja t € I,. De fato, dado s € I, temos que ¥(s) € By, donde
(s,9(s)) € 2 e entao | f(s,¢(s))] < M. Assim, dado t € I,,

[ stsvna <| [ <| [ o

donde [¥*(t) — yo| < Ma < b, o que mostra que ¥*(t) € By,
A seguir, definimos uma sequéncia de aproximagoes sucessivas

[97(t) = yol = < <

= M|t — to,

t
¢0(t) = Yo, ¢n+1(t) = Yo +/ f(97 ¢n(g)) d57 te [ou n > 17 (1212>
to

em que ¢,, n = 0,1,..., s@o fungdes continuas definidas de I, em
By. Mostremos que a sequéncia de fungoes {¢, ey € uniformemente
convergente. Primeiramente, observe que

On(t) = ¢n(t) = dn-1(t) + dn1(t) = Pn—2(t) + -+ + ¢1(t) — Go(t) + o (t)

n—1

= Yo+ Z(¢k+l(t) — (), n>0,
k=0
e, assim, é equivalente mostrarmos que a série >, (41 — @x) é uni-
formemente convergente. O valor absoluto de cada termo dessa série é
limitado superiormente:

|Pps1(t) — o(t)] < bwa

Podemos mostrar esse fato, usando indugao finita sobre k. Para
k =0, temos

keN. (1.2.13)

|p1(t) — do(t)| = < < Ma <b,

/t F(s,y0) ds / (s, 90) ds

e a desigualdade € vdlida. Como hipdtese de indugdao, suporemos que
ela vale também para todo natural até k — 1, ou seja,

LI7Yt — ol
G-nt

9;(t) — @j—1(t)] < b j=1,2,... k-1
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Mostremos no passo de indu¢io que a desigualdade (1.2.13) vale
para j = k. Assim,

|pr+1(t) — i ()] <

) £ (s, 0 (5)) = f (s, P-1(s))| ds

|5 (5) — dr—1(s)| ds

Lk\tfto\’“
k!

<L

< /15 L|¢(s) — dprp—1(s)| ds

/ |s —to|F~1ds| =

Isso conclui a prova por indugao finita.
Decorre imediatamente de (1.2.13) que

LFa¥
0< |¢k+1(t)_¢k(t)| Sb ko keN? te[ow

e como o lado direito da desigualdade é o termo geral da série con-
vergente para bel®, pelo Teste de Weierstrass (Teorema 1.2), a série
> i (dr+1 — dr) converge uniformemente em I,. Das observacoes anteri-
ores, vemos que a seqliéncia {@, }neny também converge uniformemente
em I,, isto é, existe ¢ continua (Teorema 1.3) tal que
¢ = lim ¢,.
n—oo

Se fizermos n tender ao infinito na definicao da sequéncia de apro-
ximagoes (1.2.12), obtemos

w:%+[f@wmw

ou seja, ¢ ¢ uma solugao de (1.2.11).
Para demonstrar a unicidade da solugao, suponhamos que x : I, —
B, também satisfaga

w:%+1f@mmw

De maneira semelhante ao que fizemos anteriormente, podemos mos-
trar por indugao finita que

L’I’LTL
() = @n(®)] b=, neN, tel,.

Como o lado direito da desigualdade tende a zero & medida que n
tende ao infinito, independentemente do valor de t € I, a sequéncia
{®n}nen tende uniformemente a . Segue da unicidade do limite que
¢ =X. |
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Tao importante quanto saber quais as condigoes que garantem a
existéncia de uma tnica solugdo para o modelo matematico do pro-
blema ¢ saber quando pequenas perturbagoes do lado direito de (1.2.11),
dos pardametros ou das condi¢des iniciais, causardao necessariamente pe-
quenas perturbagoes na solugao exata do modelo inicial, ou seja,

— “Quando a solugdo exata dependerd de maneira continua de
perturbagoes introduzidas no modelo?”

A resposta a essa questao esta ligada & definicao de um problema
bem posto.

Defini¢ao 1.2 (Problema bem posto no sentido de Hadamard). Um
Problema de Cauchy € bem posto no sentido de Hadamard se, e somente
se, possuir solugdo unica e esta depender continuamente das condigoes
iniciais (e dos pardmetros).

Matematicamente, o problema sera bem posto (BURDEN; FAIRES,
2015) em um intervalo [ty; T] quando, em adigao a existéncia e unicidade
de solugao, existirem constantes positivas € e k tais que para qualquer
e, 0 < € < €, e para qualquer funcdo continua d(t), |6(t)| < e para
todo ¢ € [to; T, o problema de valor inicial “perturbado” associado

%Z(t) = f(t,z(t)) +8(t), to <t <T, z(to) = y(to) + (o),

admitir solugdo tnica z(t) satisfazendo
|2(t) —y(t)| < we, € to; T].

Podemos estender essas ideias para abranger dependéncia diferen-
cidvel das condigdes iniciais (e dos parametros) (BOYCE; DIPRIMA,
2020; DOERING; LOPES, 2016; SOTOMAYOR, 1979).

1.3 Discretizacao do Problema de Cauchy

Para a maioria das equagoes diferenciais nao sabemos como determinar
a solucdo em forma fechada. E possivel apenas aproximar a solucdo
por intermédio de métodos semi-analiticos ou numéricos.

Admitindo que tenhamos satisfeitas as hipoteses do Teorema de
Existéncia e Unicidade, podemos discretizar o modelo matemaético, isto
é, aproximar a equagao diferencial ordinaria por uma equagao algébrica
cuja solugao sera calculada em um conjunto discreto e finito de pontos

a = 1o, tlztO"_Atla t2:t1+At2a"'7b:T:tn:tnfl'f'Atm
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em que cada Atg, 1 < k < n, denota o passo de integra¢ao necessario
para ir dety_; a tp. Por simplicidade, usaremos frequentemente passos
de integragao uniformes, isto é ,

bf
Aty = Aty = = Aty = At =h=~—2 1, — a+ kAt = a + kh,
n

em que n é o ntmero de subintervalos de mesmo tamanho em [a; b].

Uma vez calculada a solugao aproximada nos pontos tj, introduzi-
mos técnicas de interpolagdo polinomial, aproximagao de fungdes por
splines ou pelo método dos minimos quadrados (BURDEN; FAIRES,
2015; GERALD; WHEATLEY, 1994; SCHWARZ, 1989; STOER; BU-
LIRSCH, 1992; PRESS; TEUKOLSKY; VETTERLING; FLANERRY,
1992; PRESS; TEUKOLSKY; VETTERLING; FLANERRY; MET-
CALF, 1996) para obter uma aproximacao continua valida em todo o
intervalo de estudo [a; b].

Lembramos que a solu¢ao numérica é uma aproximacao da solugao
exata do modelo matematico em um conjunto finito de pontos e que o
modelo é apenas uma aproximacao do problema real. Erros provenien-
tes do processo de discretizagao, do tamanho do passo de integracao,
da aritmética de ponto flutuante, dentre outros, ocorrem e devem ser
analisados no processo de avaliagao da qualidade da solugao numérica.
Para problemas mais complexos, com grande nimero de equagoes e
muitos passos de integracao, tempo e memoria computacionais podem
ser limitacoes adicionais importantes.

Antes de apresentar algumas discretizacoes, é importante enfatizar
que a discretizagdo do Problema de Cauchy nao é tunica, podendo ser
obtida por diferentes técnicas como, por exemplo, aproximagao da so-
lugdo exata y(t) por um polinoémio de Taylor, quadratura numérica da
forma integral do problema de valor inicial, extrapolacao e interpolacao,
para mencionar apenas algumas das possibilidades.

Para ilustrar a estratégia da aproximagao por Taylor do Problema de
Cauchy (1.2.7), suponhamos que as hipoteses do Teorema de Existéncia
e Unicidade (Teorema 1.1, Secao 1.2) estejam satisfeitas e que a tnica
solugdo exata y(t) existente possa ser representada pelo seu polindmio
de Taylor com resto de Lagrange (Teorema 1.7, Secdo 1.6)

); 2 hm+1

b 1) = y(te) + D (0) + Gy ) + o ™),

(m+1
(1.3.14)

para algum ponto &, ty < & < tgy1, e m > 1. Substituindo y(tx + h) =
y(tps1), reescrevemos (1.3.14) como

Y(ter) — y(t)

h
O 4 @y 4
; y (k)+2!y (tr) +-+

W ey
(m+1)!y e
(1.3.15)
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Para valores de h “suficientemente pequenos”’, é razoavel truncar a
expansao (1.3.15) no primeiro termo do lado direito da igualdade

Y(ter) — y(te)
h

obtendo assim o Método de Euler.

~yW () = [t y(tn),

Método 1.1 (Euler).
Yo = ylto)
. (1.3.16)
Yk+1 = yk+h@(tkayk7h)7 nggnil

em que h=((b—a)/n e O(ty,yr, h) = f(tk, Yx)-

No Método de Euler, a aproximacao da solugao exata y(t) no ins-
tante t = txy1, Yks1, € calculada usando apenas valores conhecidos
no instante de tempo t, imediatamente anterior. Métodos numéri-
cos com esta propriedade sdo denominados métodos de passo nico,
tradugoes livres de single step methods e one step methods, respectiva-
mente. Existem métodos numéricos que requerem a aproximagao da
solugdo em varios instantes anteriores: os métodos de passo mailtiplo
ou métodos multipassos, tradugoes livres de multistep methods, os quais
apresentaremos mais adiante nesse texto.

O Método de Euler é um método explicito, isto é, ele ndo requer o
uso de métodos numéricos auxiliares como os métodos do Ponto Fixo
ou de Newton para encontrar a raiz de uma equagao algébrica para
determinar yi.1. Aqueles que demandam tais técnicas sdao chamados
de métodos implicitos, como o Método 1.2.

Método 1.2 (Euler Implicito).
Yo = y(to)
o (1.3.17)
Yk+1 = yk+h(b<tkayk+lah)> OSkSn_l

em que h=(b—a)/n e P(ty,yps1,h) = f(te + P, Yey1)-

Euler Implicito é um método de passo tnico e implicito pois o se-
gundo membro também depende do valor de yi.1, 0 qual estd sendo
calculado no tempo t;,;. Portanto, temos que resolver a equagao em
fungao de Y11 a cada passo de integracao.
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Método 1.3 (Euler Aprimorado ou Heun ou Trapézio Explicito).

Yo = ylto)
. (1.3.18)
yk+l = yk+hq)(tkaykah)a nggn_l

em que h=(b—a)/n, (g, yx,h) = (k1 +Ka2)/2 €

k1 = f(te, y)
ke = f(tp + h,yr + h k)

Euler Aprimorado ¢ um método de passo tnico, explicito, que usa
uma média de dois valores da funcao f como aproximagao da inclinagao
da solugdo em t =ty + h/2.

Método 1.4 (Trapézio ou Trapézio Implicito).
vo = ylto)

, (1.3.19)
Y1 = Yo TPt yp, Yrgr, h), 0<kE<n—1

1
em que h = (b—a)/n e (tx, Y, yrs1, h) = 5 [f (trs i) + f(tr + Dy yrr)]

O Método do Trapézio é um método de passo tnico e implicito,
0 que impoe a necessidade de resolvermos uma equacao algébrica nao
linear a cada passo de integragdo, pois Y1 esta presente no segundo
membro. Esse é um problema que deve ser considerado com cautela
pois o erro produzido na aproximacao da solucao dessa equagao nao
linear deve ser inferior ao erro do método de integragao, em todos os
pontos de discretizagdo. Durante o transcorrer do texto, discutiremos
algumas técnicas de como avaliar e controlar cada um desses erros.

Mesmo para um problema de valor inicial relativamente simples
como o que possui f(t,y) = sen(y + 7t), a discretizagao via Método
do Trapézio (1.3.19) pode produzir uma equagio algébrica néo linear
que nao é necessariamente simples de resolver para yxi1:

h h
Ykt — 5 sen(Yr+1 + mter1) = Yk + 3 sen(yx + 7ty).(1.3.20)

Precisamos resolver a equagao algébrica (1.3.20) a cada passo de
tempo aplicando, por exemplo, um método de aproximagoes sucessi-
vas (e.g o Método de Newton (BURDEN; FAIRES, 2015; GERALD;
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WHEATLEY, 1994; SCHWARZ, 1989; STOER; BULIRSCH, 1992))
para determinar uma aproximagao da raiz yx.1, completando assim o
passo de integragao.

Partindo da forma integral (1.2.9), a segunda abordagem para dis-
cretizar o Problema de Cauchy utiliza técnicas de quadratura numérica
ao invés de aproximagoes por polindémios de Taylor. Esta abordagem é
uma das formas naturais de se obter métodos de passo miltiplo. Um
método particularmente simples de ser obtido é o Método de Simpson.
Neste método, aproximamos a integral de ;1 a 5,1 usando a féormula
de quadratura dada pela Regra de Simpson. Nesse caso, para calcular
o valor de yx41, € necessario usarmos os valores de yi_1 € yg.

Meétodo 1.5 (Simpson).

Yo = ylto), 1 pré-calculado,
1 4 1
Ypso = Yo +h gfk + gfchrl + gfkﬂ . 0<k<n-2,

em que h = (b—a)/n, frsj = f(terj ypss) € j=0,1,2.

Nos métodos de passo miltiplo, para determinar 1, é necessario
conhecer aproximagodes da solugao em p instantes anteriores yg, Yr_1,
Yk—2, -, Yk—p+1- S80 por este motivo conhecidos também como métodos
de p-passos. O Método de Simpson é um método de passo multiplo
implicito de dois passos.

Outros exemplos de métodos de passo multiplo sdo os métodos de
Adams-Bashforth (explicitos) e de Adams-Moulton (implicitos). O na-
mero de passos depende de como aproximamos a forma integral do
Problema de Cauchy.

Meétodo 1.6 (Adams-Bashforth de quatro passos).

Yo = y(to), yp pré-calculado, p=1,2,3,

)

B o §f _@f +§f _gf (1.3.22)
Ye+4 = Yr43 2 k43 24k+2 Y k41 24k

em que 0 <k <n—4, h=(b-an, fu; = Fteees) o
0<j<3.
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O Método 1.6 é um método de quatro passos explicito, pois para o
calculo de yg11 sao utilizados quatro valores conhecidos, imediatamente

anteriores, (tk7y/€)7 (tkfl'/ yk71)7 (tkf% yk72) € (tk73>yk73)'

Método 1.7 (Adams-Moulton de quatro passos).

Yo = ylto), yp pré-calculado, p=1,2,3,

h
Yert = Yera + oo (25Ufees +646fis — 2640+ (1329)
+106 fr11 — 19fk)7

em que 0 <k <n—4, h=(0b-a)/n, fir; = e yers) €
0<j<4

O Método 1.7 (1.3.23) é um método de quatro passos implicito,
pois exige a solugao de uma equagao algébrica, geralmente nao linear,
para calcular yi,4 e concluir o passo de integracao. Note que todos os
métodos de passo miiltiplo precisam de uma inicializagdo. Nos Métodos
1.6 e 1.7, quando k = 0 os valores de 1, y» e y3 sao aproximados por
um método de passo tnico “apropriado” (que pode ser explicito). Nos
exemplos a seguir mostramos o uso de alguns dos métodos apresentados.

Exemplo 1.4. Aprozimemos a solugao do Problema de Cauchy

d
V@ =€y(t), te o], y(0) =1,
via Método de Euler (1.3.16) em t = 1.

Assim,
i1 = (14 he®™) y,

ty. =ty +kh, Kk =0,1,...n, em que h € passo de integra¢do. Se
usarmos como passo de integragdo h = 1/2, temos:

1 3
k=0=t=to+they = <1+2e°> 1) =3

1 3 3
k:1:>t2=t1+h€y2 = <1+2€1> (2):4(6—‘—2)%37539

Sabendo que a solugao exata é
y(t) = =02,
é possivel calcular o valor absoluto do erro |y(t) — ya| em t =1,

ly(1) — y| = [e"~D/2 — 3,539] = 20,86.
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Exemplo 1.5. Usemos os Métodos de FEuler Aprimorado e do Trapézio
para discretizar o Problema de Cauchy

—y=sen(y), y(to) = Yo

O Método de Euler Aprimorado (1.3.18) é um método explicito e
fornece diretamente a aproximac¢ao yyy1

Yo =vylt)
{ Yer1 =k + (h/2) [Sen(yk) + sen (.Uk + hseﬂ(yk))} ;

ao passo que o Método do Trapézio (1.3.19), sendo implicito, fornece
uma equacao algébrica nao linear que devemos resolver a cada passo de
integragao no tempo

{ vo  =y(to)
Yrer = yr + (h/2) [sen(yp) + sen(ypi1)]

1.4 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 1.1. Mostre que o Método de Euler é um método
linear, explicito e de passo unico.

Solugao:
Podemos reescrever (1.3.16) como

F(yk>yk+1> fk) = 07

em que F(Y, Yei1, fu) = Yror =y —hfic e fro = f(tr y). O método
€ linear pois o operador F' € linear em todos os seus argumentos

F(y + @ik, Yor1 + Olks1, fo + afi) = Y1 + i1 — Yo — adic — hfi — o fi,
= F(yr, k1, fi) + OF @i, Girr, fi)-

O método € explicito porque sua fungao de discretizagao O (ty, yx, h) =
f(te, yx) nao depende de ypy1 € é de passo dnico pois para calcular a
aprorimacdo em txyq SA0 mecessdrias somente as informagoes do ins-
tante imediatamente anterior ty,.

Exercicio resolvido 1.2. Considere a equacao diferencial de sequnda
ordem
d? d d

Ey(t)+0,12%y(t)+2y(t) =0, yl0)=1 e ay(O) =0. (1.4.24)
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(a) Reescreva (1.4.24) como um sistema de equagdes diferenciais or-
dindrias de primeira ordem.

(b) Discretize o sistema obtido no item (a) usando o Método de Euler.
Solugao:

(a) Introduzindo as varidveis auziliares y,(t) = y(t) e yo(t) = 91(t) e
usando-as em (1.4.24), temos

com condigoes iniciais y1(0) = y(0) = 1 e y2(0) = ¢(0) = 0.

Em resumo, temos o sistema de duas equagoes diferenciais de pri-
meira ordem dado por

() = ya(t)
. 1.4.25
{ Un(t) = —0,1205(t) — 201(¢) (1.4.25)
com condi¢oes iniciais y1(0) =1 e y2(0) = 0.

(b) A discretizagao do sistema (1.4.25) pelo Método de Euler (1.5.16)

fornece
Yresr | 1 YLk | 4y Y2,k
Yo k+1 Yok =012y 5 — 241k

Exercicio resolvido 1.3. Deduza o Método do Trapézio (1.3.19) par-
tindo da forma integral do Problema de Cauchy (1.2.9) e usando a
quadratura dada pelo Regra dos Trapézios.

Solugao:
Partindo da forma integral do Problema de Cauchy,

Tt
Yerl = Yk + / f(s,y)ds, (1.4.26)

ty

aprozimamos f(s,y) pelo polinémio interpolador na forma de Lagrange
de primeiro grau nos pontos (t, fi) € (ter1, frr1), em que f(ti, y(t:) =
fi’ 1= ka k + 17

S — tk
pi(s) = freln(s) + frr1Lira(s) = fu 2t fen
tk — tk:+l tk+1 - tk
Je

= —%(S—karl)‘F (g_tk)

S—tk

frt1
h
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e integramos esse polindmio no intervalo [ty;tg11]. O resultado é

tit1 lt1 tet1
/ p1(s)ds = Ik (s — tpr1)ds + fk}:l / (s —tx)ds
ty tk

hJe,
= g—Z(tm —t)® + %(tm —t)°
=h E (fi + fk+1):| : (1.4.27)

Substituindo (1.4.27) em (1.4.26), obtemos
Yet1 = Yk th B (fx + fk+1):| =yx+h B (f s yr) + (it yrtr)) | -

E dessa maneira que deduzimos o Método do Trapézio, cujo nome é
herdado da quadratura numérica empregada. Em outra notagdo, temos

Ykt1 = Y + "k, Yo, Yry1, h),

em que

(f (s yr) + f (trgrs Ur1)) -

N —

D (L, Yrs Yrs1, h) =

1.5 Exercicios propostos

Exercicio 1.1. Obtenha (1.1.4) a partir de (1.1.2) e (1.1.3).

Exercicio 1.2. Reescreva o modelo (1.1.4) como um sistema de equa-
¢oes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Sugestao: use y;(t) =

d
t t) = —g(t).
9(t) e ya(t) = —9(t)
Exercicio 1.3. Verifique se (1.2.11) resolve (1.2.10).

Exercicio 1.4. Discretize o problema de valor inicial

y=y, y0)=1,

usando o Método de Euler (1.3.16) e o de FEuler Aprimorado (1.5.18) no
intervalo [to; T] = [0;1]. Escreva um programa em uma linguagem (e.g.
C, C++, Fortran, Python) que forneca uma aprozimagdo da solugdo
dados to, T, n e y(to). Prepare um arquivo de saida contendo ty e yg,
k=0,1,...,n, para tragcar o grdfico da aprorimacao da soluc¢ao.

Exercicio 1.5. Deduza o Método de Simpson (1.3.21) partindo da
forma integral do Problema de Cauchy (1.2.9) e usando a quadratura
dada pela Regra de Simpson.
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Exercicio 1.6. Discretize o problema do FEzercicio 1.4 utilizando o
Método de Adams-Bashforth (1.3.22).

Exercicio 1.7. Considere o modelo bioldgico presa-predador definido
pelo sistema de duas equagoes diferenciais ordindrias:

= 12z — 2% —ay/(z+0,2)
g = Ldwy/(x+02)—y ’

com condigoes iniciais x(0) = zo e y(0) = yo € o intervalo de tempo
t = [0;T]. Use os Métodos de Euler (1.3.16) e do Trapézio (1.5.19)
para discretizd-lo.

1.6 Suplemento teoérico

Listamos aqui alguns resultados teoricos fudamentais cujas demonstra-
¢oes sao comumente encontradas na maioria dos livros de célculo dife-
rencial e integral e de teoria de equagbes diferenciais (e.g. (FIGUEI-
REDO; NEVES, 2018; GUIDORIZZI, 2018; SOTOMAYOR, 1979)).
Nosso objetivo é tornar a consulta e a revisao rapidas e praticas.

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental do Calculo - Parte I). Se f(¢)
é uma fungdo continua em [a;b] e F : [a;b] — R é uma primitiva de
f(t), ou seja , F'(t) = f(t), entio

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental do Calculo - Parte IT). Se f(t) :
[a;b] = R € uma fungdo continua, entao a fungao

olz) = / " ptyde

€ continua, derivdvel em (a;b) e ¢'(x) = f(x), x € (a;b). Em particular,
toda funcao continua possui primitiva.

Teorema 1.7 (Aproximagao de Taylor em uma variavel). Seja a fungao
f 1 — R derivdvel até ordem n + 1 no intervalo I = (a;b). Entao,
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dados tg € I et € I, com ty fizo, existe um ponto & = £(t), que estd
entre tg et com & #£ ty e £ #t, tal que

f(t) = pa(t) + Ra(t), (1.6.28)
em que

~ M (to)
!

Fr(E)

Palt) = (n+1)!

(t—t)* e Ru(t)=f(t) —pult) = (t — o)™+

k=0

O polinémio p,(t) denomina-se polindmio de Taylor de ordem n da
funcao f, em torno de tq. O termo R,(t) é denominado resto de La-
grange.

Se n =0 em (1.6.28), entdo

f(t) = f(to) + Ro(t) = f(to) + f(§)(t —to),

ou seja,

ft) = flto) = [t —to),

que ¢é exatamente o que afirma o Teorema do Valor Médio.

O Teorema 1.8 estende a duas variaveis o teorema de aproximagao de
Taylor anterior. Ele sera usado na analise de métodos de passo tnico de
altas ordens e, em particular, na anélise dos métodos de Runge-Kutta.

Teorema 1.8 (Aproximagao de Taylor em duas variaveis). Seja f(t,y)
uma fungdo de classe C™' definida em um conjunto aberto Q € R? a
valores reais e sejam (to,yo) € (to+h,yo+ k), h # 0, k # 0, pontos tais
que o segmento que os une esteja completamente contido em ). Nestas
condigoes,

flto+h,yo+k) = flto,yo) +

L1 r! orf .
+ Zﬁ[;p'@ —p)l ot [’)dyl’(o yo) b p)kp}

em que

n+1 a(n+1 f

R, (h, k) B (1) p
( ’ll + 1 | Z TL+ ]_ _ |8t(n+1_p)ayp(<.7n)
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para algum ¢ € [to;to + h| en € [yo;yo + k|. Para o caso particular
n =2, temos

9 0
flto+h,yo+k) = f(to,yo)+ [&f(t(h Yo) h + afyf(to,yo) k] +
32 2 82 82 k2
+ [ﬁf(t(),llo)EJraTayf(to-,yo)thrainf(tmyo) j] T
+ Ra(Cm).

1.7 Notas biograficas

Auguste Louis Cauchy — Figura 1.1 — nasceu em 21 de agosto de 1789
em Paris, poucos dias apés a queda da Bastilha. Por conta do momento
politico conturbado, a familia mudou para o interior, onde Cauchy ini-
ciou seu aprendizado em casa, tendo seu pai como tutor e convivendo
com ilustres matematicos: Laplace era seu vizinho e Lagrange era amigo
de seu pai.

Figura 1.1: Auguste Louis Cauchy. Fonte: MacTutor.

Desde cedo, Cauchy demonstrou grande aptidao para matematica.
Em 1805, os 16 anos foi admitido na Ecole Polytechnique e dois anos
mais tarde se formou na Ecole des Ponts et Chaussées. Trabalhou como
engenheiro nas proximidades de Paris e somente ap6s 1811 iniciou sua
carreira como matematico, estimulado por Lagrange para solucionar
um problema de mateméatica (BOYER, 2010; EVES, 2004).

A matematica moderna deve a Cauchy a introduc¢ao do rigor na
analise matemaética. Foi um dos fundadores da teoria de grupos finitos
e na area da andlise infinitesimal, criou a nog¢ao moderna de conti-
nuidade para as fungoes de varidvel real ou complexa. Demonstrou
a importancia do estudo da convergéncia de séries infinitas. Introdu-
ziu nogdes de limite e integral definida, transformando-a em notével
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instrumento para o estudo das fungdes complexas. Demonstrou a exis-
téncia e unicidade das solugoes de equagoes diferenciais com condi¢oes
de contorno. Desenvolveu pesquisas em determinantes, probabilidade
e fisica-matematica.

Nao se interessava pela eventual aplicacdo do que criava, encon-
trando resultados impactantes para a matemética e areas aplicadas
como a fisica e a engenharia, pela simples manipulagao da algebra.

Faleceu em 23 de maio de 1857 aos sessenta e sete anos, prova-
velmente de complicagoes de seu problema cronico de bronquite. Foi
sepultado no cemitério de Sceaux.

]

Brook Taylor — Figura 1.2 — nasceu em 18 de agosto de 1685,
Edomnton, em uma familia relativamente rica e de certa nobreza. Por
influéncia de seu pai, John Taylor, dedicou-se inicialmente & musica e a
pintura, habilidades que seriam aplicadas & matemaética futuramente.

Figura 1.2: Brook Taylor. Fonte: MacTutor.

Em 1703, ingressa no St John’s College Cambridge, onde se envolveu
no estudo de varios problemas de matematica. Seu primeiro artigo,
escrito em 1708 e publicado na Philosophical Transactions of the Royal
Society in 1714, descreve uma solugao para o problema do centro da
oscilagao de um corpo cuja solugao se baseia na abordagem de Newton
para o calculo diferencial.

Foi eleito para a Royal Society em 1712 e, em 1714, foi eleito secre-
tario dessa sociedade, cargo que ocupou até 1718. Estes quatro anos
foram os mais produtivos, com dois livros publicados em 1715: “Metho-
dus incrementorum directa et inversa” e “Linear Perspective”.

Se interessava por problemas matemaéticos bem diversificados, pro-
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pondo solugdes ou desenvolvendo técnicas para séries infinitas, pro-
babilidade, magnetismo, termodinamica, sistemas capilares, cordas vi-
brantes, o problema de Kepler, problemas singulares para equagoes
diferenciais, etc.

Adicionou & matemaética um novo ramo, o cdlculo de diferencas fi-
nitas, propos a técnica de integragao por partes e a expansao conhecida
como Série de Taylor. Essas ideias aparecem no seu livro Methodus in-
crementorum directa et inversa. Vale ressaltar que a primeira versao do
Teorema de Taylor apareceu em uma carta enviada para Machin em 25
de julho de 1712 e que Taylor nao foi o primeiro a ter essa abordagem.
Variagdes desse teorema foram propostas por James Gregory, Newton,
Leibniz, Johann Bernoulli e de Moivre.

Em seu livro Linear Perspective (1715) desenvolveu os principios
bésicos de perspectiva e, na segunda edigao, apresentou um tratamento
sobre pontos de fuga. O principal teorema enuncia que “... a projecao
de uma linha reta nao paralela ao plano de uma imagem passa sobre a
sua intersegao e seu ponto de fuga’.

Seu trabalho revela uma contribuigdo significativa para a matemé-
tica, muito além do teorema associado ao seu nome. Faleceu em Lon-
dres, em 29 de dezembro de 1731 (BOYER, 2010; EVES, 2004).

]



Capitulo 2

Métodos de passo tinico

Anteriormente, definimos em (1.2.7) o Problema de Cauchy e, logo
apos, condigoes minimas para ele ser bem posto, isto é, para ele admitir
uma anica solugao exata y(t) que depende continuamente das condigoes
iniciais (Defini¢do 1.2). A garantia da existéncia e da unicidade de so-
lugdo é importante para permitir o desenvolvimento de aproximacoes
e para avaliar a qualidade delas. Neste Capitulo, admitindo que o mo-
delo matematico seja bem posto, estudamos os métodos de passo inico,
também conhecidos como métodos de um passo ou métodos de passo
simples, identificando os erros envolvidos no processo de aproximagao e
destacando propriedades fundamentais que todo método numérico deve
apresentar: consisténcia com a equagao diferencial e convergéncia para
a solugao exata.

Na Secao 2.1, apresentamos dois conceitos fundamentais ao entendi-
mento das qualidades que aproximagcoes numéricas “aproveitéveis’ de-
vem apresentar: acesso ao erro cometido na aproximagao da derivada
da solucao e representagao adequada do campo tangente dado pela
equacao. Prosseguimos analisando, na Secao 2.2, em que condi¢oes
os métodos de passo Unico convergem para a solugao do problema de
valor inicial. A Secdo 2.3 expde conceitos que nos auxiliam a verifi-
car se a implementacao numérica do método esté isenta de erros e a
investigar como o erro cai & medida em que diminuimos o passo de
integragao. Ksse Capitulo se encerra com exercicios resolvidos e pro-
postos, Segoes 2.4 e 2.5, seguidos por um suplemento tedrico e notas
biograficas, Se¢oes 2.6 e 2.7, respectivamente.

2.1 Erro de discretizagao local e consisténcia

Vimos no Capitulo 1 que a aproximacao (1.3.14)

m+1
hmt 1(7n+1)(€)

h? h™
_ e By B m) _hm
y(te +h) = y(tr) +hy'V(tr) + oY (te) +-- -+ o (te) + i+ 1)!J
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da solugao exata y(t) em torno do instante ¢ = ¢, usa um polinémio de
Taylor de ordem m com resto na forma de Lagrange. Resumidamente,
reesCrevemos essa aproximagao como

y(te + h) = pm(h) + R(),

ou seja, a soma de um polindémio de ordem m em h, p,,(h), com o
termo R, que corresponde ao resto de Lagrange. Alterar o grau m > 1
ou combinar polindmios de Taylor obtidos para y(¢,+0h) com diferentes
valores de §, sdo maneiras naturais de construir métodos de passo tnico.
A forma genérica desse tipo de método é dada pela Definigao 2.1.1.

Definigdo 2.1 (Método de Passo Unico).

Yo = ylto)
2.1.1
{ Yerr = Yk +h P thsr, Un, Yk, h) 211

em que tpoy =t +h, com 0<k<n-1 e h=(b—a)/n.

Se a fun¢ao de discretizagao ® depender apenas de (t,yx, h) en-
tao (2.1.1) é um método de passo tnico explicito, caso contrario, ele é
implicito. Uma pergunta natural que nos fazemos é

“Em que condigdes a aprozimagdo numérica (solu¢ao numérica)
serd, de fato, wma boa aprorimac¢ao da solugdo exata?”

Para responder tal pergunta, precisamos elaborar uma estratégia
para estimar o erro cometido nessa aproximacao. Uma vez disponivel,
tal estimativa permitira também que comparemos diferentes solugoes
aproximadas, obtidas por métodos numéricos diferentes ou pelo uso
de passos de integragao h diferentes. Embora apresentemos a seguir
defini¢oes e resultados tedricos que auxiliam na busca pela resposta
usando como protétipos os métodos de passo tnico explicitos, a teoria
se estende para os métodos implicitos.

Ao reescrevermos a fungao de discretizagao @, definida em (2.1.1),
como

w = (I>(tk:7yka h)v

observamos que ela é uma aproximagcao da derivada da solugao apro-
ximada calculada pelo método numérico. Comparar essa aproximagao
com o valor aproximado da derivada da solugao exata

Y(tes1) — y(te)
h

fornece o erro de inclinagao da solu¢ao que cometemos em cada passo
de integragao.
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Definigao 2.2 (Erro de discretizagao local). Dado um método de passo
unico explicito aplicado a um problema de valor inicial com solugao
dnica y(t), o erro de discretizagao local associado ao instante fizado de
tempo t = t;, € definido por

mi(h) = —y(ﬁk“)h_ ylte) _ D(te, y(tr), h). (2.1.2)

Note que para qualquer instante de tempo fixado ¢ e um natural k,
k=1,2..., podemos escrever t =ty + kh = t;, em que h é o passo de
integragao necessério para avancar do instante inicial ¢y até t = t;.

O primeiro termo do lado direito de (2.1.2) corresponde & aproxima-
¢ao da derivada da solucao exata no instante de tempo fixado ¢ (lem-
bremos que t = t), enquanto que o segundo termo é uma aproximagao
dessa derivada calculada pela funcao de discretizagao ® que define o
método numérico de passo tnico. Os dois termos do lado direito de
(2.1.2) aproximam o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da
solugdo exata no ponto (tx,y(tx)), sendo o erro de discretizagdo local a
diferenca entre essas aproximagoes. Para simplificar a notagao, deno-
taremos algumas vezes 7 (h) como 7. Multiplicando (2.1.2) pelo passo
de integragao h, temos que:

hre = di, = y(ter) —[y(te) + h (e, y(tk), h)] = y(ter1) —yer1- (2.1.3)

Portanto, h7y € a diferenca entre a solugao exata e sua aproximagcao
em t =t +h, d = y(tk+1) — Ye41, € pode ser interpretada como o erro
produzido em uma unica aplicacdo do método numérico, uma vez que
partimos do valor exato da solu¢ao no instante anterior, isto é, uma vez
que yx = y(tx).

Isto confere a (2.1.3) um cardter local. Na Figura 2.1, mostramos a
interpretagao geométrica de dy = hry = y(tr+1) — Yrs1 quando a solugdo
numérica é calculada pelo Método de Euler.

Supondo que a funcao de discretizagao ® é continua em relacao ao
passo de integragao h, podemos calcular o limite do erro de discretizagao
local (2.1.2) quando h tende a zero. Ao efetuar tal limite, devemos
lembrar que o instante de tempo ¢ esté fixado e, portanto, que h k esta
fixado pois hk = ¢t — ty. Para um instante ¢ € [a;d], isto significa
que quando h — 0 devemos ter k& — oo, garantindo que o erro de
discretizacao local pode ser definido em todo o intervalo como sendo o
limite 7(h) — 7(¢). Tal limite sempre existe, pois y(t) é derivavel e,
por hipotese, ® é continua em h. Se hk =t — ¢, estiver fixado, temos
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 y(th) — v

— — — Euler

y (unidade) - variavel de estado

ty tr+1

t (unidade) - variavel independente

Figura 2.1: Interpretagao geométrica de d, = h7: solugdo exata (trago continuo) e
aproximagao numérica pelo Método de Euler (trago interrompido). Fonte: Autores
em colaboragdo com Ana Claudia Roma.

t h) —y(t
)= ) = Jup | MU

yl(t> - Q)(t7 y<t)7 0)
ft,y(t) — ®(t,y(t), 0).

A medida que o passo de integracdo h diminui, esperamos que a
fungao de discretizacdo aproxime cada vez melhor a inclinagdo da reta
tangente ao grafico da solucgdo exata em (¢,y(t)). Portanto, no limite
para h tendendo a zero, esperamos que um método numérico “aprovei-
tavel” reproduza o campo tangente, isto é,

q>(t>y7 0) = f(ta y)

Se for esse o caso, diremos que a funcao de discretizagao é consistente
com a equagao diferencial (ou apenas consistente).

— O(ty, y(te), h)

Definigao 2.3 (Counsisténcia). Supondo que a funcgao de discretizagao
O(t,y,h) seja continua em h, um método de passo tnico explicito é
dito ser consistente com a equacdo diferencial de um problema bem
posto com solugao exata y(t) se, e somente se,

O(t,y,0) = f(t,y),
ou, equivalentemente se, e somente se,

7(t) = }llig(l)rk(h) =0, Vt € [a; 1],
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com hk =t — tg firado. Diremos que um método € consistente quando
o for para qualquer problema de valor inicial bem posto.

Exemplo 2.1. Mostremos a consisténcia do Método de Euler Aprimo-
rado

{ Yo = y(to)
Yrrr = Y + (0/2)[f (b, i) + f (trsr, Y + 1 f (b ye))]

Como em Euler Aprimorado a funcao de discretizag¢ao é

Dty h) = (1/2)[f(t,y) + f(t+ D,y + hf(t,y))],

da continuidade de [ em seus argumentos temos limy o ®(t,y,h) =
f(t,y) para todo t firado. Assim sendo, Euler Aprimorado € um método
consistente com a equacao diferencial.

Definic¢ao 2.4 (Ordem de consisténcia). Se existirem constantes posi-
tivas C', hy e q, independentes do tamanho do passo de integracio h e
do subindice temporal k, tais que o erro de discretizacdo local satisfaca

maz I7e]] < CRY, 0 < h < hy, (2.1.4)

entdo o método numérico tem ordem de consisténcia q.

A desigualdade (2.1.4) expressa o quao rapidamente o erro de dis-
cretizagao local tende a zero a medida que h diminui. Note que su-
bentendemos que ¢, a ordem de consisténcia, é o maior natural que
podemos usar em (2.1.4). Caso contrario, deveriamos explicitamente
dizer “tem ordem de consisténcia no minimo q”.

Notacdo de ordem — Os simbolos O ¢ o, “O-grande” e “6-pequeno”,
respectivamente, sdo usados em definigbes matematicas para comparar
grandezas entre si, ou seja, para identificar se elas tém a “mesma ordem
de magnitude” ou se uma em relagao a outra tem uma “menor ordem
de magnitude” a medida que o argumento tende a um valor. Sejam f
e g fungdes de R\ {0} — R. Se existirem constantes positivas C' e r
tais que

|f(x)] < Cg(z), paratodo0 < |z|<r,

diremos que f = O(g) a medida que x — 0 (diremos: — “A fungdio
f tem mesma ordem de grandeza que a funcdao g G medida que x se
aprozima de zero”). Por sua vez, se para todo § > 0 existir um r > 0
tal que

|f(z)] < dg(x), paratodo0< |z|<r, (2.1.5)
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diremos que [ = o(g) a medida que  — 0 (diremos: — “A funcao [ tem
menor ordem de grandeza que a fungao g @ medida que x se aproxima de
zero”). Naturalmente, ha generalizagoes para quando z tende a outros
valores, finitos ou oo (HUNTER, s.d.; SUBRAMANIAN; s.d.). Uma
outra maneira de escrevermos essas definigbes é f = O(g) para z — 0
se, e somente se,

lim
z—0

=M <oo, M>0,

g9(z)

e f =o(g) para z — 0 se, e somente se,

Nas condigoes da Defini¢ao 2.4, podemos dizer que o erro de discre-
tizagao local no instante ty tem ordem ¢ e, assim, escrever

i, = O(h?).
Usaremos a nogao de “6-pequeno” na Secao 2.6.2.

Exemplo 2.2. Determinemos a ordem de consisténcia ¢ e uma estima-
tiva para a constante positiva C' que aparecem na desigualdade (2.1.4)
para o Método de Euler (1.3.16). O erro de discretiza¢do local neste
caso € dado por

= M — F (b y(te) - (2.1.6)

Se y(t) for suficientemente diferencidvel em torno de t = ti, pode-
mos escrever seu polindmio de Taylor de primeiro grau com resto de
Lagrange como

(tk+1 - tk)2 "

y(tean) = y(te) + (B = t)y () + ———=9"(€),  (2.1.7)

em que & € (tg;tra1). Lembrando que h = tyyq — ty, ao substituirmos
(2.1.7) em (2.1.6) obtemos

2

ne= 3 (vl + Ry () + oy (©) — (8) — F (o y(5)
=/ (t0) + 59"(©) — f (hoy(8)) = 59(6).

Assim, temos

vl

5 (2.1.8)

1 "
— — <
|7e| = h ‘Zy ({)‘ = m}gx\fk| hn{lealx
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Assumindo que y"(t) seja continua e que o intervalo de estudo é fe-
chado, o Teorema de Weierstrass garante a existéncia de um minimo e
mdzimo absolutos (Teorema 2.4, Secao 2.6.1). De (2.1.8) e da Defini-
¢ao 2.1.4, concluimos que o Método de Euler tem ordem de consisténcia
1 (um) com constante C = mag ly"(£)]/2.

2.2 Erro de discretizagao global e convergéncia

Desconsiderando eventuais erros oriundos da aritmética de ponto flu-
tuante, temos y(typ) = yo para o instante inicial ¢ = ¢;. Nos demais
instantes t5, k = 1,2,..., uma aproximagao numérica ird conter erros
que foram cometidos a partir de (o, yo)-

A aproximacgao y, acumula, sucessivamente, erros de discretizacao
local, os erros da aplicacao de algoritmos iterativos para determinar ze-
ros de fungoes no caso dos métodos implicitos e os erros da aritmética
de ponto flutuante cometidos em todos os calculos. Uma vez definida
uma expressao para esse erro acumulado, poderemos estimar sua mag-
nitude e procurar condigoes (necessérias/suficientes) para garantir que
uma aproximacao numeérica “represente bem” a solugao exata em todo
o intervalo de integragao. Uma pergunta natural que se nos apresenta:

— “Como definir o erro total acumulado até o k-ésimo passo de
integracao?”

Vamos introduzir passo a passo o conceito de erro de discretizac¢ao
global e mostrar como ele esta atrelado ao conceito de convergéncia do
método numérico.

Definigao 2.5 (Erro de discretizagao global). O erro de discretizagao
global no instante t =ty € dado por

e(ty, h) = ex = y(tx) — s, (2.2.9)

em que y(t) € a solugao exata do problema de Cauchy e yx € o k-
ésimo passo de integracao do método numérico usado na aproximagao
da solugao em t = ty.

A definigao do erro de discretizagdo global (2.2.9) pode parecer “di-
ficil”, se nao “impossivel”, de ser usada na prética uma vez que usa a
solug@o exata a qual nao é conhecida em geral. Felizmente, podemos
obter uma delimitagao para esse erro, mesmo sem conhecer a solugao
exata.
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Definigao 2.6 (Convergéncia). Um método numérico é convergente se,
e somente se, para qualquer Problema de Cauchy bem posto e para todo
t € [a;b]

lim € — 0
h—0 ’

com t — ty = kh fizado.

As Definigoes 2.5 e 2.6 sdo importantes, pois norteiam a busca por
condigoes suficientes para que um método de passo tnico convirja. Na
prética, procuramos uma expressao que mostre a dindmica da evolugao
do erro de discretizacao global em fungao de erros cometidos em passos
de integragao anteriores e, assim, conseguirmos determinar condicoes
para as quais esse erro va para zero quando o passo de integracao tende
também a zero.

Embora possamos fazer de maneira semelhante para métodos impli-
citos, ilustraremos o processo para métodos de um passo explicitos por
ser a opcao didatica mais apropriada. Iniciamos reescrevendo a expres-
sao do erro de discretizagao local (2.1.2) de forma a isolar o termo que
representa a solucao exata em ty 1,

y(tk’Jrl) = y(tk) + h‘b(tk, y(?ﬂlk)7 h) + h 7. (2.2.10)

Para um método de passo tnico explicito geral, a solugao aproxi-
mada no mesmo tempo ;1 se escreve como

Yes1 = Y + h (te, yr, h). (2.2.11)
Ao subtrairmos (2.2.11) de (2.2.10),
Y(ter1) = Yo = y(te) — ye + b [k, y(tr), h) — (e, Yo, h)] + h e,
identificamos nos dois lados termos que definem os erros globais:
epp1 = ek + b [Ptk y(te), h) — Dtk yi, h)] + hre. (2.2.12)

Se a fungao ®(t,y, h) satisfizer a condigao de Lipschitz na variavel
Y, para quaisquer t e h, entao existe uma constante positiva L, tal que

1©(t,y1, h) = (t, 2, )| < Ly — w2l.

Nesse contexto, de (2.2.12), temos

lew|| + AP, y(te), h) — @(tk, yr, D) + |7
lew|| 4+ A Llly(tr) — yil| + ~[|7l]
x| + A Llex]] + k[T,

el

VAN VANVAN
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e, portanto,
llewr1ll < (1 + R L)||ex|| + h||7k]|, para todo k>0. (2.2.13)
Se o erro de discretizacdo local 73 for limitado,

m]gszTkH <,

podemos reescrever (2.2.13) como
llexs1l] < (XL +hL)||ex| +hr, 0<k<n-—L1 (2.2.14)
Da arbitrariedade do subindice k em (2.2.14), temos
lleal| < (LR L)lleof| + A,

lles|l < (T+RL)lleal| + R,
lles|| < (L+hL)lleaf| + b,
llekrall < (1+hL)||ex]| + A, (2.2.15)

e, por substitui¢ao recorrente de (2.2.15), obtemos

ller]] < (L +hL)|eo]| + A,
lleal] < (1+hL)?|leo]| + [(1+h L)+ 1] hT,
lleal| < (1+hL)%|leol| + [(L+hL)*+ (1+hL)+1]hr,

[lexll < (1+ R L)*|leo| |+
+ (1+hL)’“*1+---+(1+hL)2+(1+hL)+1}hT. (2.2.16)

Na desigualdade (2.2.16), o fator A7 multiplica a soma dos k pri-
meiros termos de uma progressao geométrica que tem primeiro termo
1 (um) e razao (1+ h L) . Logo,

(14+hL)k—1

llewll < (1+h L)*leo|| + ——F—— (2.2.17)

Da Série de Taylor da fungao exponencial, vemos que se > 0 entao
e* > (14 z) e, portanto,

e"t > (14 hL). (2.2.18)

Usando (2.2.18) em (2.2.17), obtemos uma expressao para um limi-
tante do erro de discretizacao global que nao depende da solugao exata
y(t)

kh L 1

e J—
llexll < € “lleol| + —F—- (2.2.19)
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Teorema 2.1 (Delimitagao do erro global). Seja um método de passo
unico explicito definido por
Yo = y(to)
Yer1 = Yk +h Pty yr, )

em que ®(t,y,h) € uma fungao continua em seus argumentos e que

satisfaz a condigao de Lipschitz para a varidvel y, isto €, erviste uma
constante L > 0 tal que

1@(t, y1, k) = (£, y2, B)[| < Lllys — w2,

para quaisquer valores de t e h. Se, além disso, o erro de discretizagao
local for limitado, ou seja,

ml?xHTkH <7,

entdo o erro de discretizacdo global satisfaz a delimitagdo

oL _
llexl| < ™ lleo|| + —F—-
Se |leo]| = 0 e se 0 método numérico for consistente de ordem g,

ma [|7%|| < C hY,

temos

khL _ 1 (tk—to)L _ 1
0 < [Jex]] < eTO hi = eTO B, (2.2.20)

O lado direito da desigualdade tende a zero quando h tende a zero
e, pelo Teorema do Confronto, o limite do valor absoluto do erro de
discretizagao global tende a zero quando o passo de integracao tende a
zero. Decorre entao de (2.2.20) que o método é convergente e tem ordem
de convergéncia no minimo ¢q. O Teorema 2.2 resume as observagoes
anteriores.

Teorema 2.2 (Convergéncia). Um método de passo inico explicito
dado por

Yo = yl(to)
Y1 = Yo+ ROk, yp, h)

em que ® € Lipschitziana em y, continua em seus argumentos, e que
é consistente para qualquer problema de Cauchy bem posto é con-
vergente. Além disso, a ordem da convergéncia € no minimo igual a
ordem da consisténcia.
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As condigbes do Teorema 2.2 sdo, de fato, apenas suficientes. No
segundo exercicio resolvido desse Capitulo, apresentamos um método
inconsistente que ¢, ainda assim, convergente (STETTER, 1973).

Exemplo 2.3. llustraremos numericamente a convergéncia do Método
de Euler quando aplicado ao problema de valor inicial escalar (apenas
uma varidvel de estado)

§(t) = —100y(t), ty=0<t<025=7T, y0)=1, (2.2.21)

cuja solugdo exata ¢ y(t) = e 0 Primeiramente, vamos resolvé-lo

para passos de integragao progressivamente menores h = (0,25 — 0)/n,
n=2""2param =0, 1, 2, ..., 12. Na terceira coluna da Tabela 2.1,
mostramos o valor absoluto do erro de discretizacdo global obtido no
instante t = 0,25 em fun¢ao do passo de integragao.

n h=1(0,25—-0)/n |e(0,25,h)| q=

e(0,25,2h)
¢ (0,25, h)

4 6,250 1072 7.597x1012 —_—
8 3,125x1072 4,158 %1072 1,827
16 1,563x1072 1,005%x1074 4,137x10%6
32 7,813x1073 1,389x10~ 11 7,235%1076

64 3,006x10~3 1,387x10711 1,001
128 1,953x10~3 1,306x 10711 1,062
256 9,766x10~4 1,013x10711 1,289
512 4,883x1074 6,499x 10712 1,559

1024 2,441x107% 3,704x 10712 1,755
2048 1,221 %1074 1,980x10712 1,871
4096 6,104x107° 1,024x10712 1,934
8192 3,052x107° 5,208x 10713 1,966
16384 1,526x107° 2,626x1013 1,983

Tabela 2.1: Euler para (2.2.21): erro global e razoes (duas tltimas colunas). Fonte:
Autores.

A terceira coluna da Tabela 2.1 mostra claramente que, a partir de
um h “suficientemente pequeno”, & medida que o passo de integracao é
reduzido pela metade, o erro de discretizagdo global € também, aproxi-
madamente, reduzido pela metade, isto é, ele é proporcional & primeira
poténcia de h. O Método de FEuler é um método de primeira ordem.
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2.3 Expansao assintética do erro global

O comportamento exibido por um determinado método numérico de-
pende fortemente da regularidade da func¢ao f(¢,y) que define o Pro-
blema de Cauchy. O Teorema 2.3 (STOER; BULIRSCH, 1992, p. 443)
fornece os subsidios tedricos necesséarios para determinar computacio-
nalmente a ordem de convergéncia do método (em um dado instante
ou instantes de tempo).

Teorema 2.3 (Expansio assintotica do erro de discretizagao global).
Considere um Problema de Cauchy

y:f(t7y)7 tO StSTv y(to) = Yo,

cuga solugao exata € y(t). Se a fungdo f(t,y) possuir N + 2 derivadas
parciais continuas em relagio a y e estas forem limitadas na faiza

{t,y) |la=ty<t<t;=0b, yeR"}, paraa eb finitos,

entao a solugao numérica n(t,y), obtida por meio de um método de
passo unico de ordem p < N,

Nyt = Mk + "k, M, h), Mk = (e, Yi),
admite uma expansao assintotica em poténcias de h dada por

n(t,h) = y(t) + hPey(t) + h* e, 1 (t) +- -+ hNen(t) + RN T Exya(t, h),
(2.3.22)
em que ej(tg) =0, j =p,p+1,..., vdlida para todo t € [a;b] e para
todo h = (t —to)/n, n=1,2,....
Além disso, as fungoes e;(t) sao independentes de h e 0 Testo Ex1(t,h)
é limitado para t fizado e para todo h = (t — to)/n, n = 1,2, ....

Naturalmente, o Teorema 2.3 demanda conhecimentos de sequén-
cias e expansoes assintoticas. Como esse ndo é um tema comumente
abordado em cursos de graduagao, incluimos o essencial sobre ele na
Secdo 2.6.2. Da expansao (2.3.22) do Teorema 2.3, vemos que o erro de
discretizacao global pode ser escrito como

—e(t,h) =n(t,h) —y(t) = > _ We;(t) + BN Ex(t,h), (2.3.23)

que tem grande importancia na pratica: podemos usé-la para depurar
o codigo computacional, para estimar a ordem de convergéncia que o
método exibe no problema em estudo e para estimar o erro de discre-
tizagao global.
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2.3.1 Depuragao dos cédigos computacionais

Antes de o usarmos, precisamos depurar nosso programa removendo,
por exemplo, eventuais erros de logica, de digitagao de coeficientes ou
dos parametros que definem o método numérico escolhido. A estratégia
é usar (2.3.23), monitorando o comportamento do erro de discretizagao
global em um Problema de Cauchy com solugao exata conhecida — um
paradigma — que satisfaca as condi¢oes do Teorema 2.3. Tal estratégia
de depuragao ¢é baseada nos seguintes passos:

Passo 1. Escolha um Problema de Cauchy com soluc¢do exata co-
nhecida e “suficientemente” diferenciavel, y(¢), ou seja, com um ntimero
de derivadas superior & ordem do método.

Passo 2. Escolha um passo de integracao h e calcule duas aproxi-
magoes numéricas em um dado instante ¢, n(t, h) e n (t, h/2). Se h for
“suficientemente pequeno”, em primeira aproximagao, temos de (2.3.23)

—e(t,h) = n(t,h) —y(t) = e,(t)h?, (2.3.24)
—e(t, g) =7 <t, Z) —y(t) = ep(t) (Z) . (2.3.25)

O valor absoluto do quociente entre (2.3.24) e (2.3.25) fornece

n(t,h) — y(t) ep(t)h”
n(th/2) —y®)| - [ep(t) (h/2)°

donde estimamos a ordem do método p*,

7 = log, < MD . (2.3.26)
n(t h/2) —y(t)

Passo 3. Repita o passo anterior para valores de h progressiva-
mente menores, por exemplo para h/2, h/4, h/8, ... obtendo assim
uma sequéncia numérica de estimativas da ordem de convergéncia pj,
D5, D3, - .., & qual deverd convergir para a ordem p que a teoria prevé
para o método numérico & medida que h diminui tendendo a zero.

Como vemos, na estratégia descrita é crucial termos & mao um pro-
blema com solugao suave conhecida para acessar o erro de discretizacao
global. Para tanto, podemos executar uma engenharia reversa: cons-
truimos um Problema de Cauchy a partir de uma fungao escolhida,
eleita para ser sua solucio exata. Tal estratégia é denominada verifi-
cagio por solu¢do manufaturada. E importante também chamarmos a
atencao para o fato de ndo haver nada de especial em obter a sequéncia
de passos de integragao por divisoes sucessivas por 2. Na verdade, a
razao de refinamento pode ser qualquer niimero natural r. Assim, po-
demos usar h/r, h/r%, h/r3, ... para gerar as aproximagoes numeéricas
que serao usadas. Responda:

= 2r

’ ~
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— “Como devemos alterar o procedimento descrito acima se usarmos
razdo de refinamento r = 39”7

O procedimento de verificagao por solu¢ao manufaturada nao pode,
por motivo algum, ser negligenciado. Ele precede o uso regular do mé-
todo no problema cuja solucdo desejamos aproximar numericamente. E
aconselhavel que o procedimento de verificacao seja efetuado para va-
rias solugoes manufaturadas, com diferentes niveis de complexidade, em
diferentes instantes de tempo, para varios intervalos de estudo [to; 7.
Seguem exemplos.

Exemplo 2.4. Vejamos com usar a estratégia de verificagdo por solu-
¢do manufaturada para determinar numericamente a ordem de conver-
géncia do Método de Fuler aplicado ao problema de valor inicial cuja
solugao exata desejamos que seja

ye(t) = sen(27mt) e "2t t € [0;T).
O Problema de Cauchy associado é

%y(t) =27 cos(2nt) e *?t —0.2y(t), 0<t<T, y(0)=0,
(2.3.27)

o qual obtemos por simples derivagdo no tempo de y.(t). Pela teoria
apresentada nesta se¢do, sabemos que a ordem de convergéncia do Mé-
todo de Euler € no minimo igual a um se ele for aplicado a um problema
com solugao suficientemente suave no instante de tempo de interesse.
A fungao y.(t) tem infinitas derivadas para todo t real e, portanto, es-
peramos no minimo convergéncia de primeira ordem.

Para verificar a ordem de convergéncia de Euler em t = 1/2, cons-
truimos a sequéncia dos p* como mostrada em (2.3.26). Organizamos
os resultados obtidos na Tabela 2.2 para facilitar a visualizagdo.

noh=(/2-0)/n  le(y2n)  q= |20 )
e(1/2,%)

64 7,813x1073 4,444 %1072 —_—

128 3,906x1073 2,220%10~2 2,00180 1,00129

256 1,953%x1073 1,110x1072 2,00000 1,00000

512 9,766x10~* 5,547x1073 2,00108 1,00078

Tabela 2.2: Euler para (2.3.27): ordem de convergéncia em ¢t = 1/2. Fonte:
Autores.
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Pelos resultados mostrados na dltima coluna da Tabela 2.2, conclui-
mos que o Método de Euler tem ordem 1 para t = 1/2. Resolvendo
numericamente o mesmo Problema de Cauchy, agora para o instante
de tempo t = 1, obtemos os resultados na Tabela 2.3.

n h=(1-0)/n le(1, h)| q=

logy(q)

64 1,563x1072  1,261x107° — —
128  7,813x107%  3,145x1076 4,00953 2,00343
256 3,906x10~%  7,851x10~7 4,00585 2,00211
512 1,953x107%  1,962x10~7 4,00152 2,00055

Tabela 2.3: Euler para (2.3.27): ordem de convergéncia em ¢ = 1. Fonte: Autores.

Desta vez, surpreendentemente, observamos um comportamento que
indica uma convergéncia de sequnda ordem. Parat = 1, hd o anula-
mento de mais termos da expansao assintdtica do erro de discretiza¢ao
global, o que resulta em uma ordem maior de convergéncia nesse ins-
tante.

Exemplo 2.5. Vamos repetir o Exemplo 2.4, mas desta vez para deter-
minar a ordem de convergéncia do Método de Euler Aprimorado (1.3.18)
aplicado ao problema de valor inicial que tem como soluc¢do exata

0, telo;7]
Ye(t) = : (2.3.28)
(t—7) et te[rnT)

em que 0 < 7 <T es éum natural. Inicialmente, observamos que a
fungao (2.83.28) tem s—1 derivadas continuas emt = T e é infinitamente
diferencidvel em qualquer outro ponto da reta real. Com base nisso,
definimos o Problema de Cauchy

d 0, tel0;7]

CTy(t) = ,(2.3.29)
g s(t—7)"et ) 4 (t—1) et € [T

com condigao inicial y(0) = 0. Verificamos a ordem do método de Euler
Aprimorado para s = 3 e 7 = 0,99995 nos instantes t = 2 et = 1,
construindo em cada caso a sequéncia de valores p* como em (2.3.26).

Os resultados para t = 2 estao na Tabela 2.4. Nesse caso, a solugdo
exata do problema tem infinitas derivadas e, de acordo com a teoria,
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n h=(2-0)/n le(2, h)| q=

log(q)

64  3,125x1072  2,876x1073 — —
128  1,563x1072  7,190x10~* 4,00000 2,00000
256  7,813x107%  1,798x10~* 3,99888 1,99959
512 3,906x1073  4,494x107° 4,00089 2,00032

Tabela 2.4: Euler Aprimorado para (2.3.29): ordem de convergéncia em t = 2.
Fonte: Autores.

obtemos numericamente seqgunda ordem de convergéncia para o Mé-
todo de Euler Aprimorado. Repetindo o processo desta vez parat =1,
obtemos os resultados da Tabela 2.5. Nesse caso, observamos um com-
portamento que indica convergéncia de primeira ordem. O que ocorre
€ que, dentro da precisao definida pelos passos de integracao conside-
rados, a insuficiéncia no nimero de derivadas no instante T = 0,99995
claramente afeta a “rapidez” com que converge o método para a solu¢do
exata em pontos ao seu redor (em uma “vizinhanga pequena”).

n h=(1-0)/n le(1, h)| q=

logy(q)

64  1,563x1072  5847x10~1 — —
128  7,.813x1073  2,917x10" 1 2,00445 1,00321
256 3,906x1073  1,452x101! 2,00895 1,00644
512 1,953x1073  7,199x10712 2,01694 1,01217

Tabela 2.5: Euler Aprimorado para (2.3.29): ordem de convergéncia em ¢ = 1.
Fonte: Autores.

Nas seg¢oes a seguir, assumimos tacitamente que o método numeérico
tenha passado pelo processo de verificagao aqui descrito (para varias so-
lugdes manufaturadas e instantes de tempo) e que, portanto, encontra-
se livre de erros de implementagao e pronto para uso.

2.3.2 Estimativa da ordem de convergéncia

A expanséo (2.3.22) fornece uma maneira para estimar a ordem p com
a qual o método numeérico converge para a solugao exata em Problema
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de Cauchy especifico em estudo. Se o problema satisfizer as condi-
¢oes de convergéncia, podemos calcular as aproximagoes numéricas no
instante ¢, n(t, 2h), n(t,h) e n (t,h/2), para h > 0 “suficientemente pe-
queno”. Usando as aproximagoes (2.3.24) e (2.3.25) com pares de passos
de integracao progressivamente menores, obtemos o valor absoluto do
quociente entre as diferengas n(t,2h) — n(t, h) e n(t,h) — n(t,h/2),

’ n(t, 2h) —n(t, h)
n(t7 h‘) -n (tv h/2)

donde obtemos p, em primeira aproximagao,

v (1o i) =

Executando esse procedimento para varias triplas de passos progres-
sivamente menores como, por exemplo, (2h, h, h/2), (h,h/2,h/4), ...,
obtemos uma sequéncia de estimativas py, po, . . ., que converge para um
valor p, a ordem exibida na pratica para o problema especifico sendo
resolvido. Se no instante fixado ¢ o problema estiver nas condigoes do
Teorema 2.3 entao observaremos que p tende a p, em que p é a ordem do
método utilizado prevista pela teoria. Por fim, uma mente inquisitiva
se pergunta:

() (2 =)W
es()(1— 27w |

)

’ ~

— “Como alterariamos o procedimento descrito para usar uma razdo
de refinamento com um natural arbitrdrio r?”

2.3.3 Estimativa do erro de discretizagao global

A diferenga entre (2.3.24) e (2.3.25),

oty =n(t3) = - (5)] a0 (5) @-n.

resulta em

ep(?) (Z) ~ 1 h)zﬁ_j(lt’ h2) (2.3.30)

em que assumimos ser p a ordem de convergéncia que o método numé-
rico apresenta para o problema especifico em estudo. Ao substituirmos
(2.3.30) em (2.3.25), para h > 0 “suficientemente pequeno”, obtemos
uma estimativa do erro de discretizagao global em ¢:

(1) o))

72 20 —1
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Como comentamos anteriormente, a ordem de convergéncia exibida
na préatica por um método numérico, p, pode nao ser exatamente igual
a p, a ordem prevista para o método na teoria, pois depende fortemente
do quéao diferenciavel é a funcao f do Problema de Cauchy sendo resol-
vido. Podemos garantir que p =~ p apenas nas condigoes apresentadas
pelo Teorema 2.3.

2.4 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 2.1. O Método do Trapézio é um método impli-
cito de passo um, cuja funcao de discretizacdo é dada por

1
O(tk, Yr, Yrs1, h) = B} [f (tes i) + f (besrs Y1) |-

Em relagao ao Método do Trapézio:
(a) Qual é a expressao do erro de discretizagao local?
(b) Ele é consistente? Qual é a ordem de consisténcia?

(¢) Delimite superiormente o erro de discretizac¢ao global.
Solugao:

(a) Partindo da definicao do erro de discretizagao local (2.1.2), obte-
mos

2hm, = 2[y(terr) —y(te)] = b [f (s () + f (e, y(Eee))]

cuja aproximacgao por Taylor em torno de t = t;, resulta em

h? h3
2hm, = 2 |:y(tk) +hy'(te) + gy"(tk) + g?/"(fl) - y(tk):| +

= [0+ + i) + )]

Apds cancelar e reorganizar a expressio, podemos escrever

6 4

" € " €
7 = h? {y ) _ o1 2)} , €1,62 € (fri trrn)-

(b) Note que, se supusermos limitagao da solug¢io e suas derivadas no
intervalo considerado, temos
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(c)

lim 7, = lim A?
h—0 h—0

6 4

para quaisquer €1 e €9 no intervalo de estudo. Assim,

7] < Ch? em queC = maz , € € (tei i),

4

e podemos afirmar que o Método do Trapézio € consistente e tem
ordem de consisténcia igual a 2.

Com o intuito de deduzirmos uma expressao que nos mostre a
dindmica do comportamento do erro de discretiza¢ao global, de
maneira semelhante ao que foi feito para chegar em (2.2.19), con-
sideremos as expressoes

Y(terr) = y(tr) + b @(t, y(th), y(thsa), h) + o7, — A
Yk+1 :yk+hq)(tk7ykayk+lah’)7 — B
sendo que a primeira expressao vem do erro de discretizagao local

e a sequnda € a aproximacao numérica que obtemos ao aplicar o
método. A diferenca entre as expressoes A e B resulta em

Y(tet1) = Yo = y(te) — ypt
+h [(b(tka y(tk)a y(tk+1)7 h) - qD(t/w Yks Yk+1, h)] +
-+ th7

e, portanto, em termos do erro de discretizagdo global, temos

lewaall < Newll + S1Atk,u(t4)) = FCt il +

h
+ I rrr y(trrr)) = f Errrs yosa) |+ Rl

Se L > 0 denotar a constante de Lipschitz na sequnda varidvel de
fty) er= max I7&ll, temos a majoragdo

lewall < ||6k||+ ||€k||+ H€k+1||+h7

a qual, para Lh < 2, podemos reescrever como

1+ Lh/2 ht
< | —= > —_—. 2.4.31
lewl < (o) ool + 1=y (23D
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Usando o desigualdade (2.4.31) recorrentemente, de maneira se-
melhante ao que fizemos na demonstragiao do Teorema 2.2, che-

gamos a
1+ Lh/2\"
(1—Lh/2) 1] /L,

1+ Lh/2\"*
< -
um limitante superior do erro global para o Método do Trapézio.

Exercicio resolvido 2.2. Estime numericamente a ordem do Método
de Fuler e o erro de discretizacdo global em t=1 para o problema de
valor inicial (BUTCHER, 2003, p. 63)

y(t) = —y(t) tan(t) — 1/cos(t), 0<t<1, y(0)=1, (2.4.32)

usando as técnicas descritas nas segoes 2.3.2 e 2.3.3.
Solugao:

Com o intuito de mostrarmos a generalidade do procedimento com
relagcdo a escolha da razao de refinamento r entre sucessivos passos de
integracao, usaremos r = 3. Como podemos observar pelos resultados
mostrados na Tabela 2.6, o procedimento descrito na Se¢ao 2.3.2 indica
que, para t = 1, a ordem de convergéncia apresentada pelo Método de
FEuler tende para 1, a ordem de convergéncia prevista pela teoria, a
medida que o passo de integracdo se aproxrima de zero.

1-0

= logr(‘7ﬂlarh)—-n(17h)

77(17 h) -n (17 h/’!‘)

m n==64r" h n(1, h) )

0 64 1,563x1072 -2,99516x101 —

1 192 5,208x1073 -3,00625%x101 —

2 576  1,736x1072 -3,00988x10~! 1,01494
3 1728 5,787x107% -3,01109%x10~! 1,00498
4 5184 1,929x10™% -3,01149x107! 1,00166
5 15552  6,430x10° -3,01162x107 " 1,00055
6 46656  2,143x107° -3,01266x10~! 1,00018

Tabela 2.6: Euler para (2.4.32) (BUTCHER, 2003, p. 63): ordem de convergéncia
em t = 1. Fonte: Autores.

A Tabela 2.7 mostra estimativas do erro de discretizag¢io global em
t =1, e(t = 1,h), usando o procedimento apresentado na Segio 2.5.2.
Como conhecemos a solugdo exata de (2.4.32) (BUTCHER, 2003, p.
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1-0 |n(1,h) —n(1,h/r)

m n=64" h=

ly(1) = (L, h/r)]

n rP—1

0 64 1,563x1072 — —

1 192 5,208x1073 5,54309x 1074 5,44171x1074
2 576 1,736x1073 1,81762x10~4 1,80647x10~4
3 1728 5,787x10~* 6,02567x107° 6,01331x107°
4 5184 1,929x10~% 2,00489%107° 2,00352x107°
5 15552  6,430x107° 6,67892x10~6 6,67739%x1076
6 46656 2,143x107° 2,22585%1076 2,22569%1076

Tabela 2.7: Euler para (2.4.32) (BUTCHER, 2003, p. 63): erro global estimado e
exato em t = 1. Fonte: Autores.

63), y(t) = cos(t) —sen(t), a empregamos também para calcular o erro
de discretizagao global exato (dltima coluna).

Exercicio resolvido 2.3. Considere o Problema de Cauchy
y(t) = fty), tel01], w(0) = o,
e 0 método numérico
Yer1 = Yo+ hf (e, yr) + 025" (2.4.33)

para sua solugdo, em que h = 1/n, t, = kh e k =0,1,2,...,n. Mos-
tre que o método (2.4.33) € inconsistente mas que, apesar disto, ele é
convergente (STETTER, 1973).

Solugao:

O método € de um passo, explicito, com funcao de discretizacdo dada
por
O (tr, yr, h) = f(tr yr) + O,

em que 0, = O(ty,h) = 28 = 2t=D/h  Naturalmente, suporemos
que f satisfaz as condigoes suficientes para a existéncia e unicidade da
solugao. Em particular, ela € de Lipschitz na varidvel y e isso implica
que ®(t,y, h) também o serd pois 0(t, h) ndo depende de y.

Para constatar a falta de consisténcia, basta que ®(t,y,0) # f(t,y)
para algum t € [0;1]. Como

O(t,y,h) = f(t,y)+ 20"/

parat =1 temos
(1,y,h) = f(l,y) +1,
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e, portanto,
O(1,y,0) = f(Ly) +1# f(Ly).

Constatamos entao que o método nao é consistente com a equac¢ao
diferencial ordindria no instante t = 1.

Se a solugao exata y(t) for suficientemente diferencidvel, podemos
também verificar a falta de consisténcia estimando a magnitude do erro
de discretizacao local. Neste contexto, ao substituirmos na expressao do
erro de discretizagao local uma aprozimagao de Taylor para y(tgy1) em
torno de t = t;, obtemos

y(ter1) — y(te)

n = LRI o, y(t), h)

y(te) + hy' (te) + Sy (@) — y(t)

- - — Flt () = 2

h "ew k—
= = ty) — 27"
2y (k) s

para algum t), € (ty;tre1). Em particular, para k =n — 1,
h - 1
Th-1 = Eyﬂ(tnfl) 5

A partir de um n “suficientemente grande” (ou, equivalentemente, a
partir de um h “suficientemente pequeno”), temos

h

— <1/2

22[%@(”_ /2,
e, portanto,

1
|71 > 1/4 = m3x|7’k,| > 7

Assim sendo, o método (2.4.33) nao é consistente pois o erro de
discretizagao local nao tende a zero a medida que h diminusi.

Para mostrar que o método é convergente em t = 1, € natural assu-
mirmos que f € de Lipschitz em y com constante L > 0 e substituimos
a Série de Taylor de y(tr4+1) em torno de y(ty) na expressao do erro de
discretizagao global, em t =ty

Y1 — Y(tes1)]

Yk + hf (b, yr) + WOk — y(te) — hy' (k) + O(h?)|
e + hof (e yi) + WOk — y(te) — hf (b, y(tx)) + O(R?)]
lex + by + h(f (te, i) — f (e, y(t)) + O(R?)]

lex| + hby + Rl f (trs yr) — f (b, y ()| + O(h?)

lex| + hby + hL|ey| + O(h?)

(1+ Lh)|ex| + hbx + O(Rh?). (2.4.34)

VANRVANVAN
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Se nao hd erro no passo inicial, eg = 0, e, da desigualdade (2.4.34),
decorre que:

para k= 0: l|e;| < ho; + O(h?);
para k= 1: l|ey| < (14 Lh)0; + hoy + O(h*);

para k: lega| <Y (L4 Lh)"7h6;1 + O(h?);

M-

Il
=)

J

1

<Y (1+Lh)""hbi +O(h?).  (2.4.35)

3
|

para k =n —1:

-n

<.
Il
o

Podemos reescrever (2.4.35) como

leal < 1B, + O(R%),

em que
n—1 n—j n—1 n—j n—j—1
L T IN"7 /1 J
=Y 1+ e = N (14 = =

_ 2:5:01(”2””)”] (2.4.36)

na qual usamos o fato do passo de integragao ser definido por h = 1/n.
Vemos assim que (3, € duas vezes a soma de uma progressao geométrica
de razao

q=(14+L/n)/2=(1+hL)/2.

A série (2.4.36) tem somente termos positivos e, para n > 2L,
q € (0;1). Isto significa que existe uma constante positiva C tal que
Bn < C para todo n > 2L. Consequentemente, para h > 0 pequeno,

e(tn) < hfB, + O(h?) < Ch+ O(h?),

e 0 método (2.4.33) é convergente em t = 1.

2.5 Exercicios propostos

Exercicio 2.1. Analise a consisténcia dos Métodos de Euler Impli-
cito (1.3.17), de Euler Aprimorado (1.3.18) e do Trapézio (1.3.19) para
quaisquer problemas de valores iniciais bem postos. Mostre que as res-
pectivas ordens de consisténcia sao um, dois e dois.
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Exercicio 2.2. O problema de valor inicial (2.4.32) (BUTCHER, 2003,
p. 63)) tem solugao exata dada por y(t) = cos(t) — sen(t) (a afirma-
¢ao € verdadeira mesmo?). Use a estratégia de verifica¢io por solugao
manufaturada descrita na Secao 2.5.1 e determine numericamente a
ordem de convergéncia do Método de Euler (1.3.16) em t = %, t=1,0

et =1,292695719373. Resposta: ordens 1, 1 e 2. Investigue o motivo.
Exercicio 2.3. O problema de valor inicial (BUTCHER, 2003, p. 65)

g(t) = —ty()/(1 = %), te<t<T, y(0)=1,

tem solugdo exata y(t) = /1 — 2. Use a estralégia de verifica¢io por
solugao manufaturada descrita na Se¢io 2.53.1 e determine numeri-
camente a ordem de convergéncia do Método de FEuler nos instantes
t=1/2 et =1. Resposta: ordens 1 e 1/2, respectivamente. Por qué?

Exercicio 2.4. Use a estratégia de verifica¢io por solugcao manufatu-
rada para estimar numericamente a ordem de convergéncia do Método
de Euler Aprimorado (1.8.18) aplicado ao problema de valor inicial
que tem como solugdo exata y(t) = 2e*°¢=V no instante t = 1. Siga
os procedimentos apresentados nas Segoes 2.3.2 e 2.3.3, estime a or-
dem de convergéncia e o erro de discretiza¢ao global em t = 1. Neste
ultimo caso, compare as estimativas feitas com o valor exato do erro de
discretizagdo global.

2.6 Suplemento teodrico

2.6.1 Teoremas

Teorema 2.4 (Teorema de Weierstrass). Seja f : A C R" — R uma
fungdo continua no conjunto A fechado e limitado. Entao, existem
pontos de mdzimo e mimino absoluto de f em A, isto €, existem xq, 1 €
A tais que

f@o) < flz) < flan)

para todo x € A.

Teorema 2.5 (Teorema do Confronto). Se f(t) < g(t) < h(t) quando
t estd prozimo de a (exceto possivelmente em a) e

lim f(¢) = lim h(t) = L,

t—a
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entao

limg(t) = L.

t—a

2.6.2 Sequéncias e séries assintoticas

Uma sequéncia de fungdes {fn(2)}nen, fo : R\ {0} — R, é uma
sequéncia assintotica para x — 0 se, e somente se,

farr=o0(fn), —0 n=123,...,

em que a notagao de ordem “6-pequeno” foi definida em (2.1.5). Alguns
exemplos de sequéncias assintoticas para x — 0 sdo {sen”(z)}, {In(1 +

™)} e {2}, n = 1,2,... (basta calcular o limite para  — 0 da
razao fni1(x)/fn(x) e verificar se este limite é zero, para cada natural
fixado n).

Se {fn}nen for uma sequéncia assintotica e se f : R\ {0} — R for
uma funcao tal que

P
f@) =Y fal@) =o(fp), =0, p=123, .,
n=0

entao escrevemos

e diremos que f tem uma expansao assintética com rela¢ao a sequéncia
{fn} para © — 0. As fungdes f(z) =1/(1 —z) e g(z) =1/(1 —x) +
C'e'/*, para qualquer C' € R, tém a mesma expansio assintotica para
x — 0% com relagao a sequéncia {z"},

fl@)~gla)~1+a+a2"+--

Chamamos a atencao para o fato de que expanstes assitoOticas nao

[ee)
sa0 necessariamente convergentes. A convergéncia de uma série » _ £, (x)
n=0
estd ligada ao comportamento de seus termos quando x encontra-se

fixado e n — +o00 (“comportamento da cauda”). No caso de uma
expansao assintotica, estamos interessados no comportamento de seus
termos para cada n fixado e, por exemplo, para quando z — 0. Apesar
dessa caracteristica, inicialmente surpreendente, expansoes assintoticas
sdo extremamente Uteis na pratica (e.g. Sec¢do 2.3). Para exemplos
de uso e para aprender mais, sugerimos a leitura de textos concisos,
mas bastante elucidadores, como os de Hunter (HUNTER, s.d.) e de
Subramanian (SUBRAMANIAN, s.d.).
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2.7 Notas biograficas

Leonard Euler — Figura 2.2 — nasceu em 15 de abril de 1707 em Basel,
Suica. Seu pai, Paul Euler, mesmo desejando que ele seguisse sua car-
reira como ministro protestante, foi quem guiou seus primeiros passos
no aprendizado da matemética. Cabe mencionar que Paul era amigo
de Johann Bernoulli, foi aluno de Jacob Bernoulli e morou em sua
casa durante a graduacao. Portanto, Paul tinha bons conhecimentos
de matematica e podde iniciar seu filho nessa area, suplementando as
disciplinas oferecidas na escola elementar que ele frequentada, dentre
as quais nao figurava matematica.

Figura 2.2: Leonard Euler. Fonte: MacTutor.

Euler ingressou na Universidade aos 14 anos e Johann Bernoulli logo
descobriu sua enorme aptidao para a matematica. Bernoulli se recusou
a ser seu tutor para algumas licoes privadas mas orientou Euler como
avangar seus estudos, como ele proprio escreveu:

—“Percebi logo a oportunidade de ser apresentado ao famoso pro-
fessos Johann Bernoulli.... Em verdade, ele estava muito ocupado e
se recusou terminantemente a ministrar algumas ligoes privadas;, mas
ele me deu muitas orientagoes valiosas para que eu iniciasse leituras de
livros mais avancados de matemdtica e como estudd-los da forma mais
diligente que eu pudesse. Caso encontrasse alguma dificuldade, eu tinha
a permissao de visitd-lo livremente, todos os domingos a tarde...”

Obtida a permissao de seu pai para abandonar a carreira eclesias-
tica, pode se dedicar & matematica. Estudou varios trabalhos classicos
durante sua graduagao, dentre eles, Descartes, Newton, Galileo, van
Schooten, Jacob Bernoulli, Hermann, Taylor and Wallis.

Em 1726 seu primeiro trabalho The construction of isochronous cur-
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ves in media with different forms of resistance, foi publicado. Sua pai-
xao pela matemética era tao forte que produzia vérios trabalhos em
um unico dia, sempre com uma matematica inovadora e engenhosa.
Este traco o levou ao desenvolvimento do método dos algoritmos com
o propdsito de resolver problemas aparentemente insoluveis, como o da
previsao, com grande antecedéncia e precisao, das fases da Lua para a
construgaso de tabelas de navegagao.

Em 1730, entrou para a Academia de Ciéncias de Sao Peterburgo
criada por Catarina I. Em 1735, ao perder a visdo do olho direito em
face de um acidente vascular cerebral, afirmou que “agora teria menos
distragoes”. Em 1736, recebeu reconhecimento piblico e um prémio da
Academia de Ciéncias de Paris pelo artigo Mecdnica ou ciéncia do movi-
mento analiticamente exposta, onde apresentou a mecanica newtoniana
por meio da analise matemética.

Convidado por Frederico, o Grande, entrou para a Academia de
Ciéncias de Berlim em 1741, onde permaneceu por 25 anos. Durante
esse periodo escreveu mais de 200 artigos, trés livros sobre anélise ma-
tematica e uma publicacao de ciéncia popular Letters to a Princess of
Germany. Segue uma breve apresentacao de sua vasta contribuigao
para quase todos os ramos da matemaética pura e aplicada.

e 1744: sistematiza o calculo de variagoes.

e 1748: publica “Introducao & analise infinitesimal”, sobre questoes
analiticas e geométricas, expansoes em série.

e 1755: publica “Principios do céalculo diferencial”, sobre o célculo
infinitesimal e o calculo das diferengas finitas.

e 1760: publica “Teoria do movimento dos corpos solidos e rigidos”,
sobre principios da geometria diferencial.

e 1761: estuda integrais elipticas e suas aplicagdes geométricas.
e 1770: resolve a equagao de quarto grau.
e 1768/1770: publica “Principios do calculo integral”.

Em 1776, apés complicagoes de uma cirurgia de catarata, Euler perdeu
completamente a visdo. Faleceu em 18 de setembro de 1783.
]

Joseph-Louis Lagrange — Figura 2.3 — nasceu no dia 25 de janeiro
de 1736, em Turin, Itélia, transformada posteriormente na capital do
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reino da Sardenha em 1720. Faleceu em 10 de abril de 1813 em Paris,
Franga. Seu bisavo pertencia & cavalaria francesa e deixou a Franga
para trabalhar para o Duque de Savoy e seu pai trabalhava a servigo
do rei da Sardenha. Os planos familiares para Lagrange é que ele se
tornasse advogado e, assim, ele iniciou os estudos no College of Turin.
O interesse pela matemética surgiu apos ler o trabalho de Halley de
1693, o qual aplicava algebra a otica.

Figura 2.3: Joseph-Louis Lagrange. Fonte: MacTutor.

Autodidata, sem a supervisdo de um matematico mais experiente,
Lagrangre publicou seu primeiro trabalho em 1754, o qual tratava de
uma analogia entre o Teorema do Binémio de Newton e as derivadas
sucessivas de produtos de fungdes. Essa abordagem também foi tratada
por Johann Bernoulli e Leibniz, o que causou apreensao em Lagrange,
pois a comunidade matematica poderia aventar a possibilidade de pla-
gio, 0 que nao ocorreu.

Em 1755, com apenas 19 anos, Lagrange foi indicado como professor
para a Royal Artillery School in Turin. Ainda nessa época, ele enviou
para Euler seus estudos sobre a curva tautocrona, que continha sua
metodologia para calcular maximos e minimos, e sobre o calculo de
variagoes aplicado & mecéanica, generalizando resultados obtidos por
Euler anteriormente.

Em 1757, Lagrange foi membro fundador da Royal Academy of Sci-
ences of Turin, onde se publicava o periddico Mélanges de Turin. Nesse
periddico, ele publicou artigos sobre calculo de variagoes, calculo de pro-
babilidades, fundamentos de dindmica, estudos sobre a propagagao do
som e sobre cordas vibrantes, teoria dos ntimeros, sobre a integracgao
de equagoes diferenciais e aplicagoes & mecénica de fluidos e & meca-
nica celeste. Nesse ultimo, abordou estudos sobre a 6rbita de Jupiter e
Saturno e sobre o movimento de libragao da Lua.

Em 1766, sucedeu Euler como diretor da Academia de Berlim, onde
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permaneceu por 20 anos. Em 1772, dividiu o prémio da Academia de
Ciéncias de Paris com o trabalho sobre o problema dos trés corpos e,
em 1774, ganhou o prémio pelo trabalho sobre o movimento da Lua.
Em 1780, ganhou novamente o prémio com o trabalho sobre perturba-
¢oes dos planetas e sobre as 6rbitas de cometas. Em 1787, tornou-se
membro da Academia de Ciéncias de Paris e, em 1788, publicou o livro
Mécanique Analytique.

Em 1793, sob o Reinado do Terror a Académie des Sciences e outras
sociedades cientificas foram suprimidas. A comissao de pesos e medidas
foi a inica autorizada a continuar e Lagrange tornou-se seu presidente.
Em setembro de 1793, foi aprovada a lei que ordenava a prisao e o
confisco dos bens dos estrangeiros nascidos em paises inimigos. Lavoi-
sier interveio em nome de Lagrange, que certamente se enquadrava nos
termos da lei, e foi-lhe concedida uma excegao. Entretanto, em 8 de
maio de 1794, apds um réapido julgamento, o tribunal revolucionério
condenou Lavoisier a morte.
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Capitulo 3

Métodos de passo tinico de
altas ordens

Neste Capitulo, mostramos como obter métodos de passo tnico de or-
dens maiores que dois, os chamados de métodos de passo unico de altas
ordens. Métodos de Runge-Kutta pertencem a essa classe, mas nao sao
os unicos. Apresentamos duas estratégias para obter tais métodos: a
primeira, descrita na Se¢ao 3.1, é baseada em aproximagoes de Taylor e
a segunda, descrita na Segao 3.2, é baseada na escolha adequada de um
conjunto de instantes de tempo nos quais o problema é discretizado. Em
ambas, suporemos que a solugao exata tenha tantas derivadas quantas
necessarias para prosseguirmos com os calculos. A seguir, usando em
conjunto métodos de Runge-Kutta de ordens diferentes, discutimos na
Segao 3.3 como podemos controlar de maneira automatica a escolha do
passo de integracao de maneira a tornar o célculo da aproximagao mais
eficiente. O Capitulo conta ainda com exercicios resolvidos e exercicios
propostos, Segoes 3.4 e 3.5 respectivamente, terminando com notas bio-
graficas, Segao 3.6.

3.1 Meétodos da Série de Taylor

Considere a aproximagcao de Taylor de uma fungao y(¢) que possui g+ 1
derivadas continuas em torno de t = t;, (Teorema 1.7, Secao 1.6),

. B2 ha
ylte+h) = ylter) = y(t) +hy'(t) + 5y (t) + - + ay(‘”(tk) +

hatl
(¢ + 1)

y ), £ € (it + h). (3.1.1)

Se y(t) & solugao exata de um Problema de Cauchy e ¢/ (t) = f(¢,y(t))
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em (3.1.1), temos
2 d
Y(terr) = ylte) +h f(tey(tr) + E%f(%y(tk)) et
q J9—1 q+1 q
M " ey, (312)

a%f(tk,y(tk)) + g+ Dlde

Usando a Regra da Cadeia, obtemos

G0 = S Y (D) o),

@2 9% f O f a2f of of af\°

azlby) = (a# Dty ot 8y+f(ay)>
= (2 +12Y oy,

St = (470 ) i) (3.13)

A equagdo (3.1.3) deve ser lida como uma identidade envolvendo
operadores diferenciais iterados. De (3.1.2)-(3.1.3), temos o Método
3.1.

Método 3.1 (Série de Taylor).

Yo = y(to)
Yes1 = Yp +hO(te,yr, h)

em que
h h* ., et
Oy, h) = fty) + 5 DI y) + Do (b y) +- o+ == D f (),
(3.1.4)
e o operador diferencial D € definido como D = % + f—

Note que a fungao de discretizagao (3.1.4) contém todos os termos
da aproximacao de Taylor até a ordem ¢ — 1. Nesse contexto, o erro
de discretizagdo local tem ordem O(h?) e, assim sendo, decorre que
o Método da Série de Taylor tem ordem ¢. Embora essa estratégia
mostre a existéncia de métodos de um passo com ordens arbitrariamente
altas, fica evidente de (3.1.3)-(3.1.4) que o prego que se paga ¢ a alta
complexidade da expressao algébrica. O exemplo abaixo ilustra esse
fato.
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Exemplo 3.1. Determinemos a funcao de discretiza¢ao do Método da
Série de Taylor de ordem 3 para o problema que tem solucio ezvata

y(t) = exp(t) cos(t),
d

() =y(H(1 - tan(t)), te [0:T], y(0) = 1L

A fungao de discretizagao ®(t,y, h) é

_ h W _9 . 49
Oty h) = f(t,y) + 5 Df(ty) + 57 D7ty )emqueDfatﬂLfay,

3!
e as derivadas parciais de f(t,y) =y [l — tan(t)] sao ﬂ = —y/cos?(t),
2
% = 1—tan(¢), B—tf = 2y tan(t)/cos*(t), gyf =0 e gmy —1/cos*(t).

As substitui¢oes na funcgao de discretizagao (3.1.4) das derivadas
parciais ficam como exercicio. Perceba como seria laboriosa a imple-
mentagdo computacional desse método mesmo em um caso “relativa-
mente simples”.

E tentador usarmos em (3.1.3) a formula do binémio de Newton.
Isso é errado nesse contexto. A aplicac@o recorrente do operador dife-
rencial D envolve inumeras aplicagoes da Regra da Cadeia. Por exem-

2
plo, verifique que (% + fa%) #+ (% + fa%) (% + f%) , S€ usarmos
no lado esquerdo o produto notavel (a + b)? = a* + 2ab + b* e no di-
reito a propriedade distributiva em (a + b)(a + b) = aa + ab + ba + bb.
Lidamos com operadores diferenciais e nao nimeros reais. Se a = 9/t
e b= f0/dy, vemos que o resultado é, de fato, diferente. O correto
é via propriedade distributiva, que equivale & aplicagao recorrente do
operador diferencial.

Essa primeira abordagem via aproximacao de Taylor da solucgao
exata é pouco usada, pois exige o célculo de varias derivadas da funcao
f(t,y) para a determinagao do polinémio de Taylor em torno de ¢t = .
As sucessivas derivagoes tendem a elevar a complexidade algébrica de-
masiadamente, impactando inclusive a eficiéncia computacional. Uma
alternativa a essa abordagem é a dos métodos de Runge-Kutta.

3.2 Meétodos de Runge-Kutta

No desenvolvimento dos métodos de Runge-Kutta, o campo tangente
da solugao exata é aproximado por uma ponderagao de alguns de seus
valores de forma a cancelar termos do erro de discretizagao local, vi-
sando a atingir uma ordem de consisténcia pré-determinada.

Os métodos que veremos serdao explicitos e podem ser entendidos
como extensoes do Método de Euler. Devido principalmente & sua
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simplicidade de implementagao, os métodos de Runge-Kutta (RK) ex-
plicitos tém sido amplamente usados em varias areas do conhecimento
ao longo do tempo (BUTCHER, 2003, 1996).

Defini¢do 3.1 (Propriedades de um RK explicito de ordem ¢). Um
método € de Runge-Kutta explicito de ordem q se, e somente se, possui
trés propriedades:

1. € um método de passo unico explicito,

2. tem as derivadas de y(t) (e, portanto, de DI f(t,y)) aprozimadas em
pontos “convenientemente escolhidos” e, por fim,

3. “concorda” com o Método da Série de Taylor (3.1.4) até o termo de
q-éstma ordem, para algum q > 0.

Definimos um método RK explicito com R estagios de forma gené-
rica como

{ Yo = y(to)

Ykr1 = Yk + h®(tr, yr, h)

em que

R
O(t,y,h) =Y eokinlt,y, h), (3.2.5)
r=1

com as fungoes k, calculadas por intermédio de avaliages de f, dadas
por

K1 (t> Y, h) = f (ta y) )
Ko (tvyvh) = f(t+ha27y+hb21/€l)7
kg (t,y,h) = f(t+ has,y+ hbsiky + hbsyrs),

Kj’l‘ (t7 y? h)

r—1
f (t + hay,y + thrsns> , 2<r < R.(3.26)
s=1

Para que o erro de discretizagao local tenha ordem ¢, os parametros
ar, brs € ¢, devem satisfazer as restrigoes

R r—1
da=1a=) b, 2<r<R (3.2.7)
r=1 s=1

A primeira restricdo é necesséaria e suficiente para garantir a con-
sisténcia do método, isto é para que ®(t,y,0) = f(¢,y), uma vez que
Kr(t,y,h) = f(t,y) quando h — 0. A segunda restrigdo garante que a
aproximagao de Taylor da fungdo de discretizacao seja idéntica, termo
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a termo, a fungao de discretizacao do Método da Série de Taylor (3.1.4)
até a g-ésima ordem isto é, ela garante que o método concorde com o
método da Série de Taylor para algum ¢ > 0. Dependendo da escolha
dos parametros de ponderagao c,, um método com mais de um estagio
(R > 1) pode ter segunda ordem ou mais.

A estratégia nos métodos de Runge-Kutta é substituir as derivadas
Dif(t,y) na func¢do de discretizagao ®(¢,y, h) por uma média ponderada
de valores do campo tangente f(t,y). Uma vez decididas a quantidade
e a localizagao dos pontos que usaremos, temos varias possibilidades
para efetuar a ponderacao. Podemos obter métodos diferentes para
uma mesma sele¢do pontos apenas mudando essa ponderagao.

— “Qualquer selegao de pontos/ponderagdo gera um método
convergente?”

Infelizmente, a resposta é negativa.

A selegdo de pontos/ponderacio deve ser tal que o método “con-
corde” com algum método da Série de Taylor. Além disso, a ordem com
que ele converge depende nao s6 dessa sele¢ao de pontos/ponderagao
como também do nimero de vezes que a funcao f(¢,y) é calculada, isto
é, do numero de estdgios. Porém, observamos que ha métodos conver-
gentes, mesmo que nem todos tenham a maior ordem possivel para uma
dada selegao “apropriada” de pontos/ponderagao.

Costumamos representar o numero de estagios por R. Por exemplo,
o Método de Euler ¢ um método de Runge-Kutta RK11, ou seja, de
primeira ordem com um estégio (R = 1). Um método de Runge-Kutta
que avalia f trés vezes é da classe dos métodos de Runge-Kutta com
trés estigios (R = 3) e sua ordem depende do Método da Série de Taylor
com o qual ele “concorda”. Aspectos que até aqui deixamos vagos, como
“selegdo de pontos apropriada” e “concordar com um método da Série
de Taylor”, sdo detalhados no Exemplo 3.2 (R = 2).

Exemplo 3.2. Construa, passo a passo, os métodos de Runge-Kutta
explicitos com dois estdgios. Partindo das expressoes (3.2.5)-(3.2.7),
fazendo R = 2, temos

Yo = yl(to)
Y1 = Y+ h®(te, yr, h)
com
2

O(t,y,h) = Zc,..%,. = C1K1 + CaKo,

r=1

em que

K1 (tlmyk:h) = f(tknyk) € K2 (tk7yk>h) :f(tk+ha27yk+hb21"{1)7
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e os pardmetros (3.2.7) salisfazem c1+ca = 1 e ag = byy. Considerando
ay = by =0, em que 6 é um pardmetro livre no intervalo (0;1], e apro-
zimando ko por Taylor em torno de (ty,yx) (Teorema 1.8, Seg¢io 1.6),
obtemos

[tk +h0,yp + hbk1) = fr,+0hD f,+O(R*), em que fi = f(ty, yr).

Para que o método tenha sequnda ordem, basta que ele concorde
com o Método da Série de Taylor até sequnda ordem, isto €, devemos
escolher os pardmetros para ter

e fi + eal i+ ORDJi) = fi+ D

Dessa maneira, chegamos a um sistema nao linear de equagoes al-
gébricas

1
Cl+62:1, 02925.

Os wvalores de ¢ e ¢y sao definidos em fungao do pardémetro livre
0, 0 € (0;1], portanto havendo infinitos métodos de Runge-Kutta de
seqgunda ordem com dois estdgios.

Observe que qualquer escolha de pardmetros que satisfaga apenas
a primeira igualdade resultarda em um método de Runge-Kutta con-
sistente de primeira ordem com dois estiagios. H& também infinitos
métodos de Runge-Kutta nessa condigao. Por exemplo, aquele que tem
¢ =1/3,c2=2/3 e 0 =1. Pois bem...

— “Fxistem diferencas notdveis entre métodos de mesma ordem?
Qual deles € o melhor?”

Retomemos o Exemplo 3.2. Para valores de 6 diferentes, os méto-
dos de Runge-Kutta de segunda ordem com dois estagios tém, natural-
mente, expressoes diferentes para o erro de discretizacao local, pois tal
erro é uma fungao continua de . Além disso, o erro de discretizacao
local depende também da terceira derivada da solugdo exata, y®(t), e
do tamanho do intervalo de integragao. Uma questao relevante é

— “Para que valor de 0, o erro de discretizagdo local atinge seu
minimo no intervalo de estudo [to; T]%”

Essa é uma questdo importante, pois nesse caso, a cada passo de
integracao, cometerfamos o menor erro de discretizacao local possivel.
Se dentre os métodos de Runge-Kutta de primeira ordem escolhermos
aqueles com dois estégios, o parametro 6 pode ser escolhido de forma
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a “controlar” outras propriedades do método em construgao, como a
“estabilidade numérica’”.

Dentre os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem com dois
estagios (RK22), dois merecem destaque: o Método de Euler Aprimo-
rado (1.3.18), obtido para 6 = 1, e o Método de Euler Modificado
(3.2.8), obtido para 6 = 1/2.

Meétodo 3.2 (Euler Modificado ou do Ponto Médio Explicito).

- Yr+1 Y + P (L, Yk, h) _
Yo = y(to), { bes = bt h—tot+kh 0<k<n-—1,(328)

em que h= (b= a)/n, Dt h) = rz e { N T

Procedemos como no Exemplo 3.2 para construir um método de
Runge-Kutta explicito genérico de R estagios e ordem ¢q. Essa constru-
¢ao sempre envolve a resolucao de um sistema algébrio nao linear sub-
determinado, isto é, com mais incégnitas que equagoes e, portanto, com
infinitas solugoes. A dedugao de métodos de Runge-Kutta de terceira
ordem com trés estagios é discutida detalhadamente em (LAMBERT,
1973).

No Exemplo 3.3, mostramos como determinar a ordem de um dado
método de Runge-Kutta (explicito) de R estagios.

Exemplo 3.3. Vamos mostrar que o Método de Euler Modificado (3.2.8)
é, de fato, um método de Runge-Kutta de sequnda ordem com dois es-
tdgios verificando, wma a uma, as propriedades da Defini¢ao 3.1.

Por inspecio direta, vemos que ele satisfaz as duas primeiras pro-
priedades: o Método de FEuler Modificado € um método de passo inico
explicito e sua funcgdo de discretizagao requer duas avaliagées de f(t,y)
(R = 2) e nao envolve nenhuma de suas derivadas. Para a terceira
propriedade, precisamos mostrar que ele concorda com um método da
Série de Taylor (3.1.4) para alguma ordem q > 1.

Aprozimando ®(t,y, h) em torno de (tg, yx) (Teorema 1.8, Secao 1.6),
obtemos

B h (0 fx O fr
Cb(tlmyka h) = fk + 5 <8t + fkay> +
102 (2, 5 f
G ( oz gy

P fi
oy?

+ f2 ) +0(h?). (3.2.9)
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Substituindo (3.2.9) em (328) obtemos

0 0
yk+1—yk+hfk+ ( fk+fk fk) +

1 A8 82fk % fx 0 fi 4
AT ( az T 2 ggy ay2> + O,

cujos termos concordam com os do Método da Série de Taylor (3.1.4)
até a segunda ordem, mostrando que Método de Euler Modificado é
um Método de Runge-Kutta com 2 estdgios e de, no minimo, sequnda
ordem. Para mostrar que sua ordem nao é superior a dois, precisa-
mos verificar que nao hd coincidéncia de termos de ordem superior a
partir dos de terceira ordem. Esta parte, necessdria para completar a
verificac@o, fica como exercicio.

+ f7

Alguns métodos ganharam notoriedade por reunir duas caracterfs-
ticas fundamentais: ordem maior do que dois e simplicidade de im-
plementagao. Embora muitos desses métodos estejam disponiveis em
bibliotecas numeéricas de varias linguagens de programacao, sugerimos
a sua implementagao, pois essa atividade aproxima a teoria da prética
e potencializa o aprendizado.

Apresentamos a seguir as fun¢oes de discretizacdo de métodos po-
pulares para os quais sugerimos confirmar que sao, de fato, de Runge-
Kutta explicitos com R estagios e comprovar sua ordem de convergén-
cia.

Método 3.3 (RK33 - Runge-Kutta de terceira ordem com trés esté-
gios).

1
(K1 + 4K2 + K3), (3.2.10)

O(t,y,h) = G

K1
K2
K3

Meétodo 3.4 (RK44 - Runge-Kutta Classico (quarta ordem com quatro
estagios)).

com

f(ty)
f+h/2,y+ (h/2)k1)
f(t+ h,y— hky + 2hka)

1
D(t,y,h) = 6 (K1 + 262 + 263 + Ka) (3.2.11)
com

f(ty)

F(E+h/2,y+ (h/2)m)
fE+n/2,y+ (h/2)r2)
f (t + h7y + h‘%3)

1
2
K3
4
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Meétodo 3.5 (RK45 - Runge-Kutta de quarta ordem com cinco esté-
gios).

25 1408 2197 1
) = e ~ ks, 2.12
®(t,y, h) 516"+ ap5" T 104" T 55 @3 )
com
K1 = f (tvy)
Ko = f (t + h/4,y + (h/4):‘<21)

3 3 9
k3= f (t + gh,y + szhfﬂ + szhf{2>

y t+—h s, 00+ 2%,
i = 2197 "1 T 21972 T 9197
439 3680 845
ks = f <t+h,y+mhm—8hﬂz+ 513 hm3—4104hn4>

Método 3.6 (RK56 - Runge-Kutta de quinta ordem com seis estégios).

16 6656 28561 9
— ks + — ke, 3.2.13
Oty 1) = 1355+ 795951+ 5eaz0™ T 50" T 55" (3:2.13)
com
k1 = f (t7 y)
= F By + b )
3 3 9
k3= f <t + gh,y + 3—2hr€1 + 3—2hr€2)
t+} } L los2, 7200, 7296,
o P - = LR
DY T o197 T 9197 2 T o197
3680 845
i) Bk + o B — —=2
j<t+fLy+216 K1 — 8LKJ2+513 K3 4104m4)
3544 1859 11
-2 e —
f (t + h/2 y hﬁl + 2h K2 2565]7,%3 + 4104}“{4 40 Ii5>

A relacao que existe entre a ordem méxima e o nimero de estagios

em um método de Runge-Kutta nao é trivial.
ordem maéaxima que conseguimos atingir com R estégios é R

Nao é verdade que a
Isso é
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verdade apenas para R = 1,2,3 e 4. Se p*(R) for a maior ordem
que conseguimos obter com um método de Runge-Kutta de R estagios
entdo (BUTCHER, 1965; LAMBERT, 1973):

p(R) =R, R=1,23¢4;
p'(5) = 4, p*(6) =7, p(7) =6, p"(8) =6, p"(9) =T;
p*(R) < R—2, R > 10.

3.3 Controle automaéatico do passo de integragao

Comumente, em aplicacoes, é desejavel garantir que o erro de discreti-
zagao local 7;,(h), em qualquer instante t; do intervalo de estudo [to; 77,
seja inferior a um valor pré-fixado € > 0, o valor méaximo desse erro ad-
mitido no problema. Por exemplo, para a dindmica entre Glicose e
Insulina (1.1.2)-(1.1.3), apresentada no Capitulo 1, o valor de € é defi-
nido em fungao da dose minima de insulina que pode ser administrada,
ou seja, uma unidade. Logo, o passo de integragao h deve ser tal que
garanta

mﬁwmwmgomge:L 0<h<h, (3.3.14)

em que a constante C' é calculada pela maximizagao da derivada de
ordem ¢ + 1 da solucio exata y(t) em todo o intervalo de estudo e h é
um passo limitrofe.

Mostramos a seguir como escolher automaticamente o passo de inte-
gragao h de maneira a controlar o erro de discretizagao local usando as
fungoes &, (t,y, h) de (3.2.5)-(3.2.6), associadas a dois métodos Runge-
Kutta de ordens diferentes. Com isso, somos dispensados de estimar o
méximo de uma derivada de alta ordem da solugao do modelo mate-
mético, isto é, de estimar o valor de C' em (3.3.14).

Consideremos dois métodos de Runge-Kutta dados por suas fungoes
de discretizagao @1 e Py,

Rl R2
<I)l(ta Y, h‘) = Z Cl’V‘Hl’I'(t? Y, h) € ®2(t7 Y, h) = Z 021'/'{27'(t7 Y, h)7
r=1 r=1

em que R;, ¢ € K,y © = 1,2 s80 como em (3.2.5)-(3.2.6). Conside-
rando R = max{R;, Ry} e subtraindo seus erros de discretizagio local,
podemos escrever

Tie(h) — Tar(h) = C1(tr, y(te), h) — Pote, y(tr), h)

R
= Z (Clri{lr(ta Y, h) - CZTK/Q’I‘(t7 Y, h)>7

r=1
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se definirmos como sendo nulos alguns dos coeficientes ¢;., i = 1,2,
conforme necessario quando forem diferentes seus ntumeros de estagios
(R1 # Ry).

Para tornar a estratégia mais eficiente, é vantajoso escolher métodos
de Runge-Kutta cujas ordens difiram de apenas 1, digamos 7yx(h) =
O(h?) e Tox(h) = O(h?™), e, para evitar muitas avaliagoes da fungao
f(t,y), suponhamos que Ky = Ky = kKo(t,y,h), 1 < r < s. Assim
sendo, temos 71(h) dado por

s R
le(h) = Z(Clr - Czr)HT + Z (CIT’ilr - Czrﬁzr) + O(hq+l)7
r=1 r=s+1

e, portanto para h “suficientemente pequeno”, podemos concluir que

S

R
Tir(h) = Z(CW — Cor )iy + Z (clmlr - cw&mﬂ). (3.3.15)

r=1 r=s+1

Temos uma eficiéncia computacional ainda maior quando os niime-
ros de estagios também difere de apenas um. E o caso do Exemplo 3.4,
no qual usamos os métodos do Ponto Médio (Euler Modificado) e o de
Runge-Kutta RK33.

Exemplo 3.4. Os Métodos do Ponto Médio (3.2.8) e RK33 (3.2.10)
tém ordem dois com dois estdgios e ordem trés com trés estdgios, res-
pectivamente. Eles compartilham k, e kg entre si. Seus erros de dis-
cretizacao local sao

mM(h) = [y(tesr) — y(te)]/h — re(ti y(te),h) e (3.3.16)
) = [y(teen) = y(8))/h = (1/6) [+ A+ i (1, (80). ),

cuja diferenca absoluta é
|TPM — O(h?)| = |k — 2k2 + K3]/6,

uma vez que 775(h) = O(h3). Para h “pequeno”, concluimos de (3.5.16)
que

7| & K1 — 2k2 + £3] /6. (3.3.17)

Assim, (3.3.17) nos fornece, de forma rdpida e eficiente, uma es-

timativa do valor absoluto do erro de discretizagao local do Método do
Ponto Médio.

A partir das consideragoes anteriores, vem naturalmente a pergunta:



66 Métodos de passo tinico de altas ordens

— “Certo... Como usamos tais estimativas para controlar h
automaticamente?”

Usamos de maneira recorrente (3.3.15) para esse fim. Decidido um
patamar almejado de erro € e escolhido um valor preliminar para o passo
h, um “chute inicial” ho, calculamos |7Z(h)|. Se |7 (h)| > €, diminuimos
o valor de h, h +— ah com 0 < a < 1, e usamos (3.3.15) novamente
para estimar |7/ (h)|. Enquanto o passo de integracao tomado produzir
um erro de discretizagao acima do patamar almejado, continuamos o
processo.

Se, caso contrario, |7 (h)| < €, concluimos que o passo de integracao
h & adequado. Entretanto, nao convém termos |7/ (h)| < €, pois tal h
aumentaria desnecessariamente a quantidade de passos de integracao.
Nessa situagao, aumentamos o valor de h, h <— [h com 8 > 1, e
recalculamos |7)!(h)|. Enquanto o passo de integra¢ao tomado produzir
um erro de discretizagao local “excessivamente” pequeno, continuamos
0 Processo.

Uma vez decidido, usamos o passo resultante para avangar no tempo
a aproximacao numérica da solugao. Note que diminuir ou aumentar o
passo de integragao sao decisdes que nao vém juntas no mesmo passo
de integragao. Se assim fosse, correriamos o risco de estarmos presos
em um “ping-pong” ou, usando o jargao de programagao, em um lago
aberto. O Exemplo 3.5 mostra um algoritmo relativamente simples do
ajuste automaético de passo para o Método do Ponto Médio no caso do
Exemplo 3.4.

Exemplo 3.5. Associando os Métodos do Ponto Médio e RK33, de-
senvolvemos o Algoritmo 1 de ajuste automdtico do passo de integra¢ao
para o Método do Ponto Médio baseado no controle do erro de discre-
tizagao local, sendo dados ty, yo = y(to), ho > 0, T > 1y eec >0, a
condig¢ao inicial, um chute inicial para o passo de integragao, o instante
final de estudo e o patamar de erro, respectivamente.

Os valores de k,(t,y,h), 1 < r < 3 sdo chamadas de fungdes pre-
viamente programadas. Note que ha escolhas ad hoc de paradmetros:
inicialmente, por exemplo, podemos considerar hyg = 0,1, « = 0,9 ¢
B = 1,1 de maneira um tanto arbitraria e tomar a decisdo por experi-
mentagao.

O Algoritmo 1 é relativamente simples. Ele tem o proposito de ilus-
trar os principais aspectos dessa estratégia. Existem implementacoes
mais elaboradas que usam associagoes de métodos de Runge-Kutta de
ordens mais elevadas. Um exemplo tipico é o Método de Runge-Kutta-
Fehlberg (RKF45) (BURDEN; FAIRES, 2015) que usa métodos de
quarta e quinta ordem para estabeler o controle de passo.
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inicio
L« lo; ¥ < Yo; h < ho;
enquanto |T' —t| > 0 faga
T (k1(t,y, h) — 2ka(t,y, h) + K3(t,y, b)) /6;
se |T| > € entao
enquanto |7| > ¢ faga
h + ah;
7« (k1(t,y, h) — 2ka(t,y, h) + K3(t,y, h)) /6;
fim
senao
enquanto |7| < € faga
h < Bh;
T < (K/l(t7 Y, h) - 2ﬁ2(t7 Y, h’) + K“S(tv Y, h))/67
fim
fim
Yy y+ hra(t,y,h); t<+t+h; h<+ min{h, T—t};
fim

fim
Algoritmo 1: Controle do passo do Método do Ponto Médio.

Note que a principio, devido ao caréter local dessa estratégia, espe-
ramos que um mesmo h seja capaz de manter o erro de discretizacao
local sob controle por alguns passos de integragao de maneira satisfato-
ria. Experimente alterar o algoritmo do Exemplo 3.5 para incorporar
essa observagao.

O ajuste automatico do passo de integracdo pode parecer uma so-
fisticagao desnecesséria em fungao da enorme capacidade de processa-
mento dos computadores atuais. No entanto, em problemas aplicados
que envolvem um grande ntimero de equagoes e demandam alta preci-
sdo, um passo de integracao bem escolhido pode ser fundamental.

3.4 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 3.1. Mostre que nao é possivel obter um método
de Runge-Kutta de ordem maior ou igual a trés usando apenas dois
estagios.

Solugao:

Aprozimaremos por Taylor a funcdo de discretizacao de um método
de Runge-Kutta com dois estdgios e compararemos com o Método da
Série de Taylor de terceira ordem para ver se podemos obter os mes-
mos termos para alguma escolha dos pardmetros livres. Um método de
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Runge-Kutta com dois estdgios tem expressao dada por
Yet1 = Yr + h(c1m1 + cakia)

em que k1 = f(tg,yr) € ko = f(tp + arh,yi + hby1ky) com c; +c3 = 1
e as = by = 6. Usando o Teorema 1.8, Secao 1.6, aproximaremos
Ky = f(tx + Oh,yx + hOk1) em torno de (t,yr) apenas até sequnda-
ordem, pois hd um fator h na fungdo de discretizagio. Assim sendo,

62h?

Kl2=f+‘9h(ft+f€1fy)+7

(ftt + 251fty + K%fyy) )

e, fatorando em poténcias de h, obtemos
L0%c
Yrir = Yo + h(ci+e) f + WP0ca(fi+ 1) + }LST'Q(ftt+2ffty+f2fyy)'
' (3.4.18)

Por outro lado, o Método da Série de Taylor de terceira ordem €
h? h3 ..
veer = yi + hy () + 57y (0) + 5700 (8) + O(hY), - (3.4.19)

em que y<1) =/, y(2>:ft+fyfa y(g) :.ftt+2ftyf+fyyf2+ftfy+
f;f, com f = f(te,ur)s fi = filtk,uk),.... Comparando (3.4.18) e
(8.4.19), constatamos que os termos em h coicidem, pois ¢; + co = 1.
Os termos em h? coincidem se, e somente se,

Entretanto, nao hd como haver concorddncia entre os termos em
h3, pois fif, € fny ndo aparecem na expansao de um Runge-Kutta com
dois estagios. Logo, a ordem nao pode exceder dois.

Exercicio resolvido 3.2. E possivel obter um método de Runge-Kutta
de terceira ordem com trés estdgios para o qual co = c3 € as = az?

Solugao:

Um método de Runge-Kutta com trés estdgios se escreve como
3
Vet = Ukt h Y ok, (3.4.20)
r=1

em que k1 = f(t,y), ke = f(t + hag,y + hbaik1) e k3 = f(t + has,y +
hbg1k1+hbsaks), com ci+ca+c3 =1, ag = by e az = bgy+bsy. Para ter
terceira ordem, a aproximacao de Taylor de sua funcao de discretizagdo



Exercicios resolvidos 69

deve coincidir com o Método da Série de Taylor de terceira ordem. Para
tanto, precisamos aprorimar Ky e k3 em torno de (ty, yx) (Teorema 1.8,
Segdo 1.6) até os termos h? (por qué?) e impor as restrigoes cy = c3 e
a9 = asg.

Substituindo o resultado em (3.4.20), obtemos

Yks1 = Y + h(c1 +2¢0) f + h*2aF ¢y + b3 (a®Gey + coabF f,)(3.4.21)

emquea=as=as, b="bs, F=fi+ff, ¢ G=fu+2ffu+ [y
Comparando 3.4.21 com o Método da Série de Taylor de terceira
ordem,
h? h3
Y1 :yk+hf+?F+€(G+ny),

e igualando termos de mesma ordem, obtemos o sistema nao linear de
equacgoes algébricas

c1 + 262 =1
2cpa = 1
22 _ f )
Ca2Q —?,
cyab = 5
. 3 2 .
que tem como uma solu¢cdao a = 3’ Co = 3 eb= -. Com as restri-

coes adicionais tmpostas, temos os pardmetros de um Runge-Kutta de
1

2 2
byr = =, b31 = 0, byy =

terceira ordem ay = a3 = —
3’ 3 3

e = -,
4
resultando assim no método

Ykr1 = Yk + h(2K1 4 3K2 + 3k3) /8,

com k1 = f(t,y), ke = f(t+2h/3,y +2h/3K1) e k3 = f(t +2h/3,y +
2h/3/€2>

Exercicio resolvido 3.3. Mostre que o Método de Runge-Kutta Clds-

sico aplicado & equagao diferencial §(t) = py(t), 0 < t < T, com
condigao inicial y(0) = yo e p wma constante real, resulta em

Yr+1 _ Cph+0(p5h5).
Yk

Solugao:
Discretizando a equagao diferencial pelo método (3.2.11), temos

_ Ykr1 = Yk + h®(ty, yr, h) _
Yo = y(to), {tk+1—tk+h , 0<k<n-—1,
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em que D(ty,yp, h) = %(/{1 + 2Ky +2k3+ Ky), h=(T—ty)/n e

K1 =  PYk,

h p2h
k2 = PplYe+ 5PYk | = |\ P+ — | Yks

2 2

h p*h p*h  p3h?
K3 = P{Z/k+§<p+7>yk}f(p+7+ 1 Yk,

2h 3h2 3h2 4h3

Ky = p{yk+h<p+p7 p4 )yk}:<p+p2h+p2 +p4 )yk-

Substituindo os resultados acima na discretizacao da equacao dife-
rencial, obtemos

272 313 474
B p°h p°h p*h
Ykl = <1+ph+ 5 T e T )yk7

donde decorre o resultado se lembrarmos que

_ 515
=1+ph+ o + 3] + I + O(p°h°).

eph _ i (ph)n p2h2 p3h3 p4h4

Exercicio resolvido 3.4. Considere o problema
y(t)=e" y0)=1/2, 0<t<1.

(a) Estime o passo de integragao h para que o erro de discretizagdo
local para o Método de Euler seja menor do que 1074,

(b) O passo de integra¢io obtido em (a) pode ser usado como um
primeiro passo de integragcao no Método de Runge-Kutta-Fehlberg
de forma a termos o mesmo patamar de erro de discretiza¢ao
local? Justifique.

Solugao:

(a) O Método de Euler tem erro de discretizagao local

w(h) = M (e (). (3.4.22)

Na expressio (3.4.22), usando aprozimagao de y(tgr1) em torno
de t =ty por Taylor, obtemos apds simplificagoes

ﬁ//

m(h) = 7Y (&), h=tp —tg,
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em que & € (tg;ter1). Majorando, 111]?X|Tk| < h&l&xl ly"(€)]/2 <
107*, vemos que € suficiente considerar o

/" —11n—4
h < 201252241 ly"(€)]7107". (3.4.23)

Como y"(t) = 2 e esta assume seu valor mdzimo 2e*, 0 <t < 1,

podemos reescrever (3.4.23) como
h<10%e 2
(b) Uma aproximacao para o erro de discretizagao local do Método de
Runge-Kutta-Felhberg é dada por

1 128 2197 1 2
360" " 7 T om0 T et (342

Calculando (3.4.24) com f(t,y(t)) = €*, to =0 e h = 107172,
obtemos

[P

|TdH ) 2~ 1,96784 x 1071 < 1074,
2

Dessa maneira, um passo de integracdo h < 107%e¢~2 nos serve.

3.5 Exercicios propostos

Exercicio 3.1. Implemente os Métodos de FEuler, de Euler Aprimo-
rado, de Euler Modificado, 0 RK33 (3.2.10) e o de Runge-Kutta Clds-
sico (8.2.11) usando uma linguagem de programagao cientifica de alto
niwel como, por exemplo, o Python. Teste suas implementacoes com o
Problema de Cauchy

{ ZES))::;y(t)/l(), t € [0;2] 7 (3.5.25)

cuja solugdo exata € y.(t) = 2e 10 usando a estratégia de verificacio
por solu¢ao manufaturada da Segdo 2.3.1.

Exercicio 3.2. Repita as verificagoes para os métodos do Exercicio
3.1 para um outro Problema de Cauchy, mas nao use a solugcdo exata
para a verificacao da implementacao. Use aprozimacgoes da solu¢ao
obtidas com passos de integracGo progressiamente menores como na
Secao 2.3.2. Use razio de refinamento r = 3.

Exercicio 3.3. Trace os grificos das aprozimacoes da solugcdo obti-
das com os métodos do Exercicio 3.1 para um mesmo valor de h. No
mesmo sistema de eiros cartesiano, trace o grdfico da solugdo exata.
Observe, por inspecao direta, que “avaliar a qualidade dos resultados
visualmente” nao fornece subsidios para wma comparacao técnica entre
aprozimagoes obtidas por diferentes métodos.
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Exercicio 3.4. Se y. e y, correspondem, respectivamente, ao valor
exato e aproximado de uma determinada grandeza, o erro relativo €
dado por

|yefya|/‘ye|7 se ye#ya 6%7&0
1, S Y F Yo €Ye=0 .
0, s€ Ye="Ya=0

Use os resultados do Ezxercicio 3.1 para construir uma unica tabela que
contenha os valores dos erros relativos no instante t = 2 para cada um
dos métodos implementados usando valores progressivamente menores
do passo de integracao.

Exercicio 3.5. Estime o passo de integra¢do h que deve ser usado no
Método de Euler para integrar o Problema de Cauchy do Fzxercicio 3.1
de forma que a magnitude do erro relativo nos pontos ty,, k =1,2,3,4
seja menor do que ou igual ao erro relativo do Método de Runge-Kutta
Cldssico (3.2.11).

Exercicio 3.6. Discretize o modelo massa-mola

#(t) = y(t), 9t) = —kx(t)

pelo Método de Runge-Kutta Cldssico (3.2.11). Use condigoes iniciais
z(0) =1 ey(0) =0, t € [0;1] e constante da mola k = 1. Aplique o
método para h = 0,25 e apresente os resultados em uma tabela com os
valores das aproximacées para cada passo do tempo.

Exercicio 3.7. Determine a expressao de controle automdtico do passo
de integracao com base nos erros locais de discretiza¢ao dos métodos de
Euler e de Euler Modificado. Aplique essa expressao para ajustar o
passo de integragio h do Método de Euler, no Problema de Cauchy
(3.5.25) usando hepye = 2 € € = 1076,

Exercicio 3.8. Mostre que

1,18 297 1 .2,
360" 4275 % 75240t T 507 T 55 0

T ~

€ a expressao de controle automdtico do passo de integragao do Método
de Runge-Kutta (3.2.12) usando como base os erros de discretizagdo
locais dos métodos de Runge-Kutta (3.2.12) e de Runge-Kutta (3.2.13)
(BURDEN; FAIRES, 2015; STOER; BULIRSCH, 1992). Sugestao:
veja o algoritmo do Método de Runge-Kutta-Fehlberg proposto em Bur-
den e Faires (2015).
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3.6 Notas biograficas

Carl David Tolmé Runge — Figura 3.1 — nasceu em 30 de agosto de 1856
em Bremen. Viveu os primeiros anos em Havana, Cuba, por conta das
atividades profissionais dos pais que eram mercadores (O’CONNOR;
ROBERTSON, s.d.[a]). Sua educagao formal, fortemente influenciada
pela mae de nacionalidade inglesa, iniciou no Liceu em Bremen e, em
1876, ingressou na Universidade de Munique para estudar Literatura
e Filosofia. Passadas apenas seis semanas, trocou seu foco de estu-
dos para Matematica e Fisica. Na graduagao, conheceu Max Planck,
amizade que perdurou para a vida toda.

Figura 3.1: Carl David Tolmé Runge. Fonte: MacTutor.

Em 1877, Runge e Planck foram para Berlim e Runge redirecionou
seu foco de estudos para a Matematica pura apos participar de seminé-
rios ministrados por Karl Weierstrass. Seu doutorado, na Universidade
de Berlim, foi sobre Geometria Diferencial.

Em 1881, comegou uma colaboragao com Kronecker trabalhando
com um procedimento para determinar a solugao de equagoes algébri-
cas cujas raizes eram expressas por meio de séries infinitas de fungoes
racionais dos coeficientes. Seu método trata como casos particulares as
solugoes pré-existentes de Newton, Bernoulli and Griffe.

Em 1886, Runge obteve uma posi¢ao na FEscola Técnica de Hano-
ver e, ap6s um ano, mudou seu interesse de matematica para o estudo
do comprimento de ondas e suas linhas espectrais de varios elemen-
tos. Seu trabalho experimental foi excepcional e publicou uma grande
quantidade de artigos.

E interessante observar que apesar de Runge se considerar um ma-
temético, pela facilidade com que transitava entre areas de conheci-
mento tao distintas, era considerado um “traidor” pelos matemaéticos
por se dedicar a problemas de Fisica. J& os fisicos o consideravam um
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matematico. Isto o impediu de conseguir uma posi¢ao nas principais
universidades: ele nao tinha uma area especifica como foco.

Em 1904, conseguiu uma posi¢ao em Matemética Aplicada em Got-
tingen a qual ocupou até sua aposentadoria em 1925. Em Gottingen,
trabalhou em varios métodos numéricos e graficos, incluindo os méto-
dos para solu¢do de equagoes diferenciais ordinarias. Faleceu em 3 de
janeiro de 1927 de ataque cardiaco, em Gottingen, Alemanha.

]

Martin Wilhelm Kutta — Figura 3.2 — nasceu em 3 de novembro
de 1867, em Pitschen, Polénia. Estudou na Universidade de Breslau de
1885 a 1890 quando foi para a Universidade de Munique onde estudou
idiomas, musica, arte e matematica, sua disciplina de maior interesse e
paixao. Em Breslau, iniciou sua carreira como professor assistente.

Obteve o titulo de doutor em 1900 pela Universidade de Munique
e, em sua tese publicada em 1901, apresenta o método numérico que
viria a ser conhecido posteriormente como Método Runge-Kutta para
aproximar a solugao de equacoes diferenciais ordinarias.

Figura 3.2: Martin Wilhelm Kutta. Fonte: MacTutor.

Sebastian Finsterwalder, que trabalhava no mesmo Instituto, mos-
trou seu interesse por aviagao a Kutta, area que despertou sua curi-
osidade para a matemética envolvida na aerodindmica. Seus estudos
produziram véarias férmulas sobre aerofélios e a dindmica da circulacao
do ar. Suas publicagoes (e.g. Teorema Kutta-Zhukovsky) o promove-
ram a professor da cadeira de Matematica Aplicada em 1907.

Outros dois topicos também atrairam a aten¢do de Kutta: geleiras
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e historia da Matemética. Em seus estudos, a partir de medidas de
fotografias dos Alpes, trabalhou no mapeamento das areas cobertas
por geleiras. Em 1901, publicou um artigo sobre o trabalho de Wallis
de 1659 sobre o comprimento de uma elipse.

Em 1909, foi para a Universidade de Jena. Em 1911, para a Univer-
sidade Técnica de Aachen e, em seguida, para a Universidade de Stutt-
gart, onde permaneceu até a aposentadoria, em 1935. Faleceu em 25
de dezembro de 1944, em Fiirstenfeldbruck, Alemanha (O’CONNOR;
ROBERTSON, s.d.[c]).
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Capitulo 4

Estabilidade absoluta dos
métodos de passo tinico

Consideremos a discretizagao do Problema de Cauchy
y(t) =—=100y(t), 0<t<0,25 y(0)=1, (4.0.1)

pelo Método de Euler. Nesse caso, ®(t,y,h) = f(t,y) = —100y &
a fungao de discretizagao e ela satisfaz as condigoes do Teorema 2.2.
Assim sendo, o Método de Euler convergira com ordem no minimo igual
a um para sua solugao exata,

y(t) = e 1t €[0;0,25].

Iustramos por intermédio da Tabela 2.1 do Exemplo 2.3 como, nu-
mericamente, esta convergéncia se manifesta para o instante de tempo
t = 0,25, fixado. Vimos que a medida que h diminui, o erro de discreti-
zagao global também diminui de maneira proporcional a h. Computaci-
onalmente, entretanto, nao é possivel levar adiante o processo de limite
(por qué?). Na prética, somos for¢ados a escolher e a fixar um passo
de integragao finito i para obter uma aproximagao da solugdo e com
ela, entdo, executarmos nossas anéalises e predigdes. A grande questao
que investigamos neste Capitulo é

— Como escolhemos tal passo de integraciao h? Qualquer h > 0 serve?

Nas Segoes 4.1 e 4.2, discutiremos a escolha do tamanho do passo de
integracao. O problema de “estabilidade numérica”, que restringe tal es-
colha, é abordado de forma simplificada na Secao 4.3 e, em um contexto
geral, na Secgao 4.4. Introduzimos o conceito de “problemas rigidos” na
Secao 4.5 (em inglés, stiff problems). Prosseguimos com exercicios re-
solvidos, exercicios propostos e um suplemento teérico, Se¢oes 4.6 a 4.8.
Este Capitulo termina com as notas biograficas da Segao 4.9.
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4.1 Nem todo passo de integracao é bom

Para o Problema de Cauchy (4.0.1), a Figura 4.1 mostra o grafico da
solugao exata e os graficos de aproximacoes geradas pelo Método de Eu-
ler para valores do passo de integracao dados por h = (0,25 —0)/n,n =
9mt2 1y — 1.2 3 e 4.

400 — n=8
— exata /|
.l
g 3007 i.‘
g I
@ i
£ 200 i
3 i
& !
= !
© 100 1 o
z N\, H
L 7
4 —_ ' p J
1] o - ~. - \
2 ~a. V_/ N\ )
2 \ i
>
~100 1 \~\ !
]
\
.\!
—200 1
T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
t (unidade) - varidvel independente
—-- n=16
+ n=32
s n=64
o —— exata
o
he]
i
W
L)
=l
T
>
a2
=
[l
>
L o~
7] N o~
S \Ba o
=4
E
2 -0.2
>
—0.4
—0.61 T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

t (unidade) - variavel independente
Figura 4.1: Aproximagoes por Euler. Fonte: Autores.

Notamos que nem todo o passo de integragao produz o resultado
esperado: uma aproximacao numeérica qualitativamente “semelhante”
ou, ao menos, que fique em uma “vizinhanga” da solugdo exata. No
topo da Figura 4.1, vemos que para n = 8 (h = 3,125 x 1072), na
verdade, acontece o oposto: a aproximagao numérica se assemelha cada
vez menos com a solugao exata — e elas se distanciam cada vez mais
ao longo do tempo. Se continudssemos a integracao, a solugdo exata
tenderia a zero enquanto que a aproximagdo numérica tenderia (em
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mo6dulo) ao infinito. A conclusdo imediata é que

— Nem todo o passo de integra¢ao h > 0 nos serve...Cuidado com a
escolha!

A Figura 4.1 também nos mostra que para n = 16,32 e 64 (respec-
tivamente, h = 1,625 x 1072, h = 7,8125 x 1072 e h = 3,90625 x 1073)
as aproximagoes permanecem em uma vizinhanga da solugao exata e
tém comportamento semelhante ao dela: tendem a zero com o passar
do tempo.

Parece claro que o passo de integracao deva produzir uma aproxi-
macao numérica que permanece em uma vizinhanca da solugao exata.
Mais ainda, no contexto das observagoes feitas e tendo em vista que o
método numérico é consistente a equagao diferencial — o que significa
que o campo tangente é se “ajusta bem” as aproximacoes numéricas
para h “suficientemente pequeno” — parece natural esperarmos que
o comportamento exibido pela aproximagao numérica, que o aspecto
de seu grafico, seja semelhante ao de solugoes da equagao diferencial
passando por pontos nessa vizinhancga, proximos & solu¢ao exata que
buscamos. Este comportamento esté relacionado com a estabilidade nu-
mérica do método (com a estabilidade das aproximagoes geradas pelo
método numeérico).

E interessante destacarmos a relevancia que teve nessas considera-
¢oes a forma de visualizar a solugao exata e as aproximagdes numéri-
cas. Nao devemos subestimar a importancia de adotarmos sempre uma
“boa conduta grafica”: usar trago continuo apenas para a solugao exata
e tracos interrompidos para as aproximagdes numéricas, pois estas sao
conhecidas apenas em uma amostra finita de pontos no intervalo de
estudo, e usar cores com cautela, pois referéncias explicitas a cores no
texto perdem o sentido em impressoes em preto e branco. Além disso,
nao podemos esquecer de titulos, legendas claras e as unidades métri-
cas das variaveis sendo representadas. Um cuidado adicional deve ser
tomado também com escalas autométicas dos eixos coordenados pois
podem facilmente conduzir o leitor a conclusoes erroneas.

4.2 Como escolher os passos de integracao?

Nesta Segao, discorreremos sobre como escolher “bons” passos de inte-
gragao do ponto de vista da preservagao da estabilidade numérica: pas-
sos de integracao para os quais a aproximagao fornecida pelo método
numérico permanece em uma vizinhanga da solugao exata e, mais ainda,
tem comportamento semelhante ao de solu¢oes da equacgao diferencial
passando por pontos nessa vizinhanga (para passos de integragao “sufi-
cientemente pequenos”). Note que néo se trata de discutir se o método
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é ou nao convergente — claro, sempre escolhemos métodos numéricos
convergentes. O problema é que convergéncia envolve um processo de
limite o qual, na pratica, é impossivel executar. Tal processo deve ser
interrompido e uma escolha por um passo de integragdo nao nulo deve
ser feita. Discutiremos a seguir como escolher tal passo de integracao.

4.2.1 Escolha experimental do passo de integragao

A Figura 4.2 mostra detalhes do comportamento no subintervalo [0; 0,1]
das varias aproximagoes numéricas mostradas na Figura 4.1.
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Figura 4.2: Aproximagdes por Euler: detalhes para t € [0;0,1]. Fonte: Autores.

De maneira bastante clara, & medida que diminuimos o tamanho do
passo de integragdo (ou, equivalentemente, aumentamos o valor de n),
vemos que os graficos das aproximagoes numeéricas tendem a ocupar um
lugar comum no plano cartesiano: eles tendem a se sobrepor.
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Podemos progressivamente diminuir o passo de integracao e escolher
o menor deles a partir do momento em que os tragados dos gréaficos
comecem a ficar indistinguiveis. Nesta situagao, costumamos dizer que
“o método convergiu numericamente”. Em termos de memoria RAM
e de tempo de processamento, se o custo computacional para resolver
o problema de interesse para muitos passos de integragao puder ser
pago, este procedimento experimental de escolha pode ser posto em
pratica. Entretanto, ha casos em que esta nao é uma boa opgao pelo
elevado prego computacional, e.g. multidimensionalidade do problema
ou existéncia de equagoes algébricas custosas a serem resolvidas em
cada passo de integragao, dentre outras possibilidades.

A seguir, procuramos os meios para encurtar este procedimento ex-
perimental de escolha partindo de valores de h que exijam menos ten-
tativas para atingir a convergéncia numérica.

4.2.2 Escolha teorica do passo de integragao

E importante compreender a origem do problema da estabilidade nu-
mérica para podermos fazer escolhas do passo de integragao embasadas
em consideragoes teoricas. Consideremos inicialmente como protétipo,
como problema-modelo, a equagao diferencial linear

y(t) = f(ty(t) = Xy(t), to<t<T, ylto)=wo,  (4.2.2)

em que o parametro A pode ser real ou complexo. Se usarmos, por
exemplo, o Método de Euler para discretiza-lo, teremos

Yr1 = Yk + hf (tes Y) = Y + My = (14 Ah)ye = V(AR yi,

donde y1 = Y(Ah)yo, yo = v(\)y1 = Y(AR)’y0, Y5 = Y(A\h)ye =
(Ah)3yo e assim por diante. Fazendo substituigoes recorrentes, che-
gamos a

ye = VAR Y1 = V(M) ye, k=0,1,2,... (4.2.3)

A funcao ¥(AR) & o fator de amplificacao e, para Euler, temos
®(Ah) = 1+ Ah. Métodos de passo tnico diferentes, quando aplicados
ao problema-modelo (4.2.2), apresentam em geral fatores de amplifica-
¢ao diferentes. Para que nao restem dividas de notagao, o subindice k,
no lado esquerdo de (4.2.3), denota o indice temporal e o indice superior
em 1, no lado direito, denota a poténcia.

A solugdo exata de (4.2.2) é y(t) = yoe*®*). Se X for real entdo,
para A < 0,

lim y(t) = lim yoe*=t) = 0.
t—o00 t—00
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Esse é o comportamento de toda a solugao iniciando em um ponto
proximo de (tg, yo), por exemplo, com y(tg) = yo £ do € ||do]| “pequenc”.
A solugao numeérica y;, teré esse comportamento se, e somente se,

[W(AR)| =1+ Ah| <1 <= —-1<14+I<] <= —2<A<0.

Assim, a aproximagao numérica obtida pelo Método de Euler nao se
afasta e apresenta comportamento semelhante ao de solugoes do pro-
blema modelo em uma vizinhanga da solugdo que passa por y(ty) = yo
se, e somente se, Ah € (—2;0). Quando A > 0, a solug@o exata satisfaz

Yo, se A=0
lim y(t) = lim yoe*t*) = 400, se A >0, yop >0
feo fee —00, se A>0, yp<0

A aproximacao numérica € y, = yo quando A = 0, k € N, e quando
A >0,
lim g, = lim yo(1 + \h)" = Fo0,
k—o00 k—00

sendo o sinal determinado por yy. Nesse caso, independentemente do
valor de h > 0, a aproximagao numérica terd sempre comportamento
semelhante ao de solugoes do problema-modelo (4.2.2) passando em
uma vizinhanga da solugdo exata por (o, yo)-

Fazendo A = —100, to = 0 e y(ty) = yo = 1 no problema-mode-
lo (4.2.2), retornamos a equagao diferencial do inicio desse Capitulo.
Note que as aproximagoes numéricas vistas em detalhes na Figura 4.2
satisfazem a condig¢ao requerida pelo Método de Euler: A < 0 e Ah €
(—2;0) para n = 16,32 e 64 (Ah = —1,5625, —0,78125 e —0,390625,
respectivamente). O caso n = 8 (Ah = —3,125) néo satistaz a condi¢ao
de estabilidade absoluta para este método. A Figura 4.3 mostra a solu-
¢ao exata com condigao inicial (¢g,yo) = (0,1) e solugdes do problema
passando por pontos em sua vizinhanga, além de aproximagoes numé-
ricas calculadas pelo Método de Euler para n = 8,16, 32 e 64. Exceto
para n = 8, todas elas tém comportamento semelhante ao das solu-
¢Oes proximas a solugdo exata (isto €, sdo estaveis), sendo limitadas e
tendendo a zero & medida que o tempo avanga.

Quando A é complexo em (4.2.2), podemos escrever Ah = a + b1,
a,b € R. De maneira similar ao que fizemos anteriormente, precisa-
mos analisar o que ocorre com a solucao exata e com a aproximacao
numérica quando a¢ < 0 e a > 0. Se a < 0, o médulo da solugdo exata
tende a zero a medida que o tempo tende ao infinito e, portanto, o
fator de amplificagao no Método de Euler deve satisfazer uma vez mais
a desigualdade

1+ M| <1 <= [1+a+bil<]l < (a+1)2+0 <1,



Como escolher os passos de integragao? 83

&\\\\\\\\\\\\\\\\
AN \\\\\\\\\\\\\\%
//

Figura 4.3: Aproximagoes por Euler e solugoes de y(t) = —100 y(t) por pontos em
uma vizinhanga da solugdo exata que passa por (0,1). Flechas indicam o avango
temporal. Fonte: Autores em colaborac¢ao com Pedro BIoK.

ou seja, Ah é um numero complexo no interior do disco de raio unitério
centrado em (—1,0). Dizemos que o interior deste disco contido no
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plano complexo é sua regido de estabilidade absoluta. Note que o inter-
valo de estabilidade é a interseccao da regiao de estabilidade absoluta
com o eixo real, Re(Ah) € (—2;0). A parte imaginaria ¢ responsavel
apenas por um comportamento oscilatério da aproximacao numérica.

4.3 Intervalo e regiao de estabilidade absoluta

Como vimos na se¢ao anterior, para obter aproximagdes numéricas es-
téveis pelo Método de Euler quando A < 0, devemos escolher os passos
de integracao de modo a satisfazer

[p(Ah)| < 1 ou, equivalentemente, A\h € (—2;0), A < 0.

Como tomamos o modulo do fator de amplificacao (seu “valor ab-
soluto”), dizemos que o Método de Euler tem intervalo de estabilidade
absoluta dado por (—2;0) (fica subentendido que A < 0). Ele é um
método condicionalmente estdvel. De maneira geral, a discretizagao do
problema-modelo § = Ay, A < 0, por métodos de passo tnico, leva a
equagao de diferencas

Yk+1 = w(Ah)yka k= 07 17 cee

Analogamente ao que acontece no Método de Euler, para os métodos
de Runge-Kutta o intervalo de estabilidade absoluta também é definido
pelos passos de integragao tais que [ (Ah)| < 1. O Exemplo 4.1 contém
intervalos de estabilidade absoluta para os métodos de Runge-Kutta
mais comumente usados.

Exemplo 4.1. A discretizagao do problema-modelo (4.2.2) por méto-
dos de Runge-Kutta com R estdgios e de ordem R, R = 1,2,3 e 4,
fornece os fatores de amplificacdo e os intervalos de estabilidade abso-
luta mostrados na Tabela 4.1.

R P (Ah) (- 0)
1 1+ M (—2,00;0)
2 1+ A+ (AR)?/2 (—2,00;0)
3 1L+ A4 (Ah)2/2 + (AR)3/6 (-2,51;0)
4 14+ (AR)2/24 (AR)3/6 + (MR)* /24 (—2,78;0)

Tabela 4.1: Numero de estagios/ordem, fatores de amplificagdo e respectivos in-
tervalos de estabilidade absoluta dos métodos de Runge-Kutta com ordem R e R
estagios. Fonte: Autores.
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Os métodos de Runge-Kutta da Tabela 4.1 tém regies de estabili-
dade absoluta no plano complexo mostradas na Figura 4.4.

Im(\h)

RKa4
2 /J
RK22 /
0

[

3 ‘ -1
v\
1)

Figura 4.4: Regido de estabilidade absoluta para métodos de Runge-Kutta RK-RR,
R=1, 2, 3 e 4. O interior das curvas fechadas ¢ dado por Ah tais que |[¢(Ah)| < 1.
Fonte: Autores em colabora¢ao com Guilherme Dias Vianna.

Note que para R = 1 temos o proprio Método de Euler. Vale a
pena comentar que podemos mostrar que os métodos de Runge-Kutta
com R estagios e ordem R (RKRR) tém o mesmo intervalo de estabili-
dade absoluta (LAMBERT, 1973). Por exemplo, os Métodos de Euler
Aprimorado (1.3.18) (conhecido também como do Trapézio explicito
ou de Heun) e do Ponto Médio explicito (3.2.8), ambos métodos de
Runge-Kutta com 2 estigios e ordem 2, possuem o mesmo intervalo
de estabilidade absoluta, apresentado na Tabela 4.1. Resumimos as
consideragoes feitas até aqui na Defini¢ao 4.1.

Definigao 4.1 (Estabilidade absoluta). Considere a equagao de dife-
rengas

Y1 = P(AR) Yk,

em que Y(Ah) € o fator de amplificagao obtido pela discretizag¢io do
problema-modelo

y(t) = y(t), reC, y(0)=1,

por um método de passo inico. Para § = A\h com Re(\) <0 e h > 0,
fizado, denominamos o conjunto

Q={ocC| [®)]<1)
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de regiao de estabilidade absoluta. A intersecgdo da regiao 2 com a reta
real determina o intervalo de estabilidade absoluta do método de passo
Unico.

Na proxima se¢ao, discutimos o papel do problema-modelo (4.2.2)
na escolha de passos de integracdo estdveis no caso de equacgoes dife-
renciais mais gerais.

4.4 Estabilidade absoluta no caso geral

A esta altura, parece estar bem estabelecido que devemos escolher o
passo de integracao h de maneira que o comportamento da aproxi-
macao numeérica seja similar aquele de solugoes da equacao diferencial
passando em uma vizinhanga da solugao exata por (tg, y(to)). A escolha
do passo de integracao que mantém a estabilidade absoluta do método
numérico para uma equagao diferencial y = f(¢,y), com f(t,y) gené-
rica, depende do comportamento das solucoes desta equagao em uma
vizinhanga da solugdo exata que passa por (tg, y(to)), a qual buscamos
aproximar. A pergunta que vale “1 milhao”, aqui, é a seguinte:

— Como o problema-modelo (4.2.2) nos orienta nesta escolha em
geral?

Para buscar a resposta dessa pergunta, consideremos a diferenga
0(t) = z(t) —y(t), te(—e+ ti;tr+ €, (4.4.4)

em que y(t) é a solu¢do que buscamos aproximar passando por y(ty) =
Yo € z(t) ¢ uma solugao do mesmo Problema de Cauchy, 2(t) = f(t, (1)),
tal que z(tx) = 2 e que se encontra em uma vizinhanga de y(t), ¢t €
(—e+ tg; tr+ €), € > 0. Veja a situagao descrita ilustrada na Figura 4.5.

Ao aproximar por Taylor a derivada de (4.4.4) em torno de (t, y(t)),
obtemos, apo6s rearranjo dos termos,

g(8) + () = 2(t) = f(t, 2() = f(t,y(t) + (1)

— F(ty(0) + 5(% +O(2(1)),

que nos fornece em primeira aproximagao (para 6(t) “suficientemente
pequeno”)
of

5(t) ~ (S(t)a—’y(t7 y(t)), com 0(tx) = z(tx) — y(tx) = 0.  (4.4.5)
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—y(t)
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—e+tix ik t \i— tk\

t (unidade) - variavel independente

Figura 4.5: Solugoes y(t) e z(t) que tém condi¢des iniciais proximas e seu “dis-
tanciamento” 6(t), t € (—e + tg;tr + €). Fonte: Autores em colaboragdo com Ana
Claudia Roma.

A equagdo diferencial com condig@o inicial dada por (4.4.5) des-
creve de maneira aproximada a dinAmica do distanciamento entre y(t)
e solucoes da equacgao diferencial proximas a ela. Em uma vizinhanga
“pequena o suficiente”, isto é, se € > 0 for “pequeno o suficiente”, pode-
mos escrever of of
@(t’y(t)) ~ a*y(tkyy(tk)) = Ak,

parat € (—e+ ty;tp + €), em que )\, é uma constante. Neste contexto,
se A\, > 0 entdo §(t) cresce e, portanto, z(t) se afasta de y(t). Por
outro lado, se A < 0, 0(¢) decresce e, assim, z(t) se aproxima de y(t).
Queremos que as aproximagoes numéricas contidas nesta vizinhanga
apresentem um comportamento que se assemelhe ao das solugoes z(t)
em uma vizinhanga de y(t). S6 assim poderemos tirar conclusoes corre-
tas sobre a dinamica do fenomeno modelado e em estudo. A Figura 4.6
ilustra esta situagao para a equacao diferencial

y(t) = —t* +sen(y(t)), to<t<T, ylto)=yo. (4.4.6)

Na Figura 4.6, a solugdo y(t) passa por (to,yo) = (—2,25, 2,95),
z(t) por (—2,2, 3,0) e a aproximagdo por Euler passa por (to,y0) =
(—2,25, 2,95), para t € [—2,25: 2,50].

No Problema de Cauchy (4.4.6) temos Jf(t,y(t))/dy = cos(y).
Podemos verificar numericamente que Of(t,y(t))/0y > 0 para t €
(0,00;1,85) e que df(t,y(t))/0y < 0 para t € (1,87;2,24), por exemplo.
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Figura 4.6: (a) Solugdo de y(t) = —t2 + sen(y(t)) com condigdes iniciais variadas;
(b) inclusdo da aproximagao por Euler passando por (—2,24, 2,96). Flechas indicam
avanco temporal. Fonte: Autores.

Vemos pela Figura 4.6 que o distanciamento entre y(t) e z(¢) aumenta
no primeiro e diminui no segundo subintervalo do dominio de estudo
(acima), sendo que a aproximagao numérica fornecida pelo Método de
Euler apresenta comportamento semelhante (abaixo).

Das consideragoes anteriores, concluimos que para preservar a esta-
bilidade absoluta do método numérico escolhido, precisamos escolher
um passo de integracao de forma que

hOf(t,y(t))/dy <0 (4.4.7)
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pertenca ao intervalo de estabilidade absoluta do método em uso en-
quanto tivermos Of (t,y(t))/0y < 0. A verificagao frequente de (4.4.7)
ao longo da integragao garante que a aproximagao numérica permanega
em uma vizinhanca e apresente comportamento semelhante ao da so-
lugdo exata do problema. Note que este procedimento resulta em um
possivel critério para controlar automaticamente o passo de integracao.

4.5 Problemas rigidos

Consideremos o exemplo escalar dado pela equagao diferencial
(t) = 2wt y(t) —w (2 2+ t) Y1, 0<t<10, y(0) =y, (4.5.8)

em que w € R. A Figura 4.7 mostra duas aproximagoes numeéricas de
(4.5.8) fornecidas pelo Método de Euler com passo de integragao h =
7,8125x 1072 para t € [0;1,25]. Usamos as condigoes iniciais ¢y = —8,5,
Yo = +8,5 e o parametro w = —5. Além disso, a Figura 4.7 mostra
solugoes de (4.5.8) em uma vizinhanga em torno dessas aproximagoes e
da reta a(t) =t + 1/2 para a qual solugées tendem assintoticamente.

_,___\ \\\\\\ e

74

t (unidade) - vanavel mdependente

y (unidade) - variavel de estado

Figura 4.7: Euler para (4.5.8) com w = —5 e a assintota a(t) =t + 1/2. Solugdes
por condigdes iniciais variadas com flechas indicando avango temporal. Fonte: Au-
tores.

Vimos na se¢ao anterior que “boas escolhas” de h sao aquelas que
resultam em um comportamento da aproximagao numeérica similar ao
de solugbes em uma vizinhanga da solugao exata, isto é, sao escolhas que
preservam a estabilidade da aproximagao numérica. Neste sentido, a
Figura 4.7 sugere que a escolha de h = 7,8125 x 1072, para t € [0;1,25],
foi “boa”.
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Usando também h = 7,8125 x 1072 para intervalos de tempo maio-
res, observamos a evolugao do comportamento destas aproximacgoes nu-
méricas ao longo do tempo na Figura 4.8. Chama a nossa atengao a
Figura 4.8, na qual temos 0 < ¢ < 10.

O que produziu este crescimento fora de controle?

Um comportamento tao distinto dos anteriores, com uma ampli-
tude da ordem O(1073%), levanta suspeitas sobre a escolha do passo
de integragao neste intervalo de tempo. Precisamos investigar se o
problema esta relacionado & estabilidade absoluta, a uma “ma esco-
lha” do passo de integracdo. A luz da secdo anterior, é importante
monitorarmos se nossa escolha do passo de integracao faz com que o
produto hdf(t,y(t))/dy esteja no intervalo de estabilidade absoluta
do método quando temos 9f(t,y(t))/0y < 0. Nesse cenério, solugdes
proximas tendem a se aproximar. Para (4.5.8) com w = —5, temos
Of(t,y(t))/0y = 2(—5)t. Assim, para preservar a estabilidade abso-
luta do Método de Euler para 0 < ¢ < 10, precisamos

0,2
—10th € (—2;0) ou, equivalentemente, h € (O; ; ) , 0<t<10.

(4.5.9)

Deveriamos ter considerado h < 2,0 x 1072 neste intervalo. Anali-

sando (4.5.9), concluimos que o Método de Euler fornece aproximagoes

instaveis para h = 7,8125 x 1072 em intervalos de tempo que vao além
de t = 2,56 (por qué?).

— Para 0 <t <10, violamos a condi¢do de estabilidade absoluta de
Fuler.

A distancia d(t, h), entre a aproximagao numérica fornecida pelo
Método de Euler com h = 7,8125 x 1072 e a assintota a(t) =t + 1/2,
decresce monotonicamente até ¢ ~ 2,56 quando atinge O(1071%). A
partir dai, essa distancia cresce pois a aproximagao numérica torna-se
instavel. A Tabela 4.2 mostra o crescimento observado na Figura 4.8 a
medida que o tempo se aproxima de ¢t = 10.

A solugao exata de (4.5.8 é

y(t) = (yo — 1/2)exp(wt®) +t +1/2, teR, w=-5. (45.10)

A medida que o tempo avanca, a solucio y(t) aproxima-se exponen-
cialmente de sua assintota, a reta a(t) =t + 1/2. De fato, a distancia
entre elas é estritamente decrescente e satisfaz

10727 < Jy(t) = (t+ 1/2)] = |(yo — 1/2)| exp(wt®) <3 x 1077,
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Figura 4.8: Euler para (4.5.8) com w = —5 e a assintota a(t) = t + 1/2 para varios
instantes finais (h = 7,8125 x 1072). Fonte: Autores.
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t d(t, h)
2,500 9,237x10~ 14
2,968 1,634x10°13
3,437 1,631x10712
3,906 6,229x101!
4,375  7,099%x107%
4,843 2,038x107%
5,312 1,302x10793
5,781 1,686x107%
6,250 4,105%x10103
6,718 1,769x10107
7,187 1,284x1011!

10,00 1,499x 1038

Tabela 4.2: Distancia entre a aproximagao por Euler e a assintota a(t) =t + 1/2
em funcio do tempo com h = 7,8125 x 1072, Fonte: Autores.

em que t > 2,5 e w = —5, com as condigdes iniciais usadas. A solucdo
exata (4.5.10) torna-se indistinguivel da reta a(t) =t +1/2 e, do ponto
de vista pratico, a dindmica fica bem aproximada por §(t) = 1, ¢t > 2,5.
Nesta linha de raciocinio, o Método de Euler deveria fornecer uma
aproximagao excelente da solugdo exata parat > 2,5 e y(2,5) = 1/2 com
qualquer passo de integragio, uma vez que ele aproxima por segmentos
de reta.

A dindmica da equagao diferencial (4.5.8 tem duas escalas de tempo
discrepantes: uma répida, relacionada ao termo exponencial exp(w t?),
e outra relativamente lenta, relacionada ao polinémio de primeiro grau
t + 1/2. Embora o termo exponencial influencie cada vez menos o
valor da solugao & medida que o tempo avanga, na pratica, ele continua
restringindo a escolha do passo de integracao.

Sabemos que convergéncia é um quesito minimo para que um mé-
todo numérico funcione. Entretanto, percebemos que ela nao garante
que o método va funcionar bem — apenas que ele funcionaré para h “su-
ficientemente pequeno”. A restri¢ao imposta por escalas de tempo com
ordens de grandeza discrepantes, umas rapidas e outras relativamente
mais lentas, ocorre em varios fenémenos. Denominamos as equacoes
diferenciais que apresentam um comportamento como o observado em
(4.5.8) de equagdes rigidas (do inglés, stiff equations)(LESINHOVSKI;
NOS, 2014).

O senso comum sugere que o termo rigido tenha sido cunhado para
descrever sistemas dinamicos fisicos do tipo massa-mola nos quais as
molas tém constante elastica elevada, sao muito “rigidas”. Na litera-
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tura, encontramos em associagao ao termo “rigido” uma equagao ou
um sistema de equagoes diferencias que apresentam ao menos uma das
caracteristicas:

1. Possui uma variedade de escalas de tempo associadas; a solucao
varia muito mais rapidamente em certos intervalos de tempo que
em outros.

2. Necessita de um passo de integragao “muito menor” para preservar
a estabilidade do que aquele requerido para aproximar a solugao
de maneira precisa.

3. Quando a solugdo y(t) é “suave” mas trajetoérias proximas variam
“rapidamente” relativamente a y(t).

No caso de sistemas lineares de equagoes diferenciais, a existéncia
de escalas discrepantes de tempo se traduz no tamanho relativo dos
autovalores associados. Para exemplificar este fato, consideremos o
sistema linear de equagoes diferenciais

-3 6 6
x(t)=| —2 =3 —2 | x(t) = Ax(t), 0<t<10, (4.5.11)
2 —6 —7

com condigao inicial x(0) = (xl(O),xg(O),xg(O)). Fazendo uma mu-

danga de variaveis x(t) = M y(t), obtemos um conjunto desacoplado
de equagoes diferenciais dado por

-1 0 0
yt)=MTAMy(t)=| 0 =3 0 |y(),
0 0 -9
1 01
emque M =| 1 1 1 | éa matriz formada pelos autovetores de A e
011
com condigao inicial y(0 . Em componentes, temos g (t) =

—41(t), o(t) = =3ya(t) e ?J3( ) = —9 93(t)~ Como x(t) = M y(t), temos
21 (t) = y1(t) +ys(t), 22(t) = ya(t) +2(t) +ys(t) e ws(t) = ya2(t) + ys(?).
Sendo assim, vemos que aproximagoes numéricas estaveis pelo Método
de Euler para (4.5.11) exigem tomarmos passos de integragio satisfa-
zendo —9h € (—2;0). O modo de decaimento mais rapido, aquele que
menos influencia a solugdo exata ap6s um curto intervalo de tempo, é
o que determina o tamanho do passo de integragao.

O fenémeno da rigidez se manifesta em sistemas nao-lineares de
equagoes diferenciais frequentemente encontrados na pratica. Dentre
eles, podemos citar o modelo de propacao de chamas (MOLER, s.d.).
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Nestes casos, usamos a matriz jacobiana para aproximar a dindmica
das trajetérias em uma vizinhanca da solugao e analisamos o tamanho
relativo de seus autovalores em vérias dimensoes. Este procedimento
generaliza as observagoes feitas na Secao 4.4.

Precisamos de métodos numéricos menos suscetiveis a rigidez do
problema e que permitam escolhas de passos de integragao h que sejam
computacionalmente mais eficientes para aproximar a solugao destes
problemas.

— Mas... € um resultado tedrico conhecido que nao existem
métodos explicitos absolutamente estiveis (LAMBERT, 1973).
Entao...

tais métodos ocorrem apenas dentre os métodos implicitos. Considere-
mos os métodos de passo tnico dados por Euler Implicito (1.3.17) e do
Trapézio (1.3.19) cujos fatores de amplificagdo sao ¢(Ah) = 1/(1 — Ah)
e ¥(Ah) = (2 + Ah)/(2 — A\h), respectivamente.

Para A < 0, ambos apresentam fatores de amplificagao [1)(Ah)| < 1
para qualquer i > 0. Tais métodos sao incondicionalmente estdveis —
qualquer passo de integracao é “bom”. No plano complexo, a regiao de
estabilidade absoluta do Método de Euler Implicito, por exemplo, estéa
tragada na Figura 4.9.

Im(Ah)

Euler Implicito
Re(Ah)

./

Figura 4.9: Euler Implicito: absolutamente estéavel fora do circulo. Fonte: Autores.
Discretizamos (4.5.8) via Euler Implicito e obtemos

Yk1 =Yk T h [(QWtk+1) Ykt — W(2th g k) + 1}7 (4.5.12)
10—-0

com tg; =t +h, 0 < k<n-1 h = ey = y(0). A

Figura 4.10 mostra aproximagdes numeéricas de (4.5.8) fornecidas pelo
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Método de Euler Implicito. Como podemos notar, tais aproximagdes
conservam-se estaveis mesmo com o passo de integragao originalmente
escolhido h = 7,8125 x 1072,

204 — a(t)=t +1/2
—--_Euler Implicito

151

10 A

eixo y (unidade)

T T T T T T T T T
0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0
eixo t (unidade)

Figura 4.10: Assintota a(t) e Euler Implicito para (4.5.8)(w = —5 e h = 7,8125 x
1072). Fonte: Autores.

Desta vez, a distancia entre a aproximac¢ao numérica e a assintota

a(t) decresce & medida que o tempo avanga e, numericamente, vai a
“zero”, como mostra a Tabela 4.3.

t d(t, h)
7,812x10792 753910700
5,468x10701 1,793 1070
1,015x101%0  9,302x 10792
1,484x10%%0  1.434x10793
1,953x101%0 8 07410796
2,421x107%0  1918x10798
2,890%x107%0  2145%x10~ 1
3,359%x 10790 1,243x10~™
3,828 %1019 0,000x 1070
4,296x10190  0,000x 10190

9,921x101%0  0,000x 107

Tabela 4.3: Distancia entre a aproximagdo por Euler Implicito (w = =5, h =
7,8125 x 1072) e a assintota a(t) = ¢ + 1/2 em fungdo do tempo. Fonte: Autores.

A discretizagao (4.5.12) envolve uma relagdo custo-beneficio. Ao
usarmos métodos implicitos, ha, em geral, um sistema de equacoes
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algébricas a ser resolvido em todo o instante de integragao. Abordando
o problema, por exemplo, via Método das Aproximagbes Sucessivas
(também conhecido como Método Iterativo do Ponto Fixo) (BURDEN;
FAIRES, 2015; HUMES et al., 1984) obtemos

= o) s=0,1,2.., (4.5.13)

em que 9(yih,) = vk + h [t Yl — w2ty +te) +1] 6 a
fungao de iteragao do exemplo anterior. O “chute inicial” pode ser
tomado como sendo por exemplo y,[ﬂl = . Sendo assim, vemos que,
embora na teoria os métodos absolutamente estaveis permitam o uso
de quaisquer passos de integracao, na pratica, devemos tomar cuidado
para escolhermos tais passos de maneira a termos um processo iterativo
definido por (4.5.13) convergente.

Concluindo, vimos que nem todo passo de integracao nos serve. Isto
é, em particular, verdadeiro para equagoes diferenciais rigidas para as
quais precisamos explorar as boas propriedades de estabilidade absoluta
dos métodos implicitos. Mesmo aqueles que nao sao absolutamente
estaveis apresentam, para uma mesma ordem considerada, intervalos
de estabilidade maiores que aqueles dos métodos explicitos. Ha varios
aspectos a serem considerados na escolha dos passos de integragao:

1. Experimentagao numérica: vérias tentativas até atingirmos a “con-
vergéncia numérica”’, até obtermos a “sobreposi¢ao” de aproxima-
¢Oes numéricas a partir um certo h (critério “visual” — veja Se-
gao 4.2).

2. Fundamentagao teorica: analise (local) do intervalo de estabili-
dade absoluta (veja Segoes 4.4 e 4.5).

3. Para métodos implicitos (veja Se¢ao 4.5), h deve garantir a conver-
géncia do método usado para encontrar a raiz da equagao algébrica
que define yx41

s+1 s+1
y/[c+l]:(la(yl[c+1])? 5:0,1,2”...,771.
Podemos usar, por exemplo, iteracoes do Método das Aproxima-

¢oes Sucessivas. O passo deve ser escolhido para haver convergén-
cia garantida (HUMES et al., 1984, p. 16).

4. Devemos estipular o patamar de erro tolerado: depois de depu-
rado (via estratégia de solu¢do manufaturada) estimamos a ordem
apresentada pelo método em nosso problema de estudo, p, e com
ela, dado h, estimamos o erro cometido pela aproximagao nu-
mérica: tomamos h menor se esses erros nao satisfizerem nosso
objetivo (veja Segao 2.3.2).
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5. Considerar as escalas de tempo intrinsecas ao fenémeno estudado:
o passo de integracao deve ser menor do que a menor escala de
tempo — s6 assim, o fendmeno ficarda bem representado.

Existem outros aspectos envolvendo a estabilidade cuja discussao fo-
gem ao escopo deste texto, mas que valem a pena tomar conhecimento.
Em particular, instabilidade inerente é apresentada como material su-
plementar na Segao 4.8.

4.6 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 4.1. Determine a regiao de estabilidade absoluta
para o Método do Trapézio (1.3.19).

Solugao:

Consideremos o problema-modelo usado para estudar as proprieda-
des de estabilidade absoluta, § = Ny, y(to) = yo, em que A < 0, que tem
solugio y(t) = yoe ™). A discretizacio dada pelo Método do Trapézio
fornece

Yrrr = Y + (h/2) Ay + AYps1),

donde concluimos yr11 = (2 4+ Ah)/(2 — Ah) yx. Assim, obtemos

2+ Ah\"
= — > 0. .0.
Y (2)\h) Yo, k=0 (4.6.14)

Concluimos que o fator de amplificagio € 1 (Ah) = (2 + A\h)/(2 —
ML) e que, portanto, o intervalo de estabilidade absoluta do Método do
Trapézio € obtido quando buscamos Mh tal que [t (Ah)] < 1, A <0, isto
€,

24+ Ah
“3-

Vemos que o Método do Trapézio é incondicionalmente estdvel, ou
seja, nao existe restricao na escolha do passo de integrag¢do. Para
determinar a regiao de estabilidade absoluta, devemos considerar o
que acontece quando \h € C em (4.6.14). Reflita, pesquise e res-
ponda (SCHWARZ, 1989).

-1 <1 = A€ (—o00;0), A <O.

Exercicio resolvido 4.2. Determine o fator de amplificagdo e o inter-
valo de estabilidade absoluta do Método de Runge-Kutta de dois estdgios

Yerr = Yk +h(cimr +eaka), k>0, yo=y(to),

em que k1 = f(t,y) € ke = (t+ ah,y + hbky), para o qual a,b,cy,co
sao constantes tais que a =b e ¢y +co = 1.
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Solugdo:

Como sempre, no estudo da estabilidade absoluta, discretizamos o
problema-modelo § = Ay, yo = y(to), em que X < 0. Fazendo isso,
obtemos Y11 = Y(Ah)yk, em que () € o fator de amplificagio

Y(z) =1+ 2+ ar?
com « = cob. Assim, devemos analisar em que condigoes
“l<yp@) <l = -l<ar’+2+1<1= —2<ar’+2<0.

Analisando a interseccao dessas duas inequagoes do sequndo grau
em funcao do pardmetro o, determinamos os intervalos de estabilidade
absoluta:

o a<0: (—00;0)U(—1/a;00) N (z1;22);

s (=1/a;0) N (—o0; 1) U (22;00);

co| —

xi—l—\/1—8a . x27—1+\/1—8a
1= =
200 20

Alguns exemplos:

1. Método de Euler Modificado (Método do Ponto Médio)

h h
Yk+1 = Yp + A f (f+ §,y+ 2f(ﬂ?/))

1 1
azbzi, ¢ =0, 02:1:04:02b=§:>z=)\he(—2;0).

2. Método de Euler Aprimorado

s =t o [ (6:9) + £ (6 + By +0f (1,9))]

1

1
a=b=1, ¢ = ,02:§$(1:02b:§$z:)\h6(—2;0).

N —
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3. Método de Ralston

h 2 2
Yre = Y+ [f (t,y) +3f (t+3h,y+3hf (t,y)ﬂ
2 1 3 1
a:bzg7 o= 02:Z$a:02b:§$z:)\h€(—2;0).

Exercicio resolvido 4.3. Por um raciocinio similar aquele que condu-
ziu as expressoes (4.4.4)-(4-4.5), Se¢ao 4.4, um sistema n dimensional
de equacoes diferenciais,

y(t) =£f(t,y(t), to<t<T, y(to)=yo,

pode ser linearizado em torno da solugdo exatay(t) = (yi(t),y2(t), ..., yn(t))
em uma vizinhanca de (9,y(9)), to <80 <T, como

w(t)=J(0,y@)w(t) + O([lw(t)|]), to<—€e+0<t<O+e<T,

em que w(t) = z(t) — y(t) € a diferenca entre z(t), uma solugiao do
problema em wma vizinhanga da solugao que buscamos y(t), € € uma
constante positiva e J(60,y(0)) € a matriz jacobiana

Jii (0, y(0)) = %fi(ay(e)), 1<i,j<n. (4.6.15)
J
Como para o problema unidimensional (4.5.8), a rigidez de um sis-
tema pode estar relacionada a diferentes escalas de tempo. No caso n
dimensional, a linearizagao permite analisar “localmente” a rigidez do
sistema em instantes proximos de t = 0 por intermédio dos autovalores
(autovetores) da matriz jacobiana (4.6.15).
O problema linear tridimensional (4.5.11) ilustra, em linhas gerais,
o procedimento: reescrevemos as equacoes linearizadas em termos de
autovalores e autovetores e analisamos o sistema desacoplado resul-
tante. A grau de rigidez do sistema depende dos autovalores negativos:
se eles tiverem suas ordens de grandeza “muito discrepantes”, o sistema
serd ridigo (localmente). Nesse caso, o intervalo de estabilidade abso-
luta fica restrito por hA_, em que A\_ € o autovalor negativo com maior
valor absoluto.

Consideremos um oscilador modelado por
mi(t) = —kx(t) —az(t), 0<t<T, (4.6.16)

em que m > 0, k > 0, e a > 0 sao constantes, sendo a massa, a
constante eldstica da mola e o coeficiente de amortecimento, respecti-

vamente. Sdo dadas condi¢oes iniciais de posigao e de velocidade x(0)
e ©(0).
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1. Reescreva (4.6.16) como um sistema bidimensional de equagdes
diferenciais de primeira ordem.
2. Calcule a matriz jacobiana (4.6.15).
3. Baseado na estabilidade absoluta do Método RK33 (3.2.10), mos-

tre como escolher o passo de integracdo em funcdao de m, k e a.
Sugestao: calcule os autovalores da matriz jacobiana.

4. Discretize o sistema obtido pelo Método RK33.

Solugao:

1. Introduzindo a notagao y1(t) = x(t) e yo(t) = @(t), (4.6.16) pode
ser reescrita como um sistema bidimensional de equagoes de pri-
meira ordem,

Hlt (), (1) = +ult), (4.6.17)
Bo(t) = fo(t. (1), 2(t) = —yi(t)k/m — ga(t) a/m,

.
=
—
~
=
I

para o qual, fazendoy = (yl,yg) ef = (fl, f2), temosy = f(t,y).

2. A matriz jacobiana associada é

J(t,y) = [3f1/5‘y1 3f1/3yz] [ o 1

= {—k/m —a/m

to <t<T.
0f2/0yr Of2/0ys }’ ==

3. Os autovalores de J(t,y) sao
p— (—oz:t\/oz2 —4k)/(2m), to <t <T,

e o intervalo de estabilidade absoluta do Método RK33 € (—2,51;0),
de acordo com a Tabela 4.1, Segao 4.3). Temos, nessas condigaes,
trés possibilidades, dependendo do sinal do radicando.

(a) Caso 1, o* — 4k = 0: os autolavores sdo idénticos, iguais a
A = —a/(2m) e, portanto, hA = —ha/(2m) € (—2,51;0), ou
seja, h € (0;5,02m/a).

(b) Caso 2, &*—4k < 0: os autovalores sdo compleros conjugados

e a parte real € idéntica ao caso anterior e, portanto, h €
(0;5,02m/«).

(c) Caso 3, a® — 4k > 0: temos duas raizes reais. Como o >
Va2 —4k, A_ < i <0 e devemos ter h € (0;—2,51/A_).
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4. Discretizando sistema de primeira ordem (4.6.17) por RK33,

1
Yit1 = Vi1 + h 6 I:K'l (t7 Yk h) + 4’{‘:2(t7 Yk, h) + l‘ig(t, Yk, h)] )

em que k1 = f(t,y), ko = £(t + h/2,y + (h/2)K1), k3 = £(t +
h,y — hk1 + 2hks), temos, componente a componente,

Yrisr = [L=B2k/(2m)] yix + B[1 — o/ (2m)] yor,
Yorr1 = [—hk/m + ka(h/m)?] yi . +
+[1 —ha/m +h*(—k/m+a® /m?) /2] ya.

4.7 Exercicios propostos

Exercicio 4.1. A dinamica do oscilador (4.6.16) do Ezercicio resol-
vido 4.3 € determinada pela relagdo entre v e k. Se o < k/2, o sistema
€ supercritico e a solugcdo vai exponencialmente ao estado de equilibrio
sem oscilar. Se a = k/2, o sistema € criticamente amortecido e vai
tao rapidamente quanto possivel ao estado de equilibrio sem oscilar. Se
a > k/2, o sistema € subamortecido e vai oscilando ao equilibrio. De-
finindo w? = o® — k*/4 = 2nf, em que o > 0 e f € a frequéncia de
oscilacao do sistema, pedem-se:

1. Mostre que a solugdo erata é dada por x(t) = Ae /2 cos(wt +6y).

2. E possivel determinar a dindmica do oscilador de forma inequivoca
usano um método explicito de passo unico, quando o = k/2 + ¢
ou o = k2 — ¢, em que k/2 > ¢ > 07 Sugestao: verifique se
hd um passo de integracao que garanta a estabilidade absoluta do
método.

3. Idem para o caso de um método implicito de passo unico.

4. Dados m =k =1, a = 1/2, T = 20 e partindo de condigoes
inciais y1(0) = 1, yo(0) = 0, verifiqgue suas respostas nos itens
anteriores com € = 1075 usando os Métodos de Euler e de Fuler
Implicito.

Exercicio 4.2. A Tabela 4.1 traz o fator de amplificacao e o intervalo
de estabilidade absoluta para os Métodos de Runge-Kutta de ordem R
com R estdgios (LAMBERT, 1973). Verifique que, de fato, os fatores
de amplificacao estao corretos. Além disso, verifique que o Método do
Trapézio Explicito (Euler Aprimorado) (1.3.18) e o Método do Ponto
Médio Explicito (3.2.8) possuem o mesmo intervalo de estabilidade ab-
soluta.
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Exercicio 4.3. Comprove o efeito da estabilidade (ou instabilidade)
usando o Método de Runge-Kutta de quarta ordem com quatro estd-
gios (8.2.11) para calcular a aprozimagio numérica da solug¢ao do pro-
blema de valor inicial

d
%y(t):—5ty2(t)+5/t—1/t2, 1<t<4, y(1)=1, (4.7.18)

com h = 0,2 e h = 0,4. Sugestao: mostre que a solucdo exata do
problema de wvalor inicial (4.7.18) é y(t) = 1/t e calcule o erro de
discretizagdo global.

4.8 Suplemento tedrico

Considere a equacgao diferencial ordinaria linear de primeira ordem, nao
homogénea, com condicao inicial

d

— = —t, 0;5
dty(t) y(t) t € [0;5] (£819)
y(0) =1

cuja solugao exata, que podemos obter usando o fator integrante e, é

y(t) =t + 1. (4.8.20)

Se introduzirmos uma perturbacdo de 1% na condigdo inicial em
(4.8.19), isto é, se y(0) = 1 £ 0,01, temos os problemas de valor inicial

Sut =yt~ . te(03)
y(0) = 0,99

d

S0 =y —t, 105
y(0) = 1,01

cujas solugoes exatas sao dadas, respectivamente, por

y(t) = —0,0le'+t+1 e (4.8.21)
y(t) = +0,0le' +t+ 1. (4.8.22)
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As solugoes (4.8.20), (4.8.21) e (4.8.22) em t = 5 valem, respectiva-
mente,

y(5) = 5+1=6,

y(5) —0,01e’ +5+ 1~ 45,
y(5) = +0,01e’ +5+1~75.

Assim, perturbando-se a condigao inicial em (4.8.19) em 1%, a so-
lugdo varia cerca de 25%. No exemplo dado, nenhum método numérico
serd capaz de produzir um erro inferior a 25% se a condicao inicial for
perturbada em 1%. Este ¢ um problema de estabilidade intrinseco ao
problema de valor inicial e, por este motivo, denominado de instabili-
dade inerente.

4.9 Notas biograficas

John Charles Butcher — Figura 4.11 — nasceu em Auckland, Nova Ze-
landia, em 31 de margo de 1933. Dentre outras, especialista em equa-
¢oes diferenciais e andlise algébrica de métodos numeéricos, Butcher fez
graduagao e mestrado na University of New Zealand (Auckland Univer-
sity College) entre 1952 e 1956. Doutourou-se na University of Sydney
em 1961. Ocupou posigoes na Sydney University, na Canterbury Uni-
versity e no Standford Linear Accelerator Center. Ocupou também a
cadeira de Matematica na The University of Auckland entre 1966 e
1998.

Ao longo de sua carreira, Butcher foi premiado diversas vezes. Em
1991, recebeu um prémio por sua pesquisa em Mateméatica da New Ze-
aland Mathematical Society por estabelecer novas conexoes fundamen-
tais entre estabilidade e propriedades algébricas de métodos numéricos
para equagoes diferenciais nao lineares, por implementar novos métodos
e por uma monografia excepcional sobre os métodos de Runge-Kutta
e métodos lineares em geral. Foi homenageado duas vezes pela Royal
Society of New Zealand que, em 1996, conferiu-lhe a Hector Memorial
Medal por suas contribui¢oes em analise numérica de equagoes diferen-
ciais e, em 2010, conferiu-lhe a Jones Medal em reconhecimento por
suas conquistas de uma vida dedicada a Matematica. (UOA, s.d.)

Butcher publicou mais de 150 artigos. Dentre os temas abordados,
encontram-se métodos implicitos de Runge-Kutta, sua implementacao
e suas propriedades de estabilidade, métodos lineares em geral para
integragao de equacoes diferenciais e convergéncia de aproximacoes nu-
méricas.

Em 2003, Butcher foi entrevistado pela SIAM, Society for Industrial
and Applied Mathematics. Nessa entrevista, ele relata, dentre outros
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Figura 4.11: John Charles Butcher. Fonte: Wikipedia.

fatos interessantes, sobre sua educagao na Nova Zelandia, primeira ex-
posicao a computadores na Australia e suas contribuigGes para a analise
numérica. Sobre sua educacao na Nova Zelandia, ele relata que

“..depois de sofrer com professores de matemdtica ruins (e as vezes
violentos) no ensino médio e nao consequir admissao em Cambridge
para a pds-graduagao, ele aceitou uma bolsa de pesquisa na
Universidade de Sydney, onde se estava por concluir uma copia do
computador ILLIAC, e onde recebeu seu Ph.D. em fisica”.

O trecho anterior é uma traducao de parte da entrevista, cujo teor
integral encontra-se no Computer History Museum (CHM) (CHM, s.d.).
Desde 1999, detém o titulo honorifico de Professor Emérito (BUT-
CHER, s.d.; WIKIPEDIA, s.d.).

]

Germund Dahlquist — Figura 4.12 — nasceu em 16 de janeiro de
1925 em Upsala, Suécia. Iniciou seus estudos em matematica em 1942
na Universidade de Estocolmo, sendo influenciado fortemente por Ha-
rald Bohr. Deixou a Dinamarca apés a invasao alema (O’CONNOR;
ROBERTSON, s.d.[b]). Bohr o inspirou a trabalhar em problemas so-
bre teoria dos ntimeros, analise complexa e mecénica analitica. Graduou-
se em 1949 com a tese On the Analytic Continuation of Eulerian Pro-
ducts, publicado em 1952.

Dahlquist continuou os estudos ingressando no Swedish Board of
Computer Machinery como matemaético aplicado e programador. Em
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Figura 4.12: Germund Dahlquist. Fonte: MacTutor.

1951, a Suécia decidiu construir seu primeiro computador eletrénico a
valvulas, o Bindr Elektronisk SekvensKalkylator (BESK), sueco para
Binary Electronic Sequence Calculator, com base nas ideais de John
von Neumann e Herman Goldstaine. A contribuicao de Dahlquist foi
bastante significativa, principalmente para a resolu¢do de problemas
de previsao numérica do tempo. Durante esse periodo, publicou vé-
rios artigos como The Monte Carlo method e Convergence and stability
for a hyperbolic difference equation with analytic initial-values, ambos
em 1954, e Convergence and stability in the numerical integration of
ordinary differential equations em 1956.

Concluiu o doutorado em 1958, apresentando sua tese Stability
and error bounds in the numerical integration of ordinary differential
equations, na Universidade de Estocolmo. Por sua contribuigao no tra-
balho de doutorado, foi indicado para o Royal Institute of Technology
em Estocolmo. Em 1963, publicou o artigo Stability questions for some
numerical methods for ordinary differential equations e, no mesmo ano,
publicou A special stability problem for linear multistep methods que in-
troduziu o conceito de A-estabilidade. Em 1969, publicou em co-autoria
com Ake Bjorck, o livro Numeriska Metoder (“Numerical Methods”), o
qual foi traduzido para varios idiomas e publicado em diferentes paises.
Uma nova edi¢ao revisada com titulo Numerical Methods in Scientific
Computing, Volume 1, foi publicada em 2008.

Durante sua carreira recebeu varios prémios e distingdes. Recebeu
o titulo de doutor honorario das Universidades de Hamburgo (1981),
Helsinki (1994) e Linkoping (1996). Faleceu em 8 de fevereiro de 2005
em Estocolmo, Suécia.
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Capitulo 5

Métodos lineares de passo
multiplo

Para obter resultados mais precisos, podemos aumentar a ordem do
método numérico ou diminuirmos o passo de integracao usado. Ambas
as estratégias resultam em um algoritmo mais custoso do ponto de vista
computacional, pois de um lado, na primeira abordagem, se usarmos
métodos de passo tnico com ordens mais altas, efetuamos mais e mais
célculos da funcao f que define o Problema de Cauchy e de outro, na
segunda abordagem, se diminuirmos o tamanho do passo de integracao,
aumentamos a quantidade de passos para atingir um mesmo instante
tempo final e, assim sendo, efetuamos mais e mais calculos de f uma
vez mais. Se o custo computacional para calcular f for “baixo” entéo
é possivel que qualquer uma dessas duas estratégias seja satisfatoria
dependendo da regiao de estabilidade absoluta dos métodos em con-
sideragao. Caso contrério, se o custo para calcular f for “alto”, uma
alternativa interessante para obter resultados mais precisos é o uso de
métodos de passo mailtiplo (também denominados métodos multipasso
ou métodos de n-passos). Esses, como veremos na Sec¢do 5.1, exigem
apenas um célculo de f por passo de integragao no tempo — em con-
trapartida, hd um aumento de demanda por memoria RAM (trocamos
tempo de processamento por consumo de memoria).

Neste Capitulo, apresentamos os métodos lineares de passo miul-
tiplo. Para analisar as propriedades desses métodos, precisamos de
técnicas para resolver equacoes lineares de diferencas, o que faremos
na Secao 5.2. Na Seca@o 5.3, estenderemos conceitos vistos no contexto
de métodos de passo tnico: erros de discretizagdo e consisténcia com
a equacdo diferencial. E notéavel o fato de que os métodos de passo
multiplo necessitam de mais condi¢oes, além de sua consisténcia, para
convergirem. Tal fato é discutido na Segao 5.4. Em seguida, discutimos
a escolha de passos de integragao de forma a manter a aproximacao nu-
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meérica em uma vizinhanga da solugdo exata na Secao 5.5 (estabilidade
absoluta). O Capitulo termina com exercicios resolvidos e propostos,
suplemento tedrico e notas biograficas, a partir da Secao 5.6.

5.1 Consideragoes preliminares

Iniciamos ilustrando duas estratégias comumente usadas na dedugao de
métodos lineares de passo multiplo as quais, mas de maneiras diferen-
tes, usam interpolacao polinomial. Enquanto que em uma estratégia
partimos da forma diferencial do Problema de Cauchy, derivando o po-
linomio interpolador de y(t) para aproximar o lado esquerdo de (1.2.7),
na outra, partimos de sua forma integral, quadrando numericamente
o polinémio interpolador da fungao f(t,y(t)) para aproximar o lado
direito de (1.2.9).

A seguir, recordamos alguns fatos essenciais sobre interpolac¢éo po-
linomial, aproveitando a oportunidade também para introduz algumas
notagoes.

Consideremos uma funcéo ¢(t) tabelada em m+1 pontos, t = t;4; =
ty +jh, 0<j <m - Tabela 5.1.

t otk | tern | treo | oo | trgm
W‘@k‘@k-ﬁ—l‘@k-‘r?‘w-‘@lﬁ—m

Tabela 5.1: Valores tabelados: g4 = @(tg4j), 0 < 5 < m.

Baseados nos valores da Tabela 5.1, escrevemos o polinémio inter-
polador de grau m da fungdo ¢(t) na forma de Lagrange

Prk(t) =Y @iy Liys(t), com Ly (t) = H (ﬂ>
=0 -

tk+] - tk+z
1767
(5.1.1)
em que Ly4;(t), 0 < j < m, sdo os m + 1 polinémios auxiliares de
Lagrange. Além disso, se a fungdo ¢(t) for de classe C™! em seu
dominio de defini¢do, sabemos que o erro de interpolagao polinomial se
expressa como (BURDEN; FAIRES, 2015)

m+1) m
H —trys)s b€ [t terml,

Emi(t) = (m + 1

com & = £(t) € (tg;term), isto &, & dependente do ponto em que se
interpola, t. Nas condigbes anteriores, podemos entao escrever

o(t) = pmk(t) + Enk(t), t€ [teiterm]. (5.1.2)
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Por exemplo, se m = 2 e se os pontos forem igualmente espacados
em (5.1.2), temos

o(t) = por(t) + Eaglt), t € [tr;trsal, (5.1.3)

em que o polinémio interpolador quadrético é

t—te)(t —t t—t)(t —t
Pa(t) = ( k+;)}(12 ki2) Yr + ( k¥h2 i+2) Pr+1t
t—t)(t —t
4 k)Q(hZ 1) Phi2, (5.1.4)

e o erro de interpolagao é

Eai(t) = %(t — ) (t — tean) (E — tiaa) @D (E),  E() € (i trra)-
' (5.1.5)
Usaremos (5.1.4)-(5.1.5) para mostrar como discretizar o Problema
de Cauchy nos exemplos a seguir.

Exemplo 5.1. Neste primeiro exemplo, tomamos o(t) = y(t) e aprozi-
mamos y(t) derivando (5.1.3). Sequindo esta estratégia, discretizamos
a forma diferencial do Problema de Cauchy

Eoaslt) + SE(0) = Sot) = Sy(t) = f(ty(0), 1€ st

Lembrando que y(t) satisfaz a equagao diferencial no instante t =
tkio, obtemos

d d
apz,k(tk+2)+£E2,k(tk+2) = f(trso, y(trt2))- (5.1.6)

A primeira parcela do lado esquerdo de (5.1.6) depende das deriva-
das dos polinémios auzxiliares de Lagrange calculados em t =ty o:

2 2
d -1 .
%Lk+j(tk+2) = u_!(ﬁkﬂ‘ — tk+i)] [;0 (trro — tk+i)}: J=0,1,2.
i#j i)

(5.1.7)

Para instantes igualmente espagados tyy; = t + jh, j = 0,1,2,

os valores dessas derivadas sao 1/(2h), —4/(2h) e 3/(2h), respectiva-
mente. A derivada de (5.1.5) fornece a seqgunda parcela do lado esquerdo

de (5.1.6):

d 1 )
%Ez,k(flm) =3 Ry (€ (tysa)).- (5.1.8)
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Substituindo (5.1.7)-(5.1.8) em (5.1.6), apds multiplicarmos ambos
0s membros por 2h/3 e rearranjarmos as parcelas, obtemos

5(t) = 3u(tn) 9(tsz) = b [3 Fltien (02| + du(h), (519

em que dg(h) € um erro de discretizagio oriundo neste exemplo da
derivada do erro de interpolag¢ao polinomial (5.1.8) multiplicado pelo

fator 2h/3,

d

di(h) = == Bai(tir2) = —g Ry (E(tesa)). (5.1.10)

Para h “suficientemente pequeno”; (5.1.10) pode ser desprezado e
(5.1.9) fornece uma aproximagao da forma diferencial do Problema de
Cauchy. O resultado é um método implicito, linear, de dois passos
conhecido como Método de Gear.

Método 5.1 (Gear).

vo = y(to), w1 pré-calculado,
1 4 2 (5.1.11)
Yk+2 = —gyk +§yk+1 +h(§f,€+2)7 0<k<n-2,

em que h=(b—a)/n, frio= f(tki2, Yrs2)-

Note que ha uma combinagao linear de aproximacgoes da solugao e
da derivada em alguns instantes pré-determinados. O Método de Gear
¢ usado com frequéncia em problemas rigidos, pois tem boas proprieda-
des de estabilidade absoluta (GEAR, 1982, 1988; SHAMPINE; GEAR,
1979). O termo (5.1.10), o erro cometido ao aproximarmos y(t) pela de-
rivada de um polinémio interpolador, ganhara atengao especial quando
discorrermos sobre sua relagdo com o erro de discretizagdo local e com
a consisténcia do Método de Gear com a equagao diferencial.

Antes de passarmos ao proximo exemplo, vale a pena comentar
que ha uma estratégia ad hoc para discretizar a forma diferencial do
Problema de Cauchy e chegar em (5.1.9). A ideia ¢ buscarmos uma
aproximacao da derivada que seja dada por uma combinacao linear
de valores da solugdo em instantes previamente escolhidos, e.g. t;;,
j = 0,1,2. Com isso em mente, usando aproximacgoes de Taylor em
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torno de ¢ = t3,,2, temos

aoy(tr) + a1 y(tisr) + a2 y(tesa) = aoy(t —2h) +ary(t —h) +azy(t)
= (ao + a1 + az)y(t)+
+ (—2a9 — a1) hy(t)+
hz
+ (4ag + al)jy@)(f)—k

3

+ (—8ag — al)%yw) (t) + O(nY).
' (5.1.12)

A combinagdo linear (5.1.12) fornece (%) + O(h?) se escolhermos os
coeficientes que resolvem o sistema linear

1 11 ao 0
-2 -1 0 a | = | 1/n |,
4 10 as 0

isto é, ap = 1/(2h), a1 = —4/(2h) e a2 = 3/(2h). Note que com
tal escolha nao conseguimos anular o termo de terceira ordem, o qual
assume a forma
we) 1,2,®)
(—8ag — al)gy (t) = 3y (t).

Obtemos assim

S (t) = o yltn) + o y(tee) = Flbeen u(tes) + O,

a qual, quando multiplicada pelo fator 2h/3, leva novamente a (5.1.9)
com erro de aproximagao de ordem O(h?), dado por —§h3y(3>(tk+2) +

O(h*), como em (5.1.10). Essa estratégia permite obter de maneira di-
reta uma versao desse método para passos de integragao variaveis (CE-
NICEROS; NOS; ROMA, 2010; CENICEROS; ROMA, 2007).

Embora existam outras maneiras para deduzir o Método de Gear,
exploraremos apenas dedugbes que usem interpolagao polinomial e sua
respectiva férmula de erro. A teoria de interpolacao é coberta, em geral,
em disciplinas de graduagao e a familiaridade do aluno com tal teoria
torna mais natural a exposigao. No Exemplo 5.2, usamos novamente a
interpolagao polinomial, mas desta vez na forma integral do Problema
de Cauchy.

Exemplo 5.2. Neste sequndo exemplo, consideramos ¢(t) = y(t) =
f(t,y(t)) e integramos (5.1.3) no intervalo t € [ty; tyi2]. Sequindo esta



112 Métodos lineares de passo miiltiplo

estratégia, obtemos
tkt2 thto
lter) = ott) = [ o@de= [ (paat) + Eaatt)) ar
Tk tr

uma discretizagao da forma integral do Problema de Cauchy, em que:

(t = te)(t — tiso) (t —te)(t — tiso)

p2i(t) = 57,2 fe + — fer1 +
g Bt g
Eas(t) = 5 (6= (1~ i)t — fus2) ¥ EC).

Para pontos igualmente espagados, obtemos a Regra de Simpson

/t - pak(t) dt = " [f(tm Y(tr) + 4f (e, y(tesa)) + f (o, y(tkﬁ))}’

3
(5.1.13)
e seu respectivo erro de quadratura, oriundo da integral do erro de in-
terpolagao (BURDEN; FAIRES, 2015):

2 1 (thps — )5 1,
= — (kA2 R4 — 5,4
dy.(h) /t By (1) dt 90( 5 )u (&) = =557y (©)-
(5.1.14)

Para h “suficientemente pequeno”, (5.1.13)-(5.1.14) fornecem uma
aproximagao para a solugdo y(tg42) obtida por um método linear im-
plicito de dois passos: o Método de Simpson. O erro dessa aproximacao
vem do erro de quadratura numérica e é dado por (5.1.14).

Meétodo 5.2 (Simpson).

Yo = ylto), w1 pré-calculado,

1 4 1
Y2 = yk+h<3fk+3fk+l+3fk+2)7 0<k<n-2,

comh=(b-a)/n, fer;=f(terjypss) € j=0,1,2.

A seguir, apresentamos o Exemplo 5.3 que emprega, de uma ma-
neira um pouco diferente, aproximagoes via interpolagao polinomial e
quadratura numérica para obter um método linear de passo multiplo
explicito de trés passos.
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Exemplo 5.3. Partindo uma vez mais da forma integral do Problema
de Cauchy, tomamos ¢(t) = f(t,y(t)) em (5.1.3) e integramos no in-
tervalo [tgyo;trvs]. Dessa maneira, obtemos

tht3

trys ) tit3
) -yltea) = [ awde= [ s [ o
tyo (7 lkt2
(5.1.16)
1sto €,

Y(thrs) — y(tes2) = h [%f’(tmy(tk)) - %f(tk+17 y(ter1)) + %f(tkwv Z/(tk+2))]~

Note que em (5.1.16) aproximamos o integrando por um polindmio
interpolador que usa pontos da Tabela 5.1 que estao fora do intervalo de
integragcao. Nao podemos, portanto, usar “de maneira automdtica” nem
a Regra de Simpson nem a expressao do erro de quadratura dessa regra.
A estratégia usada fornece o método linear de passo maltiplo explicito
de trés passos (5.1.17).

Meétodo 5.3 (Adams-Bashforth de trés passos).

vo = ylto), y, pré-calculado, p=1,2,

- 6 2 (5.1.17)
Y3 = Yry2 Th Efk - Efk+1 + Efmz ;

0<k<n-3, emqueh=(b—-a)/n e fiy;j= f(tot),Yp+;), 0<J <
2.

Embora o erro de quadratura introduzido no Método de Adams-
Bashforth de trés passos, di(h), ndo possa ser acessado de maneira
imediata usando a teoria convencional de quadratura numérica, vere-
mos, na proxima se¢ao, como calculéd-lo e também qual a sua relagao
com o erro de discretiza¢do local e com consisténcia desse método com
a equagao diferencial. A seguir, apresentamos a definicado de métodos
lineares de passo miltiplo genéricos.

Defini¢ao 5.1 (Método Linear de Passo Multiplo). Um método linear
de passo maltiplo de n passos tem a forma

Z%’ka‘ = h26jfk+j-, (5.1.18)
J=0 j=0

em que o e 3; sio constantes, sendo oy, #0 e a2 + 83 # 0 € fri; =
F (i Yrts)-
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O método numeérico definido por (5.1.18) também é chamado de mé-
todo linear multipasso. Ele é implicito quando (3, # 0 e explicito quando
Bn = 0. Sem perda de generalidade, assumiremos que «,, = 1. Vemos
que, a luz da Definigéo 5.1, temos para o Método de Gear (5.1.11)

1 4 2
ao:g,a1:—§7a2:1 (6] ﬁ():ﬁl:O?ﬁZ:g’

para o Método de Simpson (5.1.15)

1 4 1
ap=-1L =0, a0=1 e 50:*55125752:?

3
e para o Método de Adams-Bashforth de trés passos (5.1.17)

5 16 23
0602011:0,042:*17043:165025,51:*5,5225,53:&

O Método de Adams-Bashforth de trés passos (5.1.17) é apenas um
dos representantes de uma classe inteira de métodos: os métodos de
Adams. Para obter outros, explicitos ou implicitos, a ideia é usarmos
a forma integral do Problema de Cauchy. Primeiramente, escolhemos
um natural m > 0 e tabelamos p(t) = f(¢,y(t)) em m+ 1 pontos, t;,
0 < 5 < m, como mostrado na Tabela 5.1. A seguir, calculamos a
integral no intervalo [tgymys—1; tkrmrs), Obtendo

thtmts
y<tk+m+s) - y(tk+m+sfl) = / pm,k(t) dt + dk(h)a

thtmts—1

em que py, x(t) € escrito na forma de Lagrange (5.1.1) e di(h) ¢ o erro
devido & aproximacao da integral de f(t,y(t)) pela integral de pp, x(1).
Obtemos métodos explicitos se s = 1, os métodos de Adams-Bashforth,
e métodos implicitos se s = 0, os métodos de Adams-Moulton.

Método 5.4 (Adams-Bashforth de quatro passos).
Yo = y(to), ¥y pré-calculado, p=1,2,3,
55 59 37 9
Ykta = UYkys T h <24fk+3 —ggfere T o e — 24fk> ,

em que 0 <k <n—4, h=(0b-a)/n, fir; = e yers) e
0<j<3




Consideragoes preliminares 115

No Método de Adams-Bashforth de quatro passos, temos:
Oéo:CYl:OéQIO7 agz—l, 0(4:1;
-9 37 59 55
Bofﬂa ﬁl*ﬂ7 /32*_2747 637ﬂ7 ﬁ4*07

e no de Adams-Moulton de quatro passos:

ag=ay =ay =0, alphas = —1, ay = 1;
o= Br= e, o= o = S gy =
Método 5.5 (Adams-Moulton de quatro passos).
v = ylto), yp pré-caleulado, p=1,23,
Yeta = Ukes +h (720 Jreva + g;gfma - %f}cu + %gfkﬂ - %f}c) )

em que 0 <k <n—4, h=(b=—a)/n, fir; = f(leas vesg) €
0<j<4

Todos os métodos de passo multiplo de n passos requerem inicia-
lizagao para determinar aproximagoes dos valores y,, 1 <p <n —1
(lembre-se que yo = y(tg) vem da condigao inicial). Tal inicializagao é
feita por intermédio de um método de passo tinico. Observe que alguma
consideragdo é necessaria para se escolher o método de passo tnico a
ser usado, pois tal escolha pode introduzir erros que “contaminarao” a
aproximagao numérica em instantes posteriores (e.g. erros introduzidos
por métodos de passo tnico de ordens demasiadamente baixas).

E interessante notarmos que os métodos lineares de passo multi-
plo (5.1.18) séo definidos por uma equagao linear de diferengas que tem
coeficientes constantes, nao homogénea, cuja solugao é uma sequéncia
numérica {yx},., que se escreve como

Yk = Yok T Yk, k>0,

em que y,; ¢ solucao da equacao homogénea, apyyin + - - + 1Yp+1 +
agyr = 0, e y , ¢ uma solugao particular de

QpYhn + 4+ Yy + oy = h oy,

com ¢p = Bpfran + -+ Bifrsr + Bofk, & > 0. A teoria essencial
de equacoes lineres de diferencgas, necessaria ao entendimento do com-
portamento dos métodos lineares de passo miltiplo, serd abordada na
Secao 5.2.
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Ao buscarmos solugbes nao triviais da equagao homogénea da forma
yr = ¥, k >0, sendo r uma constante, percebemos que esta depende
das raizes do polinémio

p(r) =71" + a1t - arin +ag.

Na teoria de equagoes lineares de diferenga, esse é o polinémio carac-
teristico da equagao. No nosso contexto, chamamos o polinémio p(r) de
primeiro polindmio caracteristico de (5.1.18). Como ficara claro mais
adiante, é conveniente definir também um outro polinémio, o sequndo
polindmio caracteristico para métodos lineares de passo multiplo.

Definigao 5.2 (Primeiro e Segundo Polinémios Caracteristicos). Ao
método linear de passo mailtiplo com n passos (5.1.18), associamos dois
polinémios,

pr) =1+ +ar+ag =Y ap’, ap=1, (5119
7=0
€
o(r) = Bar™ + -+ Pir+ o= Y By, (5.1.20)
7=0

sendo eles o primeiro e o sequndo polinémio caracteristico, respectiva-
mente.

Os polindmios caracteristicos (5.1.19)-(5.1.20) auxiliam na verifca-
¢ao da consisténcia de um método linear de passo multiplo com a
equacao diferencial ordinaria associada. Além disso, o primeiro po-
linémio caracteristico (5.1.19) desempenha um papel importante no
estudo da convergéncia destes métodos numéricos como seré abordado
na Secao 5.4.

5.2 Equacgoes lineares de diferengas

Uma equagao linear de diferengas com coeficientes constantes, nao ho-
mogénea, ¢ uma expressao do tipo

InYk+n + Yn—1Yk+n—1 +--+ YoYk = ¢k‘a k 2 07 (5221)

em que {¢p},., ¢ uma sequéncia dada e os coeficientes ;, 0 < j <
n, sao constantes sendo vy # 0 e v, # 0. As solugoes desse tipo de
equacao sao sequéncias numeéricas {y },., para as quais quaisquer n+1
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elementos consecutivos se relacionam como em (5.2.21). A essa equagao
associamos a equagao linear de diferengas homogénea dada por

YnYk+n + Yn—1Yk+n—1 + -+ YoYk = 07 k Z 0. (5222)

Se {Uk }ren © {Ypk }ren forem duas solugdes de (5.2.21) entao a sequén-
cia dada pela diferenca {y,x},cv = {¥r — Y,k } ey € SOlugdo da equagao
de diferengas homogénea (5.2.22):

n n n n
Z ViYpk+i = Z Vi(Yk+j = Yph+s) = Z ViYk+i — Z ViYpk+i
j=0 Jj=0 Jj=0

Jj=0

=¢r—¢r =0, k>0.

Das observagoes anteriores, concluimos que uma solugao de (5.2.21),
{Ur}rcn, € dada pela soma

Yk = Ypk + Yok k>0,

em que {y, 1}, € solugao da equagao de diferengas homogeénea (5.2.22)
e {Y,k }ren € uma solugao particular da equagao nao homogénea, isto é,
ela satisfaz

n
Z%‘ypkﬂ‘ =¢p, k=>0.
=0

Considerando apenas a equagao homogénea, podemos procurar por
solugoes da forma y,; = r*, em que r é uma constante, isto é, o k-ésimo
elemento da sequéncia que resolve a equagao homogénea é dado pela
k-ésima poténcia da constante r. Substituindo essa proposta de solug¢ao
em (5.2.22), temos

n n
E /yjrkJr] = Tk E %‘7“] = 07
Jj=0 Jj=0

donde concluimos que r = 0, e nesse caso obtemos a sequéncia nula
L . A n i
yr = 0, k >0, ou r é raiz do polinémio Zj:o ~;17 = 0.

Definigao 5.3 (Polindmio Caracteristico). Definimos o polinémio ca-
racteristico associado a forma homogénea da equagao linear de dife-
rengas de n passos (5.2.22) como sendo o polinémio de grau n dado

por
n
p(r) = Z Y517

=0
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Para entender um pouco mais profundamente a estrutura da solugao
da equagao homogénea, suponhamos inicialmente que seu polinémio ca-
racteristico tenha n raizes reais simples r;, 1 < [ < n. Nesse caso, cada
uma das sequéncias, {Tzk}kgw 1 <1 < n, resolve a equagao homogénea
e, pelo Principio da Superposi¢do, temos que a solugdo geral de (5.2.22)
se escreve como a combinagao linear

n

k k k k K

Yok = Q17 + Aoy +azrs + -+ apr, = E ary .
=1

— “E mesmo preciso usarmos as n raizes para expressar a solu¢do
geral da equagdo homogénea?” —

A resposta a essa pergunta depende do conceito de independéncia
linear no contexto de sequéncias numéricas. Esse conceito nos diz se
um conjunto de sequéncias carregam (ou nao) “informacao redundante”,
isto €, se uma delas pode ser escrita como combinacao linear das demais.
Com este conceito, saberemos se podemos remover alguma delas sem
alterar a resultado final.

Defini¢ao 5.4 (Independéncia Linear). As sequéncias

1 2 m
U e 0 a0 e

sao linearmente independentes quando a combinagao linear

ozly,(c1> +a2y,(€2) +--~+o¢my,<€m) =0

implicar em oy =0, 1 = 1,2, ..., m, para qualquer k > 0.

No caso em analise, quando o polindmio caracteristico supostamente
tem todas as raizes reais e simples, podemos escrever o sistema linear
homogéneo n x n

oy + Qg + + Qp =0
oy aory F + o =0
arr? 4+ agr? o+ + a2 =0 (5.2.23)
S + o1+ =
a17“?71 + agréH + o Tt =0

ao considerar 0 < k < n — 1 e analisar se as n sequéncias {rf}, .,
1 <[ < n, sao linearmente independentes. Se for possivel determi-
nar uma solugdo para esse sistema tal que as constantes ay, ag, ..., a,
nao sejam todas nulas entao as sequéncias formam um conjunto linear-
mente dependente — podemos escrever ao menos uma das sequéncias
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em fungdo das demais. Caso contrério, as n sequéncias sdo linearmente
independentes e formam um sistema fundamental de solugaes.

A matriz associada ao sistema linear (5.2.23) ¢ uma matriz conhe-
cida como matriz de Vandermonde. Podemos mostrar por indugao fi-
nita que seu determinante é dado por

D = H (’I",' — 7”]').

1<i<j<n

Como temos n raizes distintas, D # 0 e a tnica soluc¢ao do sistema
linear homogéneo é a solucao trivial, ay = 0, 1 <1 < n. Para quaisquer
n indices consecutivos, ¢ < k < i+ n — 1, o determinante da matriz
associada ao sistema linear semelhante ao (5.2.23) se escreve como um
multiplo ndo nulo de D (para ver isso, basta usar as propriedades do
célculo de determinantes). Dessa maneira, vemos que as n sequéncias
sao, de fato, linearmente independentes, e concluimos que, quando o
polindémio caracteristico possuir apenas raizes simples, qualquer solucao
da equag@o homogénea deve, necessariamente, ser escrita como

n
k
yhk:Zalrl, k>0.
1=1

Exemplo 5.4. Consideremos a equagao linear de diferen¢as homogénea
de dois passos
Yk+2 + Ykt1 — 2yk = 0, k > 0. (5224)

Seu polinémio caracteristico,
p(r)=r*+r—2=@r—-1)(r+2),

tem raizes ri = 1 e ro = —2. Assim, pelo exposto anteriormente,
podemos escrever sua solug¢do geral como

ye = ay(1)F + as(=2)%, k>0, (5.2.25)
em que ay e as sao constantes que dependem de valores iniciais dados,
Yo € Y1.

Solucoes especificas de equagtes lineares de diferencas de n passos
dependem de serem conhecidos seus n valores iniciais yo, y1, ..., Yn_1-
Nesse caso, podemos calcular de maneira tinica os elementos remanes-
centes da sequéncia numérica usando a formula de recorréncia

n—1
Ykin = (aﬁ;« - Z’ijkﬂ‘) /ns k>0,

=0
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Note que no Exemplo 5.4, a existéncia de uma expressao que fornece
em forma fechada a solugdo da equagao, a expressdo (5.2.25), torna
nosso trabalho muito mais simples. Se, por exemplo, tivermos yy = 0 e
y1 = 1, podemos escrever o sistema linear

Yo = a1(1)0 + GQ(—2)O = a;+ ag= 0,
Yy = al(l)l + a2(—2)1 = a; — 20,2 = 1,

que tem solugdo a; = 1/3 e ay = —1/3. Assim, obtemos diretamente a
(nica) solugao de (5.2.24) para as condigoes iniciais dadas,
S

Na busca pela solucao geral de uma equagao linear homogénea de n
passos, precisamos determinar seu sistema fundamental de solugoes o
qual é composto por n sequéncias linearmente independentes. Para tais
equagodes com n passos, a exemplo do caso quando o polinémio caracte-
ristico tem n raizes simples, o sistema fundamental de solugoes tem n
sequéncias linearmente independentes (SULL; MAYERS, 2003; JERRI,
1996). Pode ocorrer que o polindmio caracteristico tenha apenas n,
raizes distintas r;, 1 <11 < n, <n, com respectivas multiplicidades m;,
Ma, ..., My, , satisfazendo >, m; = n. Nesse caso, o conjunto formado
pelas n sequéncias

Ny

U{r e Grrthcs 0278 s o AR 18}

=1

é linearmente independente e define um sistema fundamental de solu-
¢oes da equagao linear de diferengas homogénea (JERRI, 1996).

Exemplo 5.5. A equagdo linear de diferengas homogénea
Ykta — OYkys + Irr2 + 4yp1 — 12y, =0, k>0, (5.2.26)

tem polindmio caracteristico p(r) = r* — 6r® + 92 + 4r — 12, cujas
raizes sao r1 = 2, com multiplicidade 2, r = —1 e r3 = +3. Seu
sistema fundamental de solugdes é dado por

{12 2% LD b 143 b}
pois a combinagao linear
a1 28 + k28 4+ a5 (=1)F + oy (+3)" =0

se anula para k > 0 se, e somente se, oy =0, [ =1,2,3,4 — observe
que o determinante da matriz associada ao sistema linear homogéneo
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que obtemos ao tomar k =0,1,2 e 8 vale 72. Sendo assim, escrevemos
a solugao de (5.2.26) como

Yoo = 1 2% 4+ ay k2% + ag (—1)k + ay (—Q—?))’“7 k> 0.

As constantes acima dependem dos valores iniciais dados para 0 < k <

3.

Via de regra, para resolver e calcular a solucao de uma equacao
linear nao homogénea, devemos:

1. Calcular o sistema fundamental de solugoes da equagdo homogé-
nea associada.

2. Encontrar uma solugao particular da equacao nao homogénea.

3. Escrever a solugao geral como a soma entre uma solugao particu-
lar e uma combinagao linear das solucoes da equagao homogénea
associada.

4. Buscar, no conjunto dessas solugoes gerais, a tnica que possui o0s
n valores iniciais dados.

Uma vez encontrada tal solugao, aquela que possui os n valores ini-
ciais dados, ela é tnica (JERRI, 1996). O Exemplo 5.6 sugere como a
intuigao pode ter papel importante na determinagao de solugoes parti-
culares.

Exemplo 5.6. Quando o lado direito da equagao (5.2.21) for uma
sequéncia constante, {¢p}, ., = {@},cy, parece natural buscarmos por
uma solugao particular dada também por sequéncia constante {y i}y =
{1} ,c> €m quetp € uma constante a ser determinada. Se substituirmos
P na equagao, vemos que uma solugao particular nesse caso €

Y =V = ¢ , k>0 — desde que Zvl;é().

= T
=0
§ :%'
J=0

O Exemplo 5.9, mostra o caso em que a soma dos coeficientes no
denominador se anula. Por ora, retomemos o Exemplo 5.5 para ilustrar
todos os passos de resolugao de uma equagao linear de diferengas nao
homogénea.

Exemplo 5.7 (Baseado em (LAMBERT, 1973)). Vamos determinar a
solugao da equacao linear de diferencas nao homogénea que tem lado
direito dado por {¢r}, o = {4} cns

Yr+a — OUrkis + Wi + dyksr — 12y = ¢, =4, k>0, (5.2.27)
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e que tem como valores iniciais Yo =5, y1 =0, yo = —4 e y3 = —12.
Sabemos que a solug¢ao geral se escreve como

Uk = Yok T Yk, k=0,

em que, dos exemplos 5.5 e 5.6, temos y,, = a1 2% +ag k2% +az (—1)* +
as(+3)F ey =4/(1—6+9+4—12) = —1. Das condigdes iniciais,
obtemos um sistema linear 4 X 4,

Yo = a120+a20(2)0+a3(71)0+a4(+3)0 *1— 5,
o= a2 +a 12 vaz (1) +ag (+3) —1= 0,
Yz = a122—|—a22(2)2+a3(—1)2+a4(+3)2 —1= —4,
ys = a12°+a93(2)° +az(—1)° +ay (+3)* —1=—12,
cuja solugdo é
7 19 23 11
ap=——=,0y=—— ,03= — , Qg = —.
1 9 ; U2 3 , U3 ] ; U4 9

Assim sendo, dos cdlculos anteriores, temos a solugao

e = T + (—B)ka + §(—1)’“ + 1—1(+3)’“ —1, k>o.
9 3 8 2

O procedimento para determinarmos o sistema fundamental de so-
lugoes da equagao homogénea é sempre o mesmo e é bem entendido.
Entretanto, pode representar um desafio determinar uma solucgao par-
ticular da equacao nao homogénea. Existem algumas técnicas para
casos nos quais falha a intuigdo quando a sequéncia do lado direito
de (5.2.21) assume alguma forma particular. Uma técnica que usamos
frequentemente é aquela conhecida como Método dos Coeficientes In-
determinados (JERRI, 1996, p. 171-178). Em casos especificos, tais
como quando o termo forcante ¢, é uma poténcia do tipo a*, é dado
por fungdes trigonométricas cos(bk) e sen(ck) ou como quando ¢ é
um polinémio p,, (k) = Z;LO d;j k7, incluindo o caso quando m = 0, em
que a, b, ¢ e d; sdo constantes, nao ¢ dificil ver que a solugao particular
que buscamos deve ser uma func¢ao do mesmo tipo. Para ilustrar esse
fato, se fizermos {yx},., = {a*},. no lado esquerdo de (5.2.27) no
Exemplo 5.7, temos

Yerd — 6Ykrs + Wipo + 4y — 12y, = Ca®, (5.2.28)

k>0, em que C = a* — 6a® + 9a® + 4a — 12 é constante. A se-
guir, exemplificamos como resolver essa equacao de diferencas quando
{¢k}keN = {4 + 7ak}keN'
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Exemplo 5.8. Para determinar uma solugcao particular de
Ykra = OYkys + Wiro + 4yern — 1205 = ¢ =4 +7a", k>0,

" 1807 F — k . P
busquemos uma sequencza.da forma Y = Yo + Y1 a® com Py e Yy
constantes a serem determinadas. Assim,

Yokrd — 6Y k13 + O ko + 4y ke — 12y, = —4g +ra” =4 + Ta",

donde 1y = —1, como no Ezemplo 5.6, e 1, = 7/(a* — 6a> +9a? + 4a —
12), se a nao for raiz do polindmio caracteristico de (5.2.28), isto €, se
o denominador de 1, nao se anular.

No Exemplo 5.8, se a = 2 entao a é raiz dupla do polinémio carac-
teristico da equacdo e ja contribui com a* e ka® na solucdo da forma
homogénea (veja Exemplo 5.5), nao contribuindo com a solugao particu-
lar (pois o denominar se anulara). Quando isso acontecer, modificamos
a forma da solucdo particular associada multiplicando-a pelo fator k*.
Nesse caso, consideramos k* a* com o menor valor de s de maneira que
ela nao seja solugao do equacao homogénea. Com a = 2, devemos bus-
car uma solugao particular na forma y,, = o + 91 k*a*. Determinar
as constantes ¥y, ¥ e s fica como exercicio (use s = 2). Finalizamos
essa Secao revisitando o Exemplo 5.4.

Exemplo 5.9. Determinemos uma solugao particular de (5.2.24) quan-
do o lado direito for uwm polinémio constante nao nulo ¢ = po(k) = do.
Pelo Método dos Coeficientes Indeterminados, inicialmente buscamos
uma solugao particular constante y,, = 1y (ou, equivalentemente, y , =
o 1%). Como a soma dos coeficientes do lado esquerdo se anula, pois
r =1 € raiz do polindmio caracteristico da forma homogénea de

Yotz T Yke1 — 2yp = do, k20, (5.2.29)

devemos modificar a busca para uma solugao particuar y,r = o ks1k.
Considerando s = 1 e substituindo a solu¢io particular em (5.2.29),
obtemos 1y = do/3, isto ¢,y = dok/3. A solugio geral de (5.2.29),

entao, se escreve como

d
Y = gok: +a1(1)* +as(=2)F, k>0,

em que ay e az sao constantes que dependem de valores iniciais dados
Yo € Y1-

5.3 Consisténcia com a equagao diferencial

Como visto no contexto dos métodos de passo tinico, o conceito de con-
sisténcia do método com a equagao diferencial ordinéria esta associado
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a propriedade que ele deve ter — sob certas circunstincias — de apro-
ximar o campo tangente da solu¢ao da equacao diferencial & medida
que o passo de integragdo h tende a zero (ele deve “aproximar a equa-
¢ao diferencial”). Métodos lineares de passo mtltiplo devem igualmente
ter tal propriedade. Para entender em que circunstancias isso acontece,
analisemos cuidadosamente os exemplos desenvolvidos na Segao 5.1.

Ao aproximar a equagao diferencial por uma equagao algébrica surge
naturalmente um termo adicional, um erro de aproximagao, di(h).
O erro de aproximagdo no Método de Gear (5.1.11), por exemplo, é
dado em (5.1.10) por di(h) = —(2/9)h%y®, k > 2. No Método de
Simpson (5.1.15), por sua vez, ele é dado em (5.1.14) por dg(h) =
—(1/90)h°y®) | k > 2. Para Gear, o erro se origina na derivacio do erro
de interpolagao polinomial enquanto que para Simpson ele tem origem
na integracgao desse erro.

No processo de discretizacao da equagao diferencial, qualquer que
seja a estratégia adotada, é muito provavel o aparecimento de um erro
de aproximagao na dedugao de qualquer método linear de passo multi-
plo. Inspirados nos exemplos e nas consideragoes anteriores, escrevemos

di(h) = Z ;y(tets) —h Z ﬁjf(tkﬂ'v y(tk+j))> (5.3.30)

em que a diferenga di(h) é o erro que cometemos ao substituirmos a
equacao diferencial por uma equagao algébrica (note que ndo ha engano:
usamos, de fato, a a solu¢do exata y(t) em (5.3.30) como acontece nas
dedugoes da Segao 5.1).

Dada a expressao (5.3.30), para investigar em quais condigoes sobre
o método numérico a diferenca dj(h) tende a zero quando h tende a zero,
usamos aproximagoes de Taylor em torno de um instante fixado ¢, isto é,
mantendo t — ty = kh constante quando h tende a zero. Nas dedugoes
apresentadas na Segdo 5.1, y(t) é sempre solugao exata da equagao
diferencial. Entretanto, para compreender em detalhes o significado
de alguns conceitos, consideraremos inicialmente duas fungoes suaves
e arbitrarias y(t) e f(¢,y) que ndo necessariamente satisfazem ¢(t) =
f(t,y(t)). Assim, ao usarmos as aproximagoes de Taylor

p+1

ot = Y- LA + o)

q=0
para o(t) = y(t) e p(t) = f(t,y(t)) em (5.3.30), obtemos em torno de
t = t;, apos rearranjo das parcelas

di(h) = y(tr)Ch(ts) + Y hIC)(tx) + O(h"?), (5.3.31)

q=1



Consisténcia com a equagao diferencial 125

em que os coeficientes Cy (t) sdo definidos por

Colty) = Za_ya Ciltr) = —y(ts) Z]% — flty(t)) Y By e
=0

(5.3.32)
Cyt) = o [y quag/q'— w6 Y 7B/ g~ 1)1
- (5.3.33)

Da primeira parcela do lado direito de (5.3.31), concluimos que di(h)
nao pode tender a zero quando h tende a zero para y(t) arbitraria se
> o @j # 0. Assim, devemos ter

i a; = 0.
j=0

No contexto de métodos lineares de passo miiltiplo, a exemplo do que
fizemos para um método de passo tnico, para perceber como o conceito
de consisténcia se relaciona & habilidade do método de aproximar o
campo tangente da equacao diferencial, precisamos analisar o limite da
razao do erro de aproximagao di(h) por h para quando h tende a zero.
Dividindo (5.3.31) por h e assumindo )7 a; = 0, obtemos

Fd(h) = Ci(1) +O(h) = “Ty(t) Zga; ~ ) 365 + 000

que, apos fazermos o limite para h tendendo a zero, fornece

}lgr(l) hdk Zja] — f(t,y(t) Zﬂj, t — ty = kh fixado.

(5.3.34)

Embora a escolha Y7 joy = 37" (8; = 0 em (5.3.34) anule o

limite em questao, o exemplo abaixo mostra o porqué essa nao ¢ uma
possibilidade aceitavel e deve ser descartada.

Exemplo 5.10. Consideremos o método linear de dois passos explicito

Yk2 — 2Ukt1 + Y6 = " (fe — fres1)

para o qual se anulam Y75 oy e limyodg(h)/h, pois 7 joy =
> =B = 0. Ao usarmos esse método para discretizar y(t) = 0 e
y(t) = 1, percebemos que ambas as equagoes diferenciais dao origem a
mesma equacao linear de diferencas

Y2 — 2Ypr1 +yr = 0.
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— “Afinal, a aproximac¢ao numérica nos conduz & solugcdo de qual das
equagoes?”

Certamente nao é aceitavel que um método numérico possa aproxi-
mar simultaneamente duas equacoes diferenciais diferentes. Nesse caso,
a equagao algébrica resultante é ambigua e perdemos a associagao entre
ela e a equagao diferencial: perdemos a consisténcia do método com a
equacdo diferencial. Assim, nao podemos ter Z;Izojozj = Z?:o B; =0.
Por outro lado, se apenas uma das somas se anular, isto restringiré as
fungoes y(t) e f(t,y): uma delas devera ser nula para todo o instante ¢
para que possamos ter limy_,odg(h)/h = 0. Essa situagao é igualmente
inaceitavel.

No Exemplo 5.11, investigamos o que ocorrre para qualquer escolha
de parametros de forma que ambas as somas sejam nao nulas satisfa-

zendo Z;LZO joy # Z?:o Bj-

Exemplo 5.11. Consideremos o método linear de dois passos implicito

h
Yerz = Yert = 75 (Afira + 8k = fi) (5.3.35)

na discretizagiao do Problema de Cauchy y(t) = 1, y(0) = 0, no inter-
valo t € [0;1]. Usando sua solugdo exata para gerar os valores iniciais,
obtemos a equagao de diferencas

11
Y2 — Yht1 = Eh’ Yy =0, y1=h,

e, como resultado, a sequéncia numérica

2
12
donde concluimos que yr, = kh — (k — 1)h/12. Se tomarmos t = kh
fixado e fizermos h tender a zero, temos como limite dessa sequéncia
11t/12, ou seja, o método (5.3.35) converge mas para uma outra fungao
que nao € a solugao do problema, y(t) = t, t € [0;1]. Note que seus
pardmetros satisfazem Y7 ja; =0, Y70 ja; =1, Y70 B; = 11/12
e vemos que ele nao é consistente com a equacao diferencial, pois no
limite, a aproximagao que ele fornece nao reproduz o campo tangente
do problema.

Se >l gja; = >i_yBj # 0 ou, equivalentemente, se 37 (jozj -
Bi) = 0e " B # 0, podemos dividir por >+ 3; os membros
j =0 Pj =0 Pj
de (5.3.34), obtendo assim

11 1 11
Yo =0, y1 = h, yz—y1+ﬁh—2h—ﬁh, yg—yz+ﬁh—3h— hy ...

(;@)1 lim () = y(t) — (1, (1)
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O limite se anula apenas quando y(t) = f(¢,y(¢)). Como conclusao,
quando y(t) for solugdo da equagao diferencial, sdo equivalentes

’lliir(l) %dk(h) = 0 se, e somente se, Zaj = Z (jaj — ﬁ]) =0,
7=0 7=0
(5.3.36)
com Y77 o B # 0.

O limite em (5.3.36) requer, claramente, que o erro cometido ao
aproximar a equacao diferencial por uma equacao algébrica va a zero
mais rapidamente que o passo de integragao h. Foquemos por ins-
tante a nossa atengao no erro de aproximagao di(h) e na razao di(h)/h
buscando seus significados e os papéis que desempenham ao discretizar-
mos uma equagao diferencial. A aproximagdo numérica g, calculada
a partir da aplicagdo do método linear de passo multiplo

> e =hY | Bif (thegs Yees),
7=0 J=0

quando consideramos valores exatos yi4; = y(tx1;) nos instantes de
tempo anteriores a ty.,, é obtida a partir da equagao algébrica

n—1 n—1
0= Gin + > y(ter;) —hBuf(trins Grin) =0 Y Bif (thrj» y(tk+j)) :
=0 =0

(5.3.37)
Calculando a diferenga entre (5.3.30) e (5.3.37), obtemos

dk(h) = y(thrn) - ngrn - hﬁn [f(thrm y(tk+n)) - .f(tk+n7 gk+n)] )

donde, pelo Teorema do Valor Médio, concluimos que

dk(h) =C [y(tk+N) - ﬂk+n] y comC =1 — hﬂnagyf(tlwrna §k+n)
(5.3.38)

Temos duas possibilidades a serem analisadas na expressao (5.3.38).
No caso de 8, = 0 (C' = 1), o método é explicito e di(h) é a diferenca
entre o valor exato da solugao e o valor de sua aproximacao. Como usa-
mos valores exatos anteriores, essa diferenga € isenta de qualquer erro
numeérico oriundo em instantes pretéritos, isto é, o erro de aproximagao
da equagao diferencial por uma equagéo algébrica, di(h), fornece o erro
produzido por uma unica aplicagao do método. Ele tem cardter local.
Quando 3, # 0 (C' # 1), o método é implicito e di(h) é proporcional a
esse erro sendo C' a “constante de proporcionalidade”. Naturalmente, a
razao di(h)/h herda esse carater local de di(h). Embora alguns autores
tenham outra preferéncia, a exemplo do que fizemos para métodos de
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passo tnico nesse texto, definimos tal razao como o erro de discretiza¢ao
local e a denotaremos por 71 (h),

(h) = %dk(h). (5.3.39)

Definigao 5.5 (Erro de Discretizagdo Local). A um método linear de
passo multiplo com n passos (5.1.18), associamos 1i(h), seu erro de
discretizagao local (5.3.39), o qual satisfaz

1 hm(h) = (k) = 3 aspltin) —h D Bf (s ulties)) e

=0
2. h1p(h) = dp(h) = C [y(trsn) — Gran], C como em (5.5.38),

em que Y(txrn) € a solugdo exata da equagao diferencial ordindria e Ggyn
€ sua aproximacao em t = ty., obtida por uma aplicagcao do método
numérico a partir de valores exatos nos instantes de tempo anteriores
como em (5.3.37).

Como partimos de valores pretéritos exatos, adicionando +y(t;) =
+y;. a (5.3.38), podemos reescrever essa razao como

7o(h) = nC (y(t’”"i; ylte) _ ?’7’”2 —), (5.3.40)

donde vemos que ela é proporcional & diferenga entre duas estimativas
do coeficiente angular da reta tangente & solucao no instante ¢ = .
No limite para h tendendo a zero, se t — t; = kh permanecer fixado,
vemos que (5.3.40) tenderé a zero se, e somente se, ambos os limites do
lado direito existirem e se a inclinacao da tangente a solucao em t =,
(&, y(t)), for corretamente aproximada pelo método numeérico.

Quando isso ocorre, 0 método numérico € consistente com a equagao
diferencial ordindria. Os métodos de Gear e de Simpson, apresentados
na Segdo 5.1, sdo consistentes, pois satisfazem (5.3.36) quando y(¢)
for a solucao exata da equagao diferencial. Da maneira como foram
deduzidos, sabemos de forma precisa como 7 (h) vai a zero quando h
tende a zero para eles. Por outro lado... O que podemos dizer sobre o
Método de Adams-Bashforth de trés passos (5.1.17)% Ele é consistente
com a equagao diferencial? E, se o for...

— “De que maneira o limite de 1i(h) vai a zero quando h tende a
zero?”
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Como em qualquer outro método linear de passo multiplo, o Mé-
todo de Adams-Bashforth de trés passos deve satisfazer uma expressao
como (5.3.30). Quando y(t) for solu¢ao da equagao diferencial, teremos
para ele o erro de discretizagao local dado por

T(h) = ;{y(tkw) —Y(tey) =R [1529(%) - gy(tk+l) + i;y'(tkw)} }>

para 0 < k < n — 3. Seus parametros sao

5 16 23
ag =a; =0, 042:*1,043:1650:E7ﬁ1:*5752257 B3 =0,

satisfazendo > 7 a; = 70, (jaj - ﬁj> =0 com Y7 (B # 0.
Portanto, temos de (5.3.36) que o limy, o 7x(h) = 0: ele é consistente
com a equagao diferencial. Mais ainda, temos de (5.3.33) que C}(t) =
Cit)=0e

F() = () = BC(0) = SH%y D (1) # 0,

pois y(t) é solucdo de um Problema de Cauchy genérico (y¥)(t) nao
¢ identicamente nula em geral). Assim sendo, o erro de discretizagao
local cometido ao aproximar a equagao diferencial por uma equacao
algébrica tem ordem O(h3) e, portanto, vai a zero mais rapidamente
que o passo de integragao. Diremos que o Método de Adams-Bashforth
de trés passos € consistente com ordem trés de consisténcia.

Talvez mais importante que a conclusao anterior, em um cenario
mais geral, é o fato de termos encontrado uma estratégia que nos per-
mite analisar a consisténcia de qualquer método linear de passo mil-
tiplo. Retomando (5.3.32)-(5.3.33), para y(¢) solugdo do Problema de

Cauchy, temos
q

, d
) =C

Q%y(t% q 2 07

em que as constantes Cy sao definidas por

n

Cozzn:aj, =3 (s = ), C’gzzn:(jQ(xj/Q!—jﬁj)7...,
§=0

J=0 j=0

Cy=>_ [iai/q —5'Bi/(q— 1], q¢>1 (5.3.41)
7=0

Além disso, a expressao (5.3.31) é extremamente elucidatoria: ob-

serve que

1
lim 74,(h) = ]lzim ﬁdk(h) =0 se, e somente se, 7x(h) = O(RP), p>1,

h—0 —0



130 Métodos lineares de passo miiltiplo

ou seja, se, e somente se, Cp = C; = -+ = C, = 0e Cpy1 # 0,
p > 1. O primeiro coeficiente que nao se anula, Cp.;, é chamado de
coeficiente principal de erro. Essas observagoes colocam em perspectiva
as condigoes equivalentes (5.3.36), nao so6 revelando a relagao que existe
entre os coeficientes Cp, Cy e o limite da razao dy(h)/h para quando h
vai a zero, como também revelando o quao rapidamente este limite vai
a Zero.

Definic¢ao 5.6 (Consisténcia e Ordem de Consisténcia). Para que um
método linear de passo maltiplo com n passos (5.1.18) seja consistente
com a equagao diferencial, sdo equivalentes as trés condicoes:

1. Co=C1=0; 2. ]llin(l] (h) =0; 3. m(h) = O(h"), (5.3.42)

em quep > 1 € a ordem de consisténcia, isto €, Co=Cy =---=C, =0
e Cpy1 # 0. Em termos de seus polinomios caracteristicos (5.1.19)-
(5.1.20), um método linear de passo maltiplo é consistente se, e somente
se,

p(1)=Co=0 e p(1)—0o(l)=Cy=0.

Observe que o primeiro polinémio caracteristico em um método li-
near de passo multiplo consistente, p(r), tem sempre 1 como raiz. Ela
é denominada raiz principal e geralmente é denotada por r;. Assumi-
mos tacitamente que na Defini¢do 5.6 a condi¢ao ) 8; # 0, como apa-
rece em (5.3.36), esteja satisfeita. Vimos a necessidade dessa condigao
com a ajuda do Exemplo 5.10. Usando (5.3.41), vemos que o Método
de Gear (5.1.11), que tem Y 8; = 2/3, apresenta coeficientes C; = 0,
0 < i < 2, e coeficiente principal de erro C3 = —2/9 tendo, portanto,
7(h) = O(h?), em acordo com (5.1.10). O Método de Simpson (5.1.15)
tem Y B =2eC; =0, 0 <i <4, coeficiente principal de erro Cs5 =
—1/90 e 7x(h) = O(h*), em acordo com (5.1.14). As ordens de consis-
téncia desses métodos sao 2 e 4, respectivamente.

E possivel obtermos uma estimativa para a diferenca y(tx ) — Jrpn-
Temos de (5.3.39) e (5.3.42), quando 7,(h) = O(h?), p > 1, a expressao

d(h) = hri(h) = CprthP 'y () + O (RPF2) (5.3.43)

a qual, quando comparada a (5.3.38) para h “pequeno”, fornece

_ C 0
y(t/ﬁLn) = Yk4n = pTthJrly(erl)(tk)? C=1- hﬁnaiz(tlwrm £k+n)
(5.3.44)

C,
O termo %h”“y(”“)(tk) ¢ denominado erro de discretizagao local

principal .
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5.4 Convergéncia

Sem ainda procurar uma formalizacao matemaética rigorosa, iniciamos
partindo do que parece ser uma nogao intuitiva de convergéncia:

— “Um método linear de passo multiplo de n passos,

n n
> iy =h Y Bif (s vers),
=0

j=0

€ convergente se, e somente se, para todo Problema de Cauchy bem
posto com solugao y(t) temos

li =y(t
lim g, y(t),

em que t — to = kh € mantido fizo para cada t € [to; T]”.

Essa nogao trata da convergéncia puntual do método uma vez que
tomamos o limite para um ¢ fixado e, entao, ndés o repetimos para cada
t no intervalo de estudo. Embora ela parega ser um bom ponto de
partida, como os métodos lineares de passo multiplo de n passos pre-
cisam de aproximagoes para a solugao exata nos n primeiros instantes
de tempo para serem usados, y; ~ y(t;), 0 < j < n—1, ela abre espago
para um questionamento muito importante:

— “Como nossa escolha de y;, 0 < j < n —1, afeta a convergéncia do
método?”

O Exemplo 5.12 pode nos ajudar a esclarecer este questionamento.

Exemplo 5.12. Consideremos o Problema de Cauchy y(t) = 0, y(0) =
1, cuja solugdo exata é y(t) = 1. Ao aplicarmos o Método de Gear
(5.1.11) para sua discretizagao, oblemos a equacao linear de diferengas
homogénea

4 1
Yerz — Ukt + gl = 0, k>0,

cuja solucao se escreve
k k
Yp = c1r] +eary, k>0,

em query =1, 79 = 1/3 sao as raizes de seu primeiro polindmio carac-
teristico, p(r) =r* —4r/3 +1/3, e c1, ca sao constantes determinadas
pela nossa escolha das aprozimagoes para yo e y1. Uma escolha natural
€ yo = y(0) = 1, ortunda da condigdo inicial, e para y; consideramos
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y1 = 1 4+ €. Estas escolhas levam a solucao exata da equagao linear de

diferencas
3.k 3.1
yr = (1+ 56) 1"+ (—56) 35
a qual para qualquer t fizado, t = kh, converge para 1+ 3¢/2 quando h
tende a zero (ou, equivalentemente, para quando k tende ao infinito).

Como observamos no Exemplo 5.12, se € # 0 for constante entao a
solucao gerada pelo Método de Gear diverge em todo t. Por outro lado,
se € = O(h9), ¢ > 0, ela convergira para a solucdo exata do Problema
de Cauchy. Note que, neste caso, temos também

1i = y(to).
lim 1, y(to)

O Exemplo 5.12 nao s6 nos mostra que as escolhas feitas para as n
primeiras aproximagoes afetam a convergéncia do método, como tam-
bém de certa maneira confirma algo que nos parece ser intuitivo: como

lim ¢; = lim(to + jh) = to, € razoavel esperarmos que em um método
h—0 h—0

convergente tenhamos
lim y; = y(t 0<53<n—-1.
hl Oy] y( 0)> SJ=n

Uma vez que a convergéncia do Método de Gear néo foi devidamente
provada para todo Problema de Cauchy bem posto, nossas considera~
¢oes podem ainda deixar eventualmente algum espago para duvidas.
Para sanar esta situac@o, consideremos o método linear de passo muilti-
plo dado por seus coeficientes oy = 1, ag = —1, 51 =0 e Sy = 1, cujos
polindmios caracteristicos sao p(r) =r—1e o(r) = 1.

— “Mas... Esse € o Método de Fuler?!”

Sim, isso mesmo, esse ¢ o Método de Euler. Ele é também um
método linear de passo multiplo, um muito simples mas, sim, um re-
presentante legitimo dessa classe de métodos. Usando a mesma abor-
dagem via equagoes lineares de diferencas, usamos o Método de Euler
para resolver y(t) = 0, y(0) = 1, tomando yo = 1 + ¢, e obtemos como
solugao

ye=(1+e)1% k>0

Vemos que a aproximagao numérica convergira para a solugao exata
se, e somente se, € tender a zero quando h for a zero, ou seja, limy,_qg 9o =
y(tg). Como a convergéncia do Método de Euler foi bem estudada em
capitulos anteriores, fica claramente estabelecido que:
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E uma condicao necessdria a convergéncia que as aprorimagoes usadas
para inicializar um método linear de passo maltiplo satisfagam

li = y(t <j<n-—1.
lim y; y(to), 0<j<n

Neste contexto, temos as defini¢cbes a seguir.

Definigao 5.7 (Inicializagao consistente de ordem p). Diremos que
um método linear de passo mailtiplo com n passos cujas aprozimagoes
iniciais satisfazem

yp = (), limd(h) = y(to), 0<j<n-—1,

tem inicializacdo consistente de ordem p, se e somente se, existe h > 0
tal que )
max [[y(t;) —¢;(h)[| = O(h"), 0 <h<h,

0<j<n

em que y(t) € a solugao exata do problema de valor inicial.

Para y, em geral, nao ha por que nao usarmos, a menos de erros de
aritmética de ponto flutuante, o valor exato dado y(ty). Para as demais
aproximagoes, comumente usamos métodos de passo tnico para obté-
las. Assim, se o método escolhido tiver ordem p > 1, temos y(t;) —
y; = O(hP) e, portanto, usando aproximacao de Taylor em torno de ¢,
podemos escrever

p—1
O(h?) = y(t;) —y; = y(to) +

m=1

y M (ty) —y;,  (5.4.45)

donde concluimos que }Liné y; = y(to), 0 < j <n — 1. Finalizamos essa
—

Secao com uma defini¢do rigorosa de convergéncia.
Definigao 5.8 (Convergéncia). Um método linear de passo miltiplo de
n passos com inicializacdo consistente converge se, e somente se, para
todo Problema de Cauchy bem posto com solugao y(t) temos

li =y(t

lim g = y(t),
mantendo t, —tg =t — tg = kh fizado.

Podemos expressar a nogao de convergéncia também em termos do
erro de discretizacao global

e(tr h) = y(te) — Yr,
em que y(tx) e yx sao a solugdo exata e sua aproximagao numérica em

t = t. Para um Problema de Cauchy bem posto, o método converge
se, e somente se, 0 }Lirlée(tk,h) = 0, mantendo t, —ty = t — ty = kh
—

fixado, para cada t € [to; T]. A seguir, investigaremos em que condigdes
a convergéncia se da.
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5.4.1 Consisténcia: uma condigao necessaria

Por argumentos semelhantes aos usados na dedugao de (5.4.45), vemos
que se um método linear de passo multiplo com inicializacao consistente
convergir, ele satisfara para cada t fixado em [to; T, isto ¢, para t —tg =
kh mantido constante, a equivaléncia

lim yii; = y(t) <= yrsy —y(t) = Opii(h), 0 <j<n, (5.4.46)

em que }lliII(l] Bk+;(h) = 0. Dessa forma, multiplicando (5.4.46) por «; e
—

somando para todo indice j, podemos escrever, usando a definicao do
método numérico,

D iy — Y ay(t) =Y bk ()
=0 =0 =0

=Y Bif (b ynes) —y(1) Y . (5.4.47)

j=0 j=0

Dado que y(t) é a solugdo de um Problema de Cauchy arbitrario,
quando h tende a zero (e y(t) # 0) no lado direito da expressao 5.4.47,
concluimos que

y(t)Zaj:O = Zozj:(),

7=0 7=0

ou seja, € uma condigao necessaria a convergéncia de um método linear
de passo miultiplo que Cy = 0.

— “Para consisténcia, devemos ter Co =0 e C, = 0. Temos a
primera.
Serd a sequnda também necessdria a convergéncia?”

O questionamento acima é natural e o Exemplo 5.13 auxiliard em
seu esclarecimento.

Exemplo 5.13. Considere o Problema de Cauchy y(t) = 1, y(0) = 0,
e sua discretiza¢ao dada por um método linear com n passos

Yo =hY B k>0, (5.4.48)
j=0 j=0

satisfazendo Y T oy = 0 e 377 B; # 0, com inicializacdo consistente
dada pela solugao exata y(t) =t,

y;=jh, 0<j<n—1. (5.4.49)
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Nas condigoes anteriores, o método linear de passo maltiplo (5.4.48)
converge para a solugao do Problema de Cauchy proposto se, e somente

se, C; =0.
A solugéo da equagao de diferencas (5.4.48)-(5.4.49) é

Yk = Yok T Yphs Kk >0.

Como r = 1 & raiz de seu polinomio caracteristico, p(r) = Y7 a; 17,
e o lado direito é uma constante nao nula, uma solucao particular é
da forma y , = k°C, para alguma constante C' # 0 e para algum
natural s suficiente grande (veja a Segao 5.2 e o Método dos Coeficientes
Indeterminados (JERRI, 1996)). Considerando s = 1, ao substituirmos
a sequéncia y , = kC na equacao nao homogénea (5.4.48), obtemos

> aj(k+5)C=kCD a +02jaj =C> ja; = hzﬁw
J=0 j=0 j=0 j=0 =0

e esta serd uma solugao particular se, e somente se, escolhermos a cons-
tante

C=h 72?:0 b

> =07 .
Reescrevendo y,j, = kho, em que ¢ = > 8;/ > " jaj, a solugao
da equagdo linear de diferencas (5.4.48) é a soma

Ye = Yok +kho, k>0, (5.4.50)

restando examinar a solugdo da equacdo homogénea y,,. Se ¢ =1, a
sequéncia y,;, satisfaz simultaneamente (5.4.48)-(5.4.49). Pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade da solugao de uma equagao linear de diferen-
gas com valores iniciais dados (JERRI, 1996), a tnica solugao é y;, = kh,
k > 0. Assim, ¢ = 1 ou, equivalentemente, > 7 jo; = >_7_( 3; (isto
é, C1 = 0) é uma condigao suficiente para que o método convirja para
a solugao exata para qualquer ¢ = kh fixado quando h tende a zero.

A volta é menos direta. Mostrar que ¢ = 1 é necessario & convergén-
cia exige um conhecimento mais aprofundado da solugao de equacgoes
lineares de diferengas homogéneas. Se a sequéncia (5.4.50) convergir
para a solugdo exata y(t) = ¢ quando h tender a zero, para qualquer
t = kh fixado, temos

y(t) = t = lim(y, + kho) = limy, . + lim kho = limy,, + 19,
donde concluimos que

lim g, =t (1—¢).
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A solugdo da equagdo homogeénea associada a (5.4.48), v, 1, ¢ dada
pela combinagao linear do sistema fundamental de soluges (veja Se-
¢ao 5.2). Os coeficientes dessa combinacao sao a solu¢ao do sistema
linear y; = jh = y,; +jhe¢, 0 < j < n—1, obtido ao usarmos os valores
iniciais (5.4.49) e a solugdo geral (5.4.50), podendo ser reescrito como

Yy =Jh(l=¢), 0<j<n-—-1

Como o lado direito ¢ O(h), a solugao desse sistema n dimensional,
os coeficientes da combinagao linear que fornece y,; também o sao.
Assim 0 = }lli% y,r =t (1 — ¢), donde se conclui que ¢ = 1 e, portanto,
C} = 0 é necessario a convergéncia.

Das observacoes anteriores, vemos que uma condigao necessaria para
convergéncia é que Cy = C = 0, ou seja, que o método linear de passo
multiplo seja consistente (reveja a Definigdo 5.6). Isto pode ser escrito
na forma do Teorema 5.1.

Teorema 5.1. Consisténcia é uma condi¢ao necessdria para um mé-
todo linear de passo miltiplo convergir para a solugcdo da equacao dife-
rencial (mais especificamente, para a solu¢do de qualquer Problema de
Cauchy bem posto).

5.4.2 Consisténcia: uma condigao suficiente?

Lembrando que para métodos de passo tnico a consisténcia com a equa-
¢ao diferencial é suficiente para garantir a convergéncia, é bem natural
que nos perguntemos:

— “Serd a consisténcia com a equagao diferencial uma condi¢io
suficiente para convergéncia dos métodos lineares de passo multiplo?”

Vamos elucidar esta questao por intermédio de um exemplo (STOER,;
BULIRSCH, 1992). Consideremos inicialmente os métodos numéricos
explicitos de dois passos

Ykt2 + Y1 + aoyr = h (B frer + Bofr)

e calculemos os coeficientes do erro de discretizagao local de maneira a
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obter o método com a maior ordem de consisténcia possivel,

Co=ap+a1+1=0, Cr=0a0+1la;+2(1)—(Bo+ 1) =0,

1 1

Cy = 5 [0%a0 + 12y + 22(1)] = (05 +181) =0,
1 3 3 3 1 2 2

Cs = 5 [0%a0 + 1Py + 2°(1)] = (0% + 1°41) = 0,

os quais nos conduzem a um sistema linear com quatro equagoes e com
quatro incognitas, cuja tnica solucao é ag = =5, oy = 4, fp = 2 e
p1 = 4. Com essa escolha de coeficientes, podemos verificar que o
coeficiente C)y nao se anula e que, portanto, o erro de discretizacao
local tem terceira ordem ou, equivalentemente, que o método obtido
tem terceira ordem de consisténcia. Assim, constatamos que a maior
ordem possivel para métodos lineares explicitos de dois passos é obtida
pelo método

Ykvo + AUk — Sy = h (4fer + 21k ). (5.4.51)

Exemplo 5.14. Consideremos novamente o Problema de Cauchy do
Exemplo 5.13, 4(t) = 1, y(0) = 0, o qual tem solugdo exata y(t) = t.
Usando para sua discretizagdo o método (5.4.51), obtemos a equagdo
linear de diferencas nao homogénea

Yk+2 + 4yk+1 - 5yk = 6h, k > O, (5452)
cujo polinémio caracteristico, p(r) =r?+4r —5, tem raizes 1 = 1
e ro = —=5. Sua solu¢do € a soma da solu¢do da forma homogénea,

Yo = a1(1)* + aa(=5)*, com uma solugio particular, y,, = kh, obtida
de maneira semelhante como feito no FExemplo 5.13. Assim, temos

yp = ay 1¥ + ag(=5)F +kh, k>0. (5.4.53)

Usando uma inicializag¢ao consistente com a condi¢ao inicial y(0) =
0, por exemplo, yo = 0 e y1 = (1 — €)h, em que € € constante, deter-
minamos os coeficientes a; e ag resolvendo o sistema linear dois por
dois
ap+ay=0 e a; —bay = —ch.

Nesse contexto, como a1 = —eh/6 e ay = €h/6, se tomarmos um
t firado, sendo t — 0 = kh constante, obtemos como unica solugdo da
equagao de diferencas (5.4.53) a sequéncia

oo L et (5
K="k "6k

+t, k>1.
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Note que no Exemplo 5.14, o valor absoluto do erro de discretizagao
global em t,
k k

et
6

lex(R)] = lex(t/R)| = [y(t) — yel =

)

tende ao infinito quando k vai ao infinito ou, equivalentemente, tende
ao infinito quando h vai a zero. Se usdssemos a solugao exata para
inicializar o método (e = 0), entdo o método seria exato, fornecendo
yr = kh =t, k > 0. No entanto, por menor que seja o erro ¢ cometido
para determinar y;, ainda que este seja consistente com a condi¢ao ini-
cial, a aproximacao numérica que o método produz determina um erro
de discretizagao global que é exponencialmente amplificado pelo termo
(—=5)%, um dos zeros do polinémio caracteristico da equagao linear de
diferengas (5.4.52). Exceto no caso de inicializarmos o método com a
solucao exata e nao estarmos sujeitos a erros de aritmética de ponto
flutuante, vemos que o método (5.4.51), apesar de consistente com or-
dem trés, diverge para todo t fixado qualquer que seja a inicializacao
consistente usada. A conclusao € que consisténcia nao € suficiente para
a convergéncia.

O Exemplo 5.14 mostra que o método (5.4.51) é instdvel, no li-
mite quando h tende a zero, se cometermos ‘“pequenos erros’ em sua
inicializagao e o problema estd ligado ao tamanho dos zeros de seu
primeiro polinémio caracteristico, p(r). A seguir, apresentamos a zero-
estabilidade: um conceito que conecta condigoes sobre o tamanho desses
zeros & estabilidade do método numérico no limite quando h tende a
Z€ero.

5.4.3 Condigao nas raizes e zero-estabilidade

Para entender melhor o papel que os zeros do primeiro polinémio carac-
teristico desempenham na convergéncia de um método linear de passo
multiplo, retomemos uma vez mais o problema de valor inicial

y(t) =1, y(0) = 0, que tem solugdo exatay(t) =t, t € [0;T].
(5.4.54)
Como vimos no Exemplo 5.13, ao discretizarmos esse problema
usando um método linear de passo multiplo consistente, obtemos a
equacao linear de diferengas nao homogénea

Z Qjlktj = OnYktn T Un-1Yk4n-1 ++ + QoYp = hz Bj, an = 1.
j=0 Jj=0

(5.4.55)
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Se o polindmio caracteristico de (5.4.55) possuir ¢ raizes, 1, 1 <
[ < ¢ < n, com respectivas multiplicidades m;, ma, ..., m,, satisfa-
zendo Y/, my = n, entéo a solucado de sua forma homogénea se escreve
como (JERRI, 1996)

q
Yk = Zpl(k’)le,
=1

em que p;(k) é um polinoémio de grau m; — 1,
(k) = agy +ayk +agk® + -+ a1 k™, 1<1<qg<n,

como detalhado na Segao 5.2. Para simplificar nossa analise, em um
primeiro momento, suponhamos que todas as raizes sejam reais e dis-
tintas (¢ = n) e que, portanto, os polindmios se escrevam como p;(k) =
ap; = a;, 1 <1 < n. Nesse contexto, podemos escrever a solucao geral
de (5.4.55) como

Yk = Yok T Yok = kh +a1r’f+a2r§+a3r§+- . ~+anrfw k>0. (5.4.56)

Tipicamente, usamos yo = y(tp) e um método de passo unico de
ordem O(h?), p > 1, para obter inicializagbes consistentes nos outros
n — 1 instantes de tempo,

Y = y(o) = 07
y = y(te) +OR?P) = kh+O(h?), 1<k<n—1. (5457)

Buscamos solugoes (5.4.56) que satisfagam os valores iniciais (5.4.57).
Para isso, as constantes ay, as,. .., a,, devem ser solugao do sistema li-
near

kh + ayrt + agrh +azrk + -+ art =yp, 0<k<n—1, (5.4.58)

para o qual o lado direito y;, vem de (5.4.57) e, portanto, os termos in-
denpendentes deste sistema tém O(h?). Concluimos, nessas condigoes,
que a solugdo de (5.4.58) ¢ da forma a; = hPd;, 1 <1 < n. O valor ab-
soluto do erro de discretizacao global, |ex(h)| = |y(tr) — yr| = [kh — i
é, assim, dado por

lex(R)| = P |dyry + dorh + - + drh].
Vemos que, para um instante de tempo ¢t = kh fixado, o erro de

discretizacgao global para a equagao diferencial (5.4.54) é formado por
parcelas

k

p gk _ g i ;
h djrj =t djﬁ’ 1<5<n,
as quais tendem a zero quando h tende a zero se, e somente se, p > 1
e |r;] <1, isto é, para o método convergir para a solugao de (5.4.54),
concluimos que:
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— “E uma condi¢do necessdria que as raizes do primeiro polindmio
caracteristico possuam mddulo menor do que ou igual a um quando
tiverem multiplicidade um”.

Se polindmio caracteristico de (5.4.55) possuir raizes com multipli-
cidade maior do que um, uma anélise similar & anterior leva-nos a um
sistema linear cujas incognitas sdo os coeficientes dos polinémios p;(k),
a;, 0 <j<m—1,1<1 < g, as quais determinamos usando os n
valores iniciais (5.4.57) em

q
Yok + Yok = kb + > pi(R)rf =y, 0<k<n—1
=1

A solucao deste sistema fornece, novamente, coeficientes da forma
ai; = hPd;;. Se rg tem multiplicidade m, > 2, 1 < s < ¢ < n, esta
raiz contribuiréd para o erro de discretizagao global com uma parcela da
forma p,(k)r¥. Para t = kh fixado, tal parcela tem termo dominante

ms—1_k __ ms—p—1,.k
hpds,msflk ry = tpds’m571 k p T

Se nao quisermos restrigoes sobre, ou vinculos entre, os valores de
msep,p=>1e2<mg;<n, entdo

tPdg m,—1 lim (km‘*_p_lrf> =0 se, e somente se, |rg <1,
’ k—o0 )

isto é, para o método convergir para a solugao de (5.4.54), concluimos
que:

— “E uma condi¢ao necessdria que as raizes do primeiro polindémio
caracteristico possuam mdodulo estritamente menor do que um quando
tiverem multiplicidade maior do que um”.

De fato, se |ry| > 1 entdo |k™P~1r¥| tende ao infinito quando k
tende ao infinito independentemente dos valores de m, e p. Por outro
lado, se |rs| = 1 entdo |k™="P~1r¥| tende a zero se, e somente se, m, <
p+ 1. Esta condigao restringe a escolha dos valores de mg, o que limita
a quantidade/variedade de métodos disponiveis e, ao mesmo tempo
para obter a convergénia, o valor escolhido de p a ele fica vinculado o
que, por sua vez, limita nossa escolha do método de passo tinico usado
para gerar as aproximagoes da solugao nos n — 1 instantes iniciais.
Como exemplo, em um caso corriqueiro, se tivermos mg = 2 e p = 1
entdo o termo |[k™~P~1r*| do erro de discretizagio global ndo tende
a zero quando |rs] = 1. Tais complicagdes adicionais ndo sdo bem
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vindas e, na verdade, ndo sao realmente necessarias se, no contexto das
consideragoes anteriores, usamos a Condi¢do nas Raizes, colocada na
forma do Teorema 5.2.

Teorema 5.2 (Condigao nas Raizes). Para um método linear de passo
maltiplo de n passos convergir, é uma condi¢Go necessdria que as ¢
raizes distintas do primeiro polinémio caracteristico, r;, 1 < j < q < n,
satisfacam:

Ir;| <1, ser; for raiz simples,

;| <1, ser; for raiz com multiplicidade mator do que um.

Embora a Condigao nas Raizes seja necessaria para a convergéncia,
neste instante, ndao sabemos dizer se ela é ou nao suficiente em geral. No
caso da equagao diferencial (5.4.54), vemos que esta condicdo é clara-
mente suficiente para que o erro de discretizagao global vé a zero quando
h tende a zero para métodos numéricos consistentes com inicializagao
consistente. Entretanto, para problemas com lados direitos f(t,y) mais
gerais, as equagoes lineares de diferengas ndo homogéneas resultantes
tém termo forgante que nao é constante: elas requerem uma analise
mais aprofundada. A Definicao 5.9 assume um papel importante nesta
analise.

Definigao 5.9 (Zero-estabilidade). Um método linear de passo mailti-
plo € zero-estdvel se, e somente se, nenhuma raiz do primeiro polindémio
caracteristico

plr) = a;r
=0

tiver mddulo maior do que um e toda raiz com mddulo um for simples
(multiplicidade um).

No caso de termos raizes complexas, o método é zero-estavel se as
raizes do seu primeiro polindémio caracteristico estiverem no interior
do disco unitario fechado no plano complexo. Aquelas que estiverem
no bordo, isto é, aquelas que tiverem moddulo igual a um, devem ter
multiplicidade um.

E interessante observarmos como se encaixam dentro do exposto
os métodos de passo tnico. Para esses métodos, o primeiro polinémio
caracteristico é dado por p(r) = r — 1 e, portanto, eles tém uma tnica
raiz simples igual a um. Podemos entao afirmar que todo método de
passo unico que tiver ordem de consisténcia O(hP), p > 1, é zero-estével.
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5.4.4 Consisténcia, zero-estabilidade e convergéncia

O principal resultado desse Capitulo relaciona consisténcia (em con-
junto com inicializagGes consistentes), zero-estabilidade e convergéncia
- Teorema 5.3.

Teorema 5.3. Todo método linear de passo maltiplo de n passos con-
sistente, com inicializacdo consistente, converge se, e somente se, ele
for zero-estdvel. Além disso, se o erro de discretizacao local e a iniciali-
zagao tiverem ambos ordem O(hP), p > 1, entdo o erro de discretizagio
global terd também O(h?) quando a solugao do Problema de Cauchy for
suficientemente diferencidvel.

A necessidade da zero-estabilidade segue da condicdo nas raizes,
discutida na se¢ao anterior. A volta porém, que garante que um método
zero-estével e consistente com inicializagao consistente é convergente,
exige outros resultados que estao além do escopo deste texto. A prova
pode ser encontrada em Henrici (1962), mas foi primeiro discutida por
Dalhquist (1956).

Em um método linear de passo multiplo de n passos temos 2(n+ 1)
coeficientes, «j, B, 0 < j < n, sendo que destes podemos selecionar
livremente 2n+1 (lembre-se que «,, = 1). Esta escolha deve ser feita de
modo a preservarmos simultaneamente tanto consisténcia quanto zero-
estabilidade. O método (5.4.51) e o Exemplo 5.14 revelam o quanto a
escolha dos coeficientes deve ser cautelosa: apresentamos um método
explicito de dois passos com ordem trés de consisténcia que, na préatica,
mostrou-se instavel quando aplicado a uma equagao diferencial trivial.
O resultado a seguir estabelece um limite para a ordem que podemos
obter para métodos lineares de n passos (HENRICI, 1962; STETTER,
1973).

Teorema 5.4. Nenhum método linear de passo maltiplo com n passos
zero-estdvel tem ordem maior do que n + 1 se n for impar, ou ordem
maior do que n+ 2 sen for par. Além disso, se o método for explicito,
entdo sua ordem nao € maior do que n.

As consideragoes feitas e as andlises realizadas sobre convergéncia
até este ponto estiveram focadas no comportamento do erro de discre-
tizagao global no limite para quando h tende a zero, isto é, para valores
de h arbitrariamente pequenos. Na prética porém, nao ha como usar-
mos esta nocao de limite. Por limitagoes computacionais provenientes
do hardware (e.g. memoria e capacidade de processamento), o passo
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de integracao deve ser escolhido e mantido “pequeno o suficiente” —
mas “longe” da origem — de forma que a aproximagao numérica seja
calculada dentro de limites aceitaveis deste erro ou que represente, em
alguma instancia, o comportamento da solugao exata da equacao dife-
rencial estudada.

— “Ok... Mas, entdo, quais cuidados devemos tomar, como proceder

para escolher o passo de integragdo a ser usado na prdtica nos
métodos de passo mailtiplo?”

Encontramos a resposta a essa questao na préxima segao. Nela,
analisamos a evolugao do erro de discretizagao global produzido por
métodos numeéricos convergentes & medida que avangamos no tempo
com um passo de integracao h escolhido.

5.5 Estabilidade absoluta

A dindmica do comportamento do erro de discretizacao global esta

intimamente ligada & escolha do passo de integracao e ao que ocorre

quando os métodos sao usados com passos de integracao h “pequenos”’

mas limitados inferiormente, isto é, mantidos “afastados” do valor nulo.
Para o método linear de passo multiplo

> iy =hY_ Bifess (5.5.59)
J=0 j=0

o erro de discretizagao local multiplicado pelo passo de integragao h e
a solu¢do numeérica se escrevem, respectivamente, como

hre = Y agylter) —hY Bif (b y(tess) s (5.5.60)
=0 =0
0 = Z QY45 — hz ij<tk+j, yk+j)~ (5561)
=0 =0
Ao subtrairmos (5.5.60) de (5.5.61), obtemos a expressao
hy, Z @ [Y(tres) — Yrg] +

- h Zﬁj (tergs Y(trrg)) — [(trag, b))
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a qual, empregando o Teorema do Valor Médio, assume a forma

n n a

hty, = Z @ [Y(ters) — Yksl—h Zﬁj%f (trets Etg) Y (Errs) — Yns] s
=0 j=0

’ ’ (5.5.62)

em que &y, esta entre y(fer;) € Yrtj, 0 < j < n. Lembrando que o erro
de discretizagao global no instante de tempo t = ¢4, é definido como
ki = Y(ktj) — Ykt vemos que (5.5.62) é, na verdade, uma equagdo
linear de diferencas com coeficientes variaveis,

n n o
hre = Zaﬂ'ek*‘j - hzﬁj@f (thtjs Ehtj) €hty,  (5.5.63)
Jj=0 7=0

que determina a dindmica do comportamento deste erro & medida que
executamos mais e mais passos de integracao com h fixado. Assumindo
que para h > 0 suficientemente pequeno existam constantes 7 e A tais
que

0 .
hriy = ht e h@f (tktss Erag) = WA = b,

simplificamos (5.5.63) a uma equagao linear de diferengas com coefici-
entes constantes que descreve de maneira aproximada a dindmica do
comportamento do erro de discretizacao global,

n

Z (oj — hB;) ey = hr. (5.5.64)
=0
Como vimos na Segao 5.2, a solu¢ao da equagao de diferencas ante-
rior depende das raizes de seu polindmio caracteristico

n

w(h,r) =Y (o5 — ;) 7, (5.5.65)

J=0
e podemos escrevé-la como a soma da solugao da equacao homogénea

com uma solugao particular (veja Exemplos 5.6 e 5.7)

€L — ek(ﬁ) = ehk(ﬁ) + epk(il) = i dJT;C(il) + HL, (5566)
T (e

=0

em que r;(h) séo as raizes de m(h,r) as quais, momentaneamente, su-

poremos simples para simplificar a exposigao. Por ser o método consis-
n n .

tente, temos Z]‘:O B; #0,Co= ijo a; =0 e C; =0 e, assim sendo,
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podemos reescrever a aproximacgao do erro de discretizagao global dada
por (5.5.66) como

CT/A
Z v (5.5.67)

Veja que o erro de discretizacao global evolui nao s6 como uma fun-
¢do do tamanho das raizes r;(h) como ele depende também do erro
de discretizacgao local 7 o qual é somado a cada passo de integracao.
Ao mesmo tempo, é interessante notarmos que o polindémio caracteris-
tico (5.5.65) da equagdo de diferengas que descreve aproximadamente
a dindmica do comportamento do erro de discretizagao global (5.5.64),
pode ser expresso em termos do primeiro e do segundo polinémios ca-
racteristicos de (5.5.59)

hor) =Yt =3 8 = plr) ~ BAa(r). (5:5.68)

A expressdo (5.5.68) revela que as raizes do polindémio caracte-
ristico 7(h,r) tendem as raizes do primeiro polinémio caracteristico
de (5.5.59), p(r) = Z;L:O a; 7, quando o passo de integragao h tende a
zero. Como consequéncia, concluimos que o comportamento do erro de
discretizagao global, no limite para h tendendo a zero, isto é, para h “ar
bitrariamente pequeno”, é ditado pelas propriedades de zero-estabilidade
do método numérico considerado.

Quando escolhemos h “pequeno” mas limitado inferiormente, isto
é, h “pequeno mas afastado” da origem, o comportamento do erro de
discretizacdo global ¢ ditado pelo médulo das raizes de 7(h, 7). Se exis-
tir a0 menos uma raiz tal que |r;(h)| > 1, vemos por (5.5.67) que a
tendéncia do erro de discretizagao global (em valor absoluto) é crescer
sem limitagao, isto é, o método ndo € estdvel (a aproximagdo numérica
se afasta da solugdo exata). Referimo-nos a essa nogdo de estabilidade
como estabilidade absoluta (ou estabilidade fraca) dos métodos linea~
res de passo miltiplo. Ela depende do valor absoluto das raizes do
polinémio de estabilidade absoluta.

Definigao 5.10 (Polindmio de Estabilidade Absoluta). A um método
linear de passo mailtiplo associamos seu polinémio de estabilidade ab-
soluta

m(h,7) = p(r) — ho(r), (5.5.69)

em que p e 0 sao respectivamente o primeiro e o seqgundo polindémios
caracteristicos do método e h € C.
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No cenario anterior, vemos que fica reforgado o fato da zero-estabilidade
estar relacionada a convergéncia do método numérico (ao comporta-
mento da aproximagio numérica no limite para h indo a zero) e que a
estabilidade absoluta esta relacionada a escolha do tamanho do passo
de integracao h usado na pratica para célculos. Esta escolha deve ser
feita de forma que a aproximagdo numérica preserve localmente, no
minimo de forma qualitativa, as caracteristicas da solu¢ao exata da
equacao diferencial. Desta maneira, podemos realizar analises e fazer
previsoes/interpretagoes qualitativamente corretas do fendémeno objeto
de estudo.

As consideracoes feitas anteriormente sdo necesséarias para entender
como o polinémio de estabilidade absoluta surge e como ele se relaciona
ao comportamento do erro de discretizacao global em funcao do passo
de integracao. Entretanto, o caminho tragado admite um “atalho” para
obter diretamente 7(h, ) se esse for nosso objetivo. Retomemos o pro-
blema modelo adotado no estudo da estabilidade absoluta de métodos
de passo unico,

y=2Ay, t>0, y(0)=1, (5.5.70)

com A € C. Ao discretizarmos este problema de valor inicial com um

método linear de passo multiplo, obtemos Zajyk+j = hz BiAk+5
=0 =0
isto é, a equagao linear de diferencas

n

J=0

A discretizagao de (5.5.70) fornece uma maneira pratica de obtermos
diretamente a versdo homogénea da equacao (linearizada) de diferen-
gas (5.5.64) usada para analisar, de maneira aproximada, o comporta-
mento do erro de discretizagao global dado por (5.5.63). O parametro
A faz o papel de 9f/0y. Ele aproxima localmente a taxa de variagao
da fungao f com relacdo a y em um “subdominio pequeno”’ que in-
clui os pontos (txt, Ye+j) € (ters, Y(tees))s 0 < j < m, como vimos na
Secao 4.4.

Definic¢ao 5.11 (Estabilidade Absoluta(LAMBERT, 1973)). Um mé-
todo linear de passo maltiplo € absolutamente estdvel para um dado
h = hA fixado se, e somente se, todas as raizes do polindémio de estabi-

lidade absoluta, ;(h), satisfizerem
lri(h)| <1, j=1,2,--- n.

A regidao de estabilidade absoluta é definida pelo conjunto de valores de
h no plano complexo tal que o método € absolutamente estdvel.
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Exemplo 5.15. Considere o Método do Trapézio Implicito,
h
Yerl =Yk =5 (fi + fre41) -
Sabemos que esse método € consistente de sequnda ordem, pois Cy =

Ci=Cy=0¢eC3#0, e que € zero-estdvel, pois € de passo unico. O
polinémio de estabilidade absoluta para este método é

wmﬂg—r1gw+1)—<1z>r<1+g>,

cuja raiz €

1+h/2
r= ——.
1—h/2
Esse método € absolutamente estdvel para todo h = h\ tal que

hRe(\) < 0, ou seja, a solugao aproximada que ele fornece nao se
afasta da solugao exata do problema modelo (5.5.70).

Definig¢ao 5.12 (A-estabilidade). Dizemos que um método € A-estdvel
se, e somente se, a regido de estabilidade absoluta contiver todos os
pontos complexos z tais que Re(z) < 0.

Pela Definigao 5.12, o Método do Trapézio Implicito é A-estavel. Na
pratica, podemos estar interessados apenas em valores reais de A. Neste
caso, o intervalo (a;b) da reta real é denominado intervalo de estabili-
dade absoluta se o método linear de passo multiplo for absolutamente
estavel para todo h € (a;b). Para determinar o intervalo de estabili-
dade absoluta, primeiro calculamos as raizes de 7(h,r) = p(r) —ho(r),
7;(h), para um conjunto de valores de h “em uma vizinhanga” da origem,
depois representamos graficamente as fungoes |Tj(7l)| e, por ultimo, ob-
servamos os intervalos para os quais |rj(ﬁ)| <L

Exemplo 5.16. Consideremos o método linear de dois passos conhe-
cido como Leap-Frog,

Yrr2 — Yo = 2R frp1. (5.5.71)

Esse método € consistente com sequnda ordem, pois Cy = C; = Cy =
0 e C3 # 0. Ele também é zero-estdvel, pois o seu primeiro polindmio
caracteristico tem raizes r1 = 1, ro = —1, distintas, simples e com
mddulos iguais a 1. O seu polindmio de estabilidade absoluta é

m(h,r) = 7% —1— h2r,
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cujas raizes sio r+ = h+Vh*+1. Se A € R_ entdo |ry| = 1 se,
e somente se, h = 0. Para h # 0, conforme podemos observar na
Figura 5.1, temos

0<ry<1 e r_<-—1, Vh<O.

Concluimos que a raiz 7y nao afeta a estabilidade absoluta para
A < 0. Entretanto, a raiz r— nunca terd mdodulo menor do que 1 para
A < 0 e o método nao é absolutamente estdvel, nao importa o quao
pequeno seja h.

, | re=h+vVh+1

N

,__n

Figura 5.1: Método Leap-Frog (5.5.71): intervalo de estabilidade absoluta. Fonte:
Autores.

Métodos A-estaveis sao, na verdade, raros. O resultado a seguir
mostra o quao dificil ¢ encontrarmos um método A-estdvel (DAHL-
QUIST, 1963; SULI; MAYERS, 2003).

Teorema 5.5.

1. Nenhum método linear de passo miltiplo explicito é A-estdvel.

2. Nenhum método linear de passo maltiplo A-estdvel tem ordem
mazor do que dois.
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3. O método linear de passo maltiplo de sequnda ordem A-estdvel
com menor constante de erro € o Método do Trapézio Implicito.

Exemplo 5.17. Considere o método de dois passos implicito conhecido
como BDF2 (Backward Differentiation Formula),

3Ykt2 — 4Yrt1 + Yk = 2D fryo. (5.5.72)

Ele ¢é consistente de sequnda ordem, pois Co = Cy = Cy =0 e C5 #£ 0.
As raizes do primeiro polindmio caracteristico sao 1 e 1/3. Portanto,
o método é zero-estdavel. O polindomio de estabilidade absoluta é

7(h,r) = (3 — 2h)r* —4r + 1,

cujas raizes $ao
2+V1+2h

3—2h

Na Figura 5.2, mostramos a regiao de estabilidade absoluta: todos
0s niumeros complexos exteriores a curva. Dessa maneira, como nessa
regiGo estao todos os numeros complexos com parte real negativa, esse
método € A-estavel. O Método BDF2 so nao € absolutamente estdvel
na regiao interior delimitada pela curva.

r4 =

**1 Im(Ah)

05 Re(Ah)

o
35 2 15 1 65 [0 05 1 15 2 25 3 35 a5 5 55

Figura 5.2: Método BDF2 (5.5.72): absolutamente estavel no exterior a curva.
Fonte: Autores.

— “Visualizar a regidgo de estabilidade absoluta ajuda muito. Como
podemos determinar o seu contorno, a sua fronteira?”
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Se r for raiz do polinémio de estabilidade absoluta (5.5.69), entdao
o(r) —hp(r) =0 e temos

_ olr _
h= Q7 h=hxeC.
p(r)
O método é absolutamente estavel se, e somente se, || < 1. No con-
torno da regido de estabilidade absoluta temos |r| = 1, isto &, r = e'?,
para algum 6 € [0; 27[. Assim, o contorno (a fronteira) dessa regiao ¢
dada pelos pontos h no plano complexo determinados pela expressao
i0
- o(e
h(&):g, 0<80<2nm.
p(e)

Esse é o embasamento do Método de Localizagao da Fronteira (Boun-
dary Locus Mehtod). Sanz-Serna (1980) aborda esse método de varios
pontos de vista e, em particular, mostra como ele se relaciona & ordem
do método.

5.6 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 5.1. Mostre que o método linear de dois passos
(5.1.18), implicito, com oy =0, oy = —1, a9 = 1 e By = =1/12, 1 =
2/3 e fa = 1/3, tem ordem de consisténcia zero e produz aproximagao
numérica que diverge da solugao do Problema de Cauchy

y(t)=1,0<t <2, y(0)=0. (5.6.73)

Solugao:

Da Defini¢ao 5.6, calculando as constantes (5.3.41) associadas ao
método multipasso dado, vemos que Cy = 0 e C; = 1/12 # 0 e que,
portanto, sua ordem de consisténcia é zero. Para mostrar que a apro-
ximacdo numeérica que ele produz diverge da solu¢do exata do Problema
de Cauchy (5.6.73), y(t) = t, vamos considerar o instante t = 1 como
exemplo. A discretiza¢ao do problema fornece

11

Ykt = @/k+1+ﬁh7

e, portanto, usando a solugdo exata para as condi¢des iniciais numeri-
casemt=0 et =h, temos:

23 34
Yo = y(o) - O’ Y= y<h) - h‘7 Yo = E y  Ys = Ehn
11
= :— 1)—=h.
ye =h+ (k )12h
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Fizando t = kh = 1, vemos que yp — 11/12 quando h — 0, mas
temos y(1) = 1. Da mesma maneira, podemos mostrar que o método
numérico diverge da solugao em todo instante 0 < t < 2 fizado.

Exercicio resolvido 5.2. Construa um método linear de dois passos
(5.1.18), implicito, de ordem mdzima tomando ay = a, em que a € um
numero real. Determine a ordem desse método como funcao de valores
do pardmetro livre a.

Solugao:

O método linear implicito de dois passos definido por ag = a, g =
1, em que a é dado, tem ainda quatro pardmetros livres, aq, Bo, Bi1, P2,
sendo By # 0. De (5.3.41) e da Definicao 5.6, impondo Cq = Cy =
Cy = C5 =0, obtemos o sistema linear:
ap = —(a+1),

fot+bBi+ P = 1—a,

200 +4p2 = 3—a,

351 -+ 12ﬁ2 = 77— a,

cuja solugio é oy = —(a+ 1), 1 = (2 —2a)/3, f2 = (a+5)/12, By =
—(5a + 1)/12. Com essa escolha de pardmetros, temos

2 -4 2 .3
1 16 1 8 a+1
Cio= Y ko -3 Lh=cat b m=—

4] .~ 3| 24 24 6 6 24

7=0 7=0
Sea# —1eCy#0, a ordem do método € trés; se a = —1 e Cy = 0,
a ordem do método é quatro, pois C5 # 0 e a1 = 0, ap = —1, By =

1/3, 1 =4/3, Bo = 1/3. O valor de Cs vem de

32 1 16

2 e
Go= YL -3

AU DR B |

> 52 T ™ e T ;

7=0 7=0

32 14 161 1

20 23 43 07"
Concluindo, se a # —5 o método € implicito; quando a = —1, temos

ordem mdzima quatro, obtendo dessa forma o Método de Simpson.

fa

Exercicio resolvido 5.3. Use o método de passo mailtiplo linear

h
Ykt+2 + AYpt1 + Yp = 5 [8fks1 + 4[] (5.6.74)
para discretizar e aproximar a solugao do Problema de Cauchy

g(t) =4tyt?, 0<t <2, y(0) =1, (5.6.75)
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com os passos h = 0,1, 0,05, 0,025. Responda: diminuir o passo de
integragdo nesse caso garante a convergéncia da aproximagdo para a
solugao exata?

Solugao:

Primeiramente, obtenhamos a solucao exata do problema aplicando
a técnica de separacao de varidveis:

Lo — Lo _ y(t)  4?
y(t)y(t)—4t:>/\/y(T)y(t)dt_/thdt: 7 =2 +C.

Usando a condig¢do inicial, obtemos C = 2 e solugio exata y(t) =
(t> + 1)%2. Para iniciar um método de dois passos precisamos de dois
pontos pretéritos yo e y1. A condigdo inicial fornece yo = 1. O wva-
lor de y1, em geral, é determinado por wm método de passo unico
de ordem suficientemente alta para evitar a contaminacio das apro-
ximagoes futuras com erro dessa primeira aproximacdo. Nesse caso,
como a solugao exata é conhecida, vamos usd-la para determinar yi,
1 =y(to+h) = (B2 + 1)% O método (5.6.7}) nao é consistente nem
zero-estavel e, portanto, € divergente. Diminuir o passo de integra¢ao
nao reduz o erro de discretizagao global. Além disso, a falta de zero-
estabilidade faz esse erro aumentar. A titulo de exemplo, consideremos
o instante t = 0,3. Para a solugao exata temos y(0,3) = 1,188, en-
quanto que os valores aproximados sao 1,189, 1,178 ¢ —8,916 para os
passos de integragao h = 0,1, 0,05 e 0,025, respectivamente. Portanto,
a afirmacgao € falsa.

Exercicio resolvido 5.4. O método de passo maltiplo linear

h
Yrte = Ykt1 = 5 3 fie1 — 2fi] (5.6.76)

é zero-estdvel, mas inconsistente. Observe qual é o efeito da falta de
consisténcia testando-o com o Problema de Cauchy (5.6.75). Comente.

Solucao:

Deizamos a cargo do leitor se certificar de que o método (5.6.76)
é, de fato, zero-estdvel e ndao € consistente (releia a Se¢io 5.4.4). De-
corre desses fatos que o método produz aproximagcoes numeéricas que
divergem da solugcao de um problema de valor inicial. Para o problema
dado, a Figura 5.3 foi gerada com passos de integra¢ao h = 0,1, 0,05
e h = 0,025 (da esquerda para direita). Notamos que nio hd aproxi-
magao entre as aproximagoes numeéricas e a solucao exata, pois nao hd
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o
000

Figura 5.3: Solucao de (5.6.75) e aproximagoes via (5.6.76): (a) h = 0,1; (b) 0,05;
(¢) h =0,025. Fonte: Autores.

consisténcia, como também nao hd um afastamento, sem limite, entre
elas, pois hd zero-estabilidade.

Exercicio resolvido 5.5. Determine a ordem de consisténcia e o erro
de discretizagao local principal do Método de Quade

8 6h
Yk+a — E(yma —Ykt1) — Uk = Tg(karél + 4 frrs +4 o+ fi). (5.6.77)
Solugao:
E um método com pardmetros g = —1, ag = 8/19, ag = 0, a3 =

—8/19, ay = 1 e By = 6/19, B = 24/19, ﬁg =0, 83 =24/19 ¢ /)’4 =
6/19, portanto de trés passos e implicito. As constantes associadas
ao erro de discretizagdo local, calculadas como em (5.3.41), sao Cy =

Zj 00y =0, C = Z?:o Jjaj — Z?:o B; = 0, sendo as demais dadas
por

4 4 4

j i 1/8 216 1/24 216 96
M N VP N T (P B VI IO i A R
Oy =2 5% — 2 5P 6(19 9 %) 3\t T) =0

4y 4 4
&t P 1 (8 648 1/24 648  384)
Ci=2 % - bi= 24( Ry A CURSSTIREETY Al

Cs=Cs =0, Cr £0.

Assim, o Método de Quade € consistente com ordem 6. Seu erro de
discretizagao local principal (5.3.43) é

a = C7hSy (),

em que C7 = —6/665 € o coeficiente principal de erro.
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Exercicio resolvido 5.6. Mostre que o Método de Quade (5.6.77) é
convergente.

Solugao:

De (5.1.19), o primeiro polinémio caracteristico é p(r) = r* —
8/19r% 4+ 8/19r — 1, cujas raizes sio v = —1,r9 = 1, r3 = 4/19 +
(1/19)V/345 e ry = T5.

Como as quatro raizes sao distintas e tém mddulo 1, o método € zero-
estdvel sequndo a Definicao 5.9. Assim, pelo Teorema 5.3, o Método
de Quade € convergente uma vez que € consistente e zero-estdvel. Pelo
Ezercicio resolvido 5.5, 0 Método de Quade tem ordem O(hS).

Exercicio resolvido 5.7. Determine para quais valores de o 0 método
de passo maltiplo linear

h
Ytz + @ (Yra2 — Y1) — Yo = 5 B+ a) (ferz + frr1)  (5.6.78)
€ zero-estdvel. Além disso, mostre que existe um valor de o para o qual
o0 método tem ordem 4, mas para que seja zero-estdvel sua ordem mao
pode exceder 2.

Solugao:

O primeiro polinémio caracteristico € p(r) =r®>+ar* —ar —1 e as
raizes saory =1 e

1
ras =3 [ (1+a)£\/(1+a) - 4] : (5.6.79)
O radicando € nulo para o« = —3 e a =1 e as raizes sao duplas. Se
a=-3, ra=1r3=1esea=1,r,=r3=—1. Em ambos 0s casos,

o primeiro polindmio caracteristico tem uma raiz de multiplicidade 2 e
mddulo 1, nao sendo, portanto, zero-estdvel (reveja a Defini¢ao 5.9).
Quando o radicando for positivo na expressao (5.6.79), isto €, para o <
=3 ou a > 1, temos apenas raizes reais. Se o < =3, —(1+«a)/2 > 1
e, portanto,

r2=;[—(1+a)+ (1+a)2—4] > 1L

Sea>1, —(1+a)/2 < —1 e, portanto,

7"3—;{—(14-04)— (1+a)2—4} <1
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Em ambos os casos, o primeiro polindmio caracteristico terd uma
raiz com mddulo maior do que 1, ndo sendo, portanto, zero-estdvel.
Resta analisar o caso em que o radicando for negativo na expressao (5.6.79),
isto €, para —3 < a < 1, quando as raizes sao compleros conjugados.
Nesse caso,

r2,3:;[—(1+a)iz‘ 4—(1+a)2}

e ambas tém mddulo 1. Assim, em resposta & primeira pergunta, para
a € (=3;1) 0o método (5.6.78) € zero-estdvel, uma vez que as trés raizes
do primeiro polindmio caracteristico sao distintas de mddulo 1.

Vamos agora mostrar que existe um valor de o para o qual o mé-
todo (5.6.78) tem ordem 4, mas para que ele seja zero-estdvel sua ordem
nao pode exceder 2. Seus pardmetros sao ag = —ag =1, ap = —a; = «
efs =P =0, o =1 = (34+«)/2. Assim, as constantes associa-
das ao erro de discretizagao local, calculadas como em (5.3.41), sdo

Co=Cy=0Cy=0,

- e

donde C3 = 0 se, e somente se, a = 9. FEntretanto, temos zero-
estabilidade apenas se o € (—3;1) e, nesse caso, temos ordem 2. O que
acontece se abrirmos mao da zero-estabilidade e considerarmos o = 97
Com esse valor de «, temos C4 =0 e

.42 1 9-a
Z? 27+7a)—1(15+5a) T,

Assim, para a = 9, 0 método (5.6.78) tem ordem 4, porém nao é
zero-estdvel.

5.7 Exercicios propostos

Exercicio 5.1. Solucione o Problema de Cauchy

{ %y(t) =0, te0;1]
y(0) =0

utilizando o método de terceira ordem (5.4.51) com inicializagdo con-
sistente dada por y, = h. Verifique se o problema € bem posto e se a
sequéncia gerada por esse método converge para a solu¢ao exata quando
0 passo de integragao tende a zero.
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Exercicio 5.2. Solucione o Problema de Cauchy
d
{ Sy(t) = —y(t), te ;1]
y(0) =1

utilizando o método de terceira ordem (5.4.51) com inicializagio yo = 1,
y1=e"e h=0,0L.

Exercicio 5.3. Mostre que o método linear de passo mailtiplo
k2 — Yksr = 2(3fki1 — 2)
nao € consistente.

Exercicio 5.4. Mostre que o método linear de passo mailtiplo (Adams-
Bashforth de 2 passos)

Yrs2 = Urir = 5(3frs1 — fr)
tem ordem 2 de consisténcia.
Exercicio 5.5. Mostre que a ordem do método linear de passo mailtiplo
Yiro + (b= Dyrsr — by = 2[(b+ 3) frra + (30 + 1) fi]
€ 3seb=—1 e 2 caso contrdrio.

Exercicio 5.6. A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de nimeros
inteiros em que yo = 0, y1 = 1 e cada um dos demais termos € dado
pela soma dos dois termos precedentes.

(a) Escreva a equagao de diferencas linear que define a sequéncia de
Fibonacci.

(b) Determine a solugdo empregando a teoria estudada.
(¢) Determine os dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.
(d) Determine yi00, usando a solugao analitica calculada.
(e) Determine y101/y100 € analise o limite de yg11/yx quando k — oo.
Exercicio 5.7. Considere o método linear de passo maltiplo
a = (1 0 +aps = 15 (54 ) fisa +8(1 = a) i — (L4 5) ]

12
(5.7.80)
em que —1 < a < 1.
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1. Mostre que o intervalo de estabilidade absoluta do método (5.7.80)

é
6 1
()
a—1
2. Para a = —0,9, use o método (5.7.80) para solucionar o problema
de valor inicial

%y(t) = —20y(t), te[0:1]

y(0) =1
utilizando h = 0,01, h = 0,02 e h = 0,04.

Exercicio 5.8. Considere o método de 3-passos implicito conhecido
como BDF3 (Backwards Differentiation Formulas),

Nygy3 — 18Yrra + k1 — 2ur = 6h frys.

Mostre que o método tem ordem 3 de consisténcia e que € zero-estdvel.
Construa a regido de estabilidade absoluta do método, verificando que
ele nao € A-estdvel (por bem pouco).

Exercicio 5.9. Com o Método de Adams-Bashforth de quatro pas-
sos (5.1.19), discretize o Problema de Cauchy

(t) = —2ty(t) +5(:os(5t)y(t)/(2+sen(5t)>, t € [—m; 3.

Sabendo que ele tem solugio exata “suave” y(t) = (2 4 sen(5t)) e,
tnvestigue a ordem de convergéncia na prdatica desse método usando
Yo = y(—m) e métodos de um passo de ordens O(h?), 1 < ¢ < 5,
para inicializar yi, Ys, Y3 no instante t = 3w. Facga este estudo usando
também condigoes iniciais dadas pela solugao exata, y(to+hj), 1 < j <
3. Comente.

Exercicio 5.10. Investigue, reporte e teste o uso de passos de integra-
¢do varidveis no contexto de métodos de passo maltiplo.

5.8 Notas biograficas

John Couch Adams — Figura 5.4 — nasceu em uma familia pobre de
fazendeiros no dia 5 de junho de 1819 em Cornwall, Inglaterra. Sua
mae Tabitha herdou uma pequena biblioteca a qual usou para a edu-
cagao de Adams até os 12 anos, quando ele ingressou em uma escola
em Devonport. Autodidata, desde cedo demostrou grande habilidade
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Figura 5.4: John Couch Adams. Fonte: MacTutor.

matematica e interesse por astronomia. Um dos seus primeiros estudos
foi sobre o eclipse anelar do sol.

Ingressou no St John’s College, Cambridge, gracas a uma pequena
heranga de sua mae e por ter recebido uma bolsa de estudos como
tutor. Em 1841, iniciou sua investigagao sobre as irregularidades do
movimento de Urano, encaminhando para James Challis, diretor do
Observatorio de Cambridge, seus calculos sobre a posicao precisa de
um novo planeta. Essa informagao se perdeu entre Challis e Airy, as-
tronomo do observatorio de Greenwich, e em 1846, a predigao de Le
Verrier foi publicada sem mencionar os calculos anteriores de Adams.
Esse incidente colocou a Royal Astronomical Society em uma posicao
dificil sobre a decisdo de quem deveria receber a medalha de ouro por
esse feito. Por decisdo, nenhum dos dois foi agraciado. Entretanto,
Adams recebeu esta medalha em 1866 pelo trabalho sobre o perigeu
lunar.

Muitas foram suas contribui¢oes para a astronomia e matemética.
Estabeleceu a proximidade entre cometas e meteoros, descreveu o mo-
vimento da Lua aprimorando os célculos de Laplace — o que causou
mais um desconforto entre os pesquisadores franceses. Trabalhou em
problemas do magnetismo terrestre, construiu mapas com as isolinhas
magnéticas da Terra, construiu tabelas com as posi¢oes das luas de
Juapiter, apenas para citar alguns. Escreveu em torno de 50 artigos,
11 deles sobre matemética pura. Em 1889, sofreu uma hemorragia es-
tomacal, doenca que o levaria a morte em 21 de Janeiro de 1892 em
Cambridge.

]
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Francis Bashforth — Figura 5.5 — nasceu em 8 de janeiro de 1819 em
Yorkshire, Inglaterra. Iniciou seus estudos em 1839 no St. John’s Col-
lege, University of Cambridge, os quais foram custeados por uma bolsa
que exigia atividades académicas e algum tipo de trabalho, como ser-
vente para outros estudantes. Na mesma instituicao e com os mesmos
interesses matemaéticos estudava John Couch Adams. A competi¢do en-
tre os dois durante toda a graduagao acabou por fortalecer a amizade e
a colaboracao académica resultando na publicacao de um livro 40 anos
mais tarde.

Figura 5.5: Francis Bashforth. Fonte: MacTutor.

Desempenhou diferentes trabalhos durante sua vida. Foi engenheiro,
académico e religioso. Como académico e pesquisador, trabalhou em
varias institui¢oes seguindo indicagoes muitas vezes vinculadas a sua
vida eclesiastica. Foi um docente dedicado, sempre preocupado com o
bem-estar dos estudantes. Em 1864, foi indicado para a cadeira de ma-
tematica aplicada da instituicdo que mais tarde se tornaria o Artillery
College onde desenvolveu experimentos e estudos sobre a resisténcia do
ar. Esses estudos foram publicados em vérios trabalhos de 1866 a 1890.

Como engenheiro, seu conhecimento teérico em matematica asso-
ciado & sua habilidade em desenvolver solu¢oes aplicadas o levou a
abordar problemas em balistica, pontes suspensas, otimizagao de rotas
para implantagao de linhas férreas, drenagem, entre outros. Em 1855,
publicou uma tabela geral para facilitar o célculo dos horéarios da malha
ferroviaria, no qual discute a propagacao do erro, que envolve avaliar
diferentes velocidades e tempos de parada. Bashforth faleceu em 13 de
fevereiro de 1912, aos 93 anos em Woodhall Spa.
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Capitulo 6

Métodos preditores-corretores

Desenvolvemos um método preditor-corretor combinando duas etapas
distintas: uma primeira estimativa, uma predi¢ao, de uma aproximacao
da solugao e, na sequéncia, um ajuste, uma corre¢ao, dessa aproximacao
de maneira a incrementar a precisao do resultado final. Essa aborda-
gem ¢ especialmente util em problemas rigidos (Se¢ao 4.5). Na primeira
etapa, estimamos a aproximagao da solugao em um dado instante de
tempo t; usando métodos mais “facilmente implementéveis” como, por
exemplo, o Método de Euler ou um método de Runge-Kutta de baixa
ordem, algum método explicito em geral. Essa primeira aproximacao
é aprimorada na segunda etapa. Nessa fase, ajustamos a aproxima-
¢ao predita usando um método mais preciso e com uma regiao de es-
tabilidade absoluta relativamente maior como, por exemplo, métodos
implicitos de alta ordem. Isso garante que a aproximagao final seja
mais precisa e calculada de maneira mais eficiente do ponto de vista
computacional.

Na Segao 6.1, comparamos as propriedades dos métodos lineares de
passo multiplo explicitos com as dos implicitos, procurando salientar
quais delas sao desejaveis e vantajosas em cada um deles dependendo
do contexto. A seguir, discutimos na Se¢ao 6.2 como usar em conjunto,
como fazer uma implementacdo mista, métodos multipasso explicitos e
implicitos, procurando tirar vantagens das boas propriedades de ambos.
Para entender as propriedades dos métodos preditores-corretores, ini-
ciamos uma discussao teodrica sobre o erro de discretizagao local desses
métodos na Segao 6.3 e de como usar a Fstratégia de Milne, Se¢ao 6.4,
para diminuir esse erro. Para escolher, na pratica, o passo de integracao
a ser usado para aproximar a solugao do problema de valor inicial, de-
vemos respeitar as propriedades de estabilidade absoluta da associagao
entre preditor e corretor. Comentamos como fazer tal escolha e mos-
tramos como deduzir o polinémio de estabilidade absoluta do preditor-
corretor na Segao 6.5. Encerramos este Capitulo, como sempre, com
exercicios resolvidos (Secao 6.6), exercicios propostos (Segdo 6.7) e, nas
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Segdes 6.8 e 6.9, incluimos o suplemento tedrico e uma nota biogréafica,
respectivamente.

6.1 Métodos multipasso: explicitos x implicitos

Considere a expressao de um método linear de passo multiplo,

n—1 n—1
Yetn + Y Ykt = hBuf (biins Ysin) + B Y Bj frr
=0 j=0

em que fir; = f(tets, Yors). Para tais métodos, temos como opgoes
escolher 3, = 0, para um método explicito, ou £, # 0, para um método
implicito. No primeiro caso, temos 2n parametros para determinar
(2n “graus de liberdade”), a; e B, 7 = 0,1,..., n — 1. No segundo
caso, temos adicionalmente (3, # 0 para escolher perfazendo um total
de 2n 4+ 1 parAmetros para determinar. Impondo o anulamento dos
coeficientes (5.3.41), C;, j = 0,1,... p, constituem vinculos com os
quais controlamos a ordem almejada.

Como o numero de graus de liberdade entre eles é diferente, nao
é de se surpreender que métodos explicitos e implicitos com o mesmo
namero de passos (e, portanto, com a mesma demanda por armaze-
namento de informagdo em memoria RAM) possam ter propriedades
relativamente diferentes. As Tabelas 6.1 e 6.2 mostram ordens, inter-
valos de estabilidade absoluta e coeficientes principais de erro para os
métodos explicitos de Adams-Bashforth e para os implicitos de Adams-
Moulton, respectivamente.

numero de passos 1 2 3 4
ordem (p) 1 2 3 4
coeficiente Cpiq 1/2 5/12 3/8 251/720

estabilidade absoluta (—2;0) (—1;0) (—6/11;0) (—3/10;0)

Tabela 6.1: Métodos de Adams-Bashforth (explicitos).

nimero de passos 1 2 3 4
ordem p 2 3 4 5
coeficiente Cpiq -1/12  -1/24 —19/720 —-3/160

estabilidade absoluta (—o0;0) (—6;0) (=3;0) (—90/49;0)

Tabela 6.2: Métodos de Adams-Moulton (implicitos).

Os métodos explicitos destacam-se pela relativa facilidade de im-
plementagao. Sua codificagdo é rapida ao passo que a dos métodos
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implicitos demanda a resolu¢ao de uma equagao algébrica nao linear a
cada passo de integragao no tempo para determinar yx,, sendo, por-
tanto, relativamente nao s6 mais intrincada sua implementacao como
também mais custosos do ponto de vista de processamento por passo no
tempo. Entretanto, ao comparar as Tabelas 6.1 e 6.2, percebemos que
existem algumas vantagens dos métodos implicitos sobre os métodos
explicitos que tém o mesmo numero de passos. Dentre elas, podemos
destacar menores valores absolutos para os coeficientes principais de
erro Cpy1 e maiores amplitudes dos intervalos de estabilidade absoluta.
Nesse contexto, surge naturalmente a pergunta:

— “F posstvel tirarmos proveito das boas propriedades de ambos os
tipos de métodos simultaneamente?”

Como veremos adiante, usando uma implementagao mista a resposta é
o usr- ”
im”.

6.2 Implementagao mista

Consideremos o método linear de passo miltiplo implicito

n—1 n—1
Yein+ D QYkss = hBnf (besn, Yin) Th Y Bifers,  Bu #0. (62.1)
=0 =0

Se para resolver a equagao algébrica com incognita yi., em (6.2.1)
usarmos o Método do Ponto Fixo, teremos

n—1 n—1
s+1
yl[:-tn] + Z Y45 = h/an(thrm y][ﬂ_n) + hz ijkJrj s = 07 17 2a ceey
j=0 §=0
(6.2.2)
em que y & imagdo inicial d ¢ o indice de iteraca
que y,..,, ¢ uma aproximacao inicial de g4, € s é o indice de iteracao.

[s]

Uma condic¢ao suficiente para a sequéncia {yk M} convergir para
seN
Ypan em (6.2.2) & que tenhamos o passo de integracao h dado por
1
h < ——
L| B
em que L é a constante de Lipschitz da fungao f do Problema de Cauchy

(verifique). Dentre os varios critérios de parada usados nas iteragoes
em (6.2.2), temos dois mais populares:

1. Iterar até a convergéncia, isto &, até que {y,[ﬂrn} convirja para
) seN

a solugdo de (6.2.2).
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2. Iterar um nuimero fizado de vezes, isto é, s =0,1,2,...m—1, com
m constante.

Observe que, na pratica, o primeiro critério de parada se traduz em
iterar até que tenhamos, por exemplo, |y,[:;:] — yk+n| <€ emquee>0
é uma precisao pré-fixada. Consiste na implementacdo tradicional de
um método “puramente” implicito. Dependendo de y,[ﬂn e de €, muitas
avaliagoes (A) da fungdo f podem ser necessarias. Em uma tentativa
de diminuir o nimero de iteragdes, buscamos por boas aproximacoes
iniciais usando um método linear de passo miltiplo explicito de ordem

p* para obter y,[ﬂn Esse método explicito prediz (P) esse valor.

A seguir, para calcular y,[j_n, s=1,2,...m, com m constante, usa-
mos um método linear de passo miltiplo implicito de ordem p. Esse
meétodo, por sua vez, corrige (C) o valor predito. Para um novo passo
de integragao no tempo, temos como opgao calcular ou nao, ao final,

[ml]
S (tsn, Z/k+n)~
Assim, um modo de implementagio mista ¢ (LAMBERT, 1973)

P(AC)™A, (6.2.3)

em que P denota a aplicagao preditor (do método explicito) para gerar
uma “boa” aproximagao y,&oj_n, e A denota uma avaliacao de f e C' de-
nota uma aplicagdo do corretor (do método implicito) para gerar uma
aproximagao “corrigida” de yg4, via Método do Ponto Fixo. Alterna-
tivamente, podemos implementar a combinacao de métodos de passo

multiplo como
P(ACY™, (6.2.4)

suprimindo a avaliagdo da fungao f ao término do laco do Método do
Ponto Fixo.

Obviamente, optar pelo modo (6.2.3) ou (6.2.4) afeta o proximo
passo de integracdo no tempo. Para esclarecer ainda mais, se consi-
derarmos dois métodos lineares de passo miiltiplo, um como preditor
e outro como corretor, definidos respectivamente por seus polindémios
caracteristicos

:Za;rj, ( Zﬁrjep Zoc] ,U(T)ZZﬁjTj7
=0 /

=0

(6.2.5)
com o = oy, = 1, podemos escrever os modos (6.2.3) e (6.2.4), respec-
tivamente, como descrito a seguir.
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P(AC)™A
n—1 n—1
[0] x, [m] * ¢[m]
P =y, +Zo¢ykﬂ hZﬂjfk,ﬂ.

Para s=0,1,...m—1
A = flgj]—n = f(thrna y][:_]‘_")

s+1 m m
¢ = Yken + Z O‘Jyl[ch]g = hﬁnflwrn +h Z Bif, 1£+]g
A= A :ﬂmmﬁ$>

P(AC)™

. 1
P = y,Hn —l—Zay,[;Z]]_hZﬁ k’Z]]

Para 3—0,1,... —1
A = fk;+n = f(tk+na y][:J]rn)
1 1]
C — o Z gyl = hBfEL + b Z Bt
7=0

A medida que m tende ao infinito, as caracteristicas do método
preditor-corretor aproximam-se cada vez mais aquelas do método usado
como corretor (e.g. ordem, intervalo de estabilidade absoluta e coefici-
ente principal de erro). Iterar até convergir nao é, a principio, a primeira
estratégia de implementagao que usamos, pois nunca se sabe a priori o
custo computacional envolvido por passo de integragao no tempo. Pre-
ferimos, em vez disso, fixar um valor para m (tipicamente m = 2) e
calcular as aproximagoes a um custo computacional conhecido.

6.3 Analise do erro de discretizagao local

Quando usamos o Método do Ponto Fixo para determinar yg., apos

aplicarmos o corretor a partir de valores exatos nos instantes de tempo
(s]

trtj, 0 < j < n— 1, obtemos uma sequéncia de aproximagoes ¥,

s € N, dada por

n—1

%%Z%wm —hBuf (tiins Uit) —h D Bif(brss y(tess)) = 0.
j=0

(6.3.6)
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Ao subtrairmos (6.3.6) do produto de h pelo erro de discretizagao
local do corretor

Do aiylties) —h > Bif (s y(ters)) = hre(h),
=0 j=0

obtemos

y(f'k+n) - ykj’n:,l] hﬁn |:f (tk+n7 Y (thrn)) - f (thrm y][:j.n):| = th(h)
(6.3.7)
Aplicando o Teorema do Valor Médio e rearranjando os termos em
(6.3.7), temos que

s of s
y(tk+n) y;[cj.ri = hﬁn@ (tk+m77;[gj.n) (?J(tk+n) y][<;+n> + th(h)

(6.3.8)

para s € N, em que n,ﬂn pertence ao intervalo com extremidades y,[ﬂrn

e Y(thin)-
Lembrando de (5.3.43) e de (5.3.44) (C' = 1), obtemos para o pre-
ditor (s =0)
Y(thin) = Yib, & Co WPy ® 0 (1),

Considerando s = 0 também em (6.3.8), teremos aproximado o erro
de discretizacao local do método preditor-corretor ap6s uma iteragao
do Método do Ponto Fixo:

of . . .
y(tk+n) - y][glj,-n ~ hﬁn@ (thrm nk+n) [C hp +1y(p +1)(tk)]+
+ Cp i RP Yy (1) 4 O(hPF2). (6.3.9)

Com relagao as ordens p* e p do preditor e de corretor, respectiva-
mente, temos os seguintes casos para analisar.

(a) p* > p: nesse caso, decorre de (6.3.9) que
Y(tein) — i, = Cot Py 0 (1) + O(hP+2).

Considerando sucessivamente s = 1,2,...,m — 1, concluimos de
(6.3.8) que

Y(trin) — yk+n =Cyy h”“ p+1)(tk)+0(hp+2)

Assim, o erro de discretizagao local do método preditor-corretor
é aquele dado pelo corretor quando p* > p, Vm > 1.
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(b) p* = p — 1: substituindo o valor de p* em (6.3.9) temos

) .
Y(tein) —ybl, ~ hﬂna—i (ks Tsn) [CERPY P (1)) +

+ Cpn by (1) + O (A7),

d
Y(tein) —yhl, ~ 5n87£c;y<p>(tk)+Cp+1y<f'+1>(tk) hPHY 4
+ O(h™?).

Para m = 1, o erro de discretizagdo local do método preditor-
corretor é da mesma ordem do corretor, porém nao idéntico. En-
tretanto, com sucessivas substitui¢bes em (6.3.8), temos, para
m > 2:

Y(tiin) — Y7 = Cpir By @ (1) + O(RP?).

Assim, o erro de discretizagao local do método preditor-corretor
é aquele dado pelo corretor quando p* > p—1, Vm > 2.

(¢) p* = p — 2: substituindo o valor de p* em (6.3.9) temos

of . ool (e
Y(tesn) — Yol N hﬂn@(tk+n7ﬁk+n,o) [Co_ P~y D ()] +

+ C’p+1hp+ly(p+1)(tk) + O(hp+2)7

d
Ylten) —yhl, =~ {,Bnajycq’;1y(P—1)(tk)+C'p+1hy<”+1>(tk) hP +

+ O(h*?). (6.3.10)

Para m = 1, o erro de discretizagao local do método preditor-
corretor tem ordem um a menos do que a ordem do corretor. Se
substituirmos (6.3.10) em (6.3.8), com s = 1, concluimos que:

of

2
*  (p—1 1
8y) Cyy ™V () WPH! +

2
vitsn) = o = (50
2 af (p+1) p+1 p+2
+1+nA Bna—y Cp11y (tr) RPT 4+ O(hPT).
Para m = 2, o erro de discretizacao local do método preditor-
corretor tem a mesma ordem do corretor, porém nao é idéntico.

Entretanto, com sucessivas substitui¢bes em (6.3.8), temos para
m > 3:

Y(trin) — yi, = Copt Py (1) + O(hP+2),
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Assim, o erro de discretizagao local do método preditor-corretor
¢é aquele dado pelo corretor quando p* > p —2, Vm > 3.

Podemos demonstrar que, para o caso geral, p* =p—¢q, 0<qg<p,
vale o resultado enunciado no Teorema 6.1 (LAMBERT, 1973, p. 88
91).

Teorema 6.1. Um método preditor-corretor para o qual o preditor tem
ordem p* e o corretor tem ordem p, aplicado no modo P(AC)™ ou
P(AC)™A, com p*,p,m € N tais que p* >0, p>1 em > 1, satisfaz:
e se p* > p entdo o erro discretizagao local do método preditor-
corretor € igual ao do corretor;

e sep*=p—gq, 0<q<p, entao o erro de discretizacao local do
método preditor-corretor

(a) € igual ao do corretor quando m > g+ 1;

(b) é da mesma ordem que a do corretor, porém ndo idéntico,
quando m = q;

(c) € da forma KhP=4tm+ 4+ O(hP=4t™+2) quando m < q — 1.

6.4 Estratégia de Milne

A Estratégia de Milne, traducao livre do inglés Milne’s Device com
possiveis variagdes dadas por Algoritmo e Esquema de Milne, tem por
finalidade fornecer uma estimativa para o erro de discretizacao local de
um método preditor-corretor. Consideremos um par preditor e corretor
de mesma ordem (p* = p) para os quais tenhamos

Y(tein) — yor, = Co WPy (1) + O(hPH2), (6.4.11)

Y(trin) = Ui = CophP T (1) + O+, (6.4.12)

Subtraindo (6.4.11) de (6.4.12), apos rearranjarmos os termos, te-
mos em primeira aproximacao

* m 0
( p+1 OPJrl) hp+1y(p+1)(tk) = y/[e’+]7l - Ul[ﬁ]tnv
cuja multiplicagao por C}; e por Cpy; resulta em

on .
Crah? y ™ (t) = 5 o — (y,EJn - y,[ﬂn) . (6.4.13)
p+1 — Yp+l

C m
Cpﬂh”“y(”l)(tk) = p+10 (yl[H]n . yl[coin) 7 (6.4.14)
p+1 — Yp+l
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estimativas para os erros de discretizagao locais principais do método
preditor e do preditor, respectivamente.

Podemos aprimorar y,[ﬁ]n. Definindo

g][c’i]n - 1[€71]n+cp+ hp+1 p+1)(tk)

e usando (6.4.14), obtemos

~lm m C +1 m 0
yl[ch]n = yi[c+]n + ﬁ (?J;[H]n yéjr,L) . (6.4.15)
p+1 p+1
De (6.4.12), percebemos que melhoramos em uma ordem a aproxi-
magao, isto é,

Y(tesn) — G0 = O(hPH2).

A atualizagao definida por (6.4.15), yHn, ¢ o modificador M do
corretor. Podemos usar a Estratégia de Milne também para aprimorar a
aproximagao fornecida pelo preditor. A expressio (6.4.14) nao pode ser
empregada pois, no momento de aplicar o preditor y,[gi]n
Nesse caso, a ideia é usar a aproximagcao de Taylor

Cod WPy (1) = Co PPy (84 ) + O(APF?)

nao é conhecido.

e definir

g =y = O Py P (1), (6.4.16)

Substituindo (6.4.13) em (6.4.16), temos

C*
~[0 0 1 m 0
p+1 — Yp+l

A atualizac¢do definida por (6.4.17), gj,[ﬂn ¢ o modificador M do

preditor. Nesse contexto, podemos reescrever os modos de aplicacao
com os modificadores do preditor e do corretor como PM(ACM)™A e

PM(AM)™.

6.5 Estabilidade absoluta

Vimos que as raizes do polinoémio (5.5.69) controlam as propriedades
de estabilidade absoluta de um método linear de passo multiplo e ser-
vem para orientar a escolha do passo de integragao na pratica. No caso
dos métodos preditores-corretores, as propriedades de estabilidade ab-
soluta dependem do primeiro e do segundo polinémios caracteristicos
de ambos os métodos, do preditor e o do corretor.
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Seguindo Lambert (1973) para ilustrar tal fato, deduzimos a equagao
da evolugao do erro de discretizagao global de um método preditor-
corretor aplicado no modo PACA (m = 1), considerando uma vez
mais os polindbmios caracteristicos (6.2.5). Nesse contexto, temos

P =yl + Z Yl —h Z gl =0, (6.5.18)
A = fk+n = f(tk+n7 y;&in)

c ffyk+n+zagyk+] hﬁnfk+n+hz ﬁjf,w 0, (6.5.19)
Jj=0 j=0

A = fIEI-Q]—n = f(tk+n7 y][€14]_7L),

e, para o produto de h pelo erro de discretizagao local obtemos

P =Y ay(teyy) = h Y B ftre yltess)) = hri(h),  (6.5.20)

=0 =0
C = Y ajyltie) —h Y B fltess,y(tery)) = hri(h).  (6.5.21)
j=0 Jj=0

Subtraindo (6.5.18) de (6.5.20), temos

ek+n+§jaekﬂ BB [F ks yltnss)) = [t ulll )| = hri(v).

7=0
(6.5.22)

E subtraindo (6.5.19) de (6.5.21), obtemos

€k+n =+ Z a]€k+j h/))n [f(thrm y(thrn)) - f(thrm yl[eOJ]rn)} +

- hzﬁy { (ths (b)) — f(tk+j7y][glJ]rj)] = hmi(h), (6.5.23)

em que eﬂ_ é o erro de discretizagao global e,:+] = Y(tpys) — y,[H]_],

j=0,1,...,n, s =0,1. Ao aplicarmos o Teorema do Valor Médio nas
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equagdes nao lineares de diferencas (6.5.22) e (6.5.23), concluimos que:

n—1 n—1
i+ D il = h DB (i) il = hri(R)s (65.24)
§=0 =0
w3 9 0
6k+n + Z aj k+] L/Bn ( ketns Metn) € tp +
7=0

n—1

—h Z @ tkﬂ, Mesi)err; = hri(h). (6.5.25)

)

a—y(tkﬂ», Mi+i) /= A, com A constante, denotando hA =
h e substituindo (6.5.24) em (6.5.25), obtemos a equacdo linearizada
de diferencas que descreve aproximadamente a dindmica do erro de

discretizacao global ao longo do tempo:

Supondo que

n—1
eﬂn + Zajeﬂj — hB. Za*eﬂ] + hZB ek+] + hri(h)| +
hZﬁjekﬂ hri(h). (6.5.26)

Somando e subtraindo lflﬁneﬁn e lembrando que o =1e f; =0,
podemos reescrever (6.5.26) como

n n

> (o = BBel; + 0B, D (o —hB)epl; =, (6.5.27)

7=0 7=0

em que ¢ = hf, h7i(h) + h7i(h). Se ¢ for aproximadamente cons-
tante em (6.5.27), determinamos uma equagao linear de diferengas cuja
solugdo é dada por (Segdo 5.2, exemplos 5.6 e 5.7)

e = dih+ - ¢_ o
g [(a — ;) + i (o — 155)]

=0

em que r; sdo as raizes do polinémio

n

w(hyr) =3 [( = hB;) + b — RB;)] v

J=0
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o qual podemos escrever em funcdo dos polindmios caracteristicos do
preditor e do corretor como

7(r) = p(r) — ho(r) + hB, [p*(r) — ha*(r)] . (6.5.28)
Caso as raizes r; do polinémio (6.5.28) satisfacam a condigéo
|rj‘ < 13 .]: 1727"' Ty

o método preditor-corretor em estudo seré absolutamente estavel com
intervalo de estabilidade absoluta (a;f3), a,3 € R tal que h = h\ €
(a; B8). Deduzimos, a titulo de ilustrar o raciocinio, o polindmio de esta-
bilidade absoluta para o caso particular da aplicacdo no modo PAC A.
A estratégia para deduzir esse polindmio em aplicacoes mais gerais
P(AC)™A e P(AC)™, embora algebricamente mais envolvente, é simi-

lar (LAMBERT, 1973, p. 91-100).

6.6 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 6.1. Considere:
1. O preditor P, definido pelo primeiro e sequndo polinémios carac-
teristicos, p*(¢) = ¢t —1 e 0*(¢) = (4/3) (2¢3 — * + 2¢);
2. O corretor C | definido por p1(¢) =¢>—1 e
o1(¢) = (1/3) (¢ +4¢ + 1);

3. O corretor C? | definido por ps(¢) = (3 —(9/8)C%4(1/8) e 02(¢) =
(3/8) (¢* +2¢* = Q).

(a) Deduza uma estimativa do erro local de discretiza¢io para um
método preditor-corretor que use P em conjun¢io com C e um
que use P com C?.

(b) Escreva um algoritmo que utilize P e CY) no modo PACMWA.
(¢c) Escreva um algoritmo que utilize P e C?) no modo PMAC® MA.

Solugao:

Os polinémios dados definem os sequintes métodos lineares de passo
maltiplo:

4
P ypa—yp = gh 2fre3 = frez + 2 i)
1
CW: ypyo — gy = gh [frro + 4 o1 + fi] s

9 1 3
C® 't ypys — gYk+2 =+ U = gh [fr4s + 2frr2 — fraa] -
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Podemos mostrar que os métodos P, CY) e C® tem ordem de con-
sisténcia 4 (verifique que Co = C1 = Co=C3=Cy =0eC5 #£0), o
que possibilita o uso da Estratégia de Milne. Ao calcular o coeficiente
Cpt1 do erro de discretizagao local, obtemos

S O @_ 1
- _ = . 6.2
G=4 O 5 ¢ G m (6.6.29)
Substituindo (6.6.29) em
Cpnl? 7 0(00) = 22— (y, =l )
! Cosr = Cpa \HF TE)Y

concluimos que

1
Y 1
1 0 0
COR YO () = - 2r (y;[ﬁ]n y;[cln) = (yl[c+]n ykln)
FER) 2

e que

1
@75 655y _ 30 (ml 0 Y _ 9 [ ml 0]
C57h y( )(tk) T 1 (yk+n - yk+n) =19 <yk+n yk+n) .

45 40

Como o preditor é um método de 4 passos, podemos reescrever os
corretores CV e C? na forma

1
CO: Yppa — Ypra = gh [frva + 4fris + fraol,
) 9 1 3
Ot Yors — gUkws + U = h [frsa +2fiss — frso] -
Assim, temos para a primeira combina¢ao de métodos
y 4 1 1 1
Pi oyl =l = gh 2 - Al 2nl
A =1 (o)
1 1 1
cW yz[ch Z/k+2 = *h [fk+4 + 4f1£l3 + filz} ;

1 1
A =1 (tawilhy)
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e para a segunda combinacdo de métodos

0 Nil 4 AL 1 AL
P yl[cJ]rzx yl[c] = gh [2fl£+]3 f]£4]'2 + 2fl£+]1] )
[0 0 112 0
M : yl[ei4 []4 + 557 191 ( u?) - yl[ci?)’) )
0 [0
A : f]gJ]rzl = .f (tk+47 yl&lz;) )
1 9.1 1 0 Al
c® yl[w]rzx - §yl[cJ]r3 T3 gV 1[€+1 = [f’u‘l + 2f’£] f’““} ’
Nil 1 9 1 0
M yl[@i4 yl[cJ]rzx BETT (?J/[w]rz; y;[cL;) )
A: f/£141r4 =f (tk+47 ?Q/[:J]r4> .
E importante destacarmos que:
C*
A0 _ 0] p+1 ( [m] (0] ) .
= +
yk+n yk+n C;Jrl Cp+1 k+n—1 yk+n 1
o 0 B (m o
Uptsa = Yrga T 1 ; T \Yet3 — yk+3)
45 T 10
112
N (0] R (1] (1] 0]
Ypta = Ypgat 757 121 ( k+3 yk+3) :

Exercicio resolvido 6.2. Com relagao aos trés métodos do Exercicio
6.1, responda:

(a) Os métodos sao zero-estdveis?

(b) Eziste alguma escolha de passo de integra¢io para o qual o método
CW seja absolutamente estdvel?

Solugao:

(a) Sabemos que um método linear de passo mailtiplo é zero-estdvel se,
e somente se, nenhuma raiz do primeiro polinémio caracteristico
tiver modulo maior do que 1 e toda raiz com mddulo 1 for simples.
As raizes de p*(¢) = ¢* — 1 sdo {—1,—i,1,i}, as de pi(¢) =
¢?*—1sao{—1,1} e as de pa(¢) = ¢ — (9/8)C* + (1/8) sao {(1 —
V/33)/16, (14++/33)/16,1}. Logo, os trés métodos dados sio zero-
estaveis.
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(b) Para um mélodo linear de passo maltiplo ser absolutamente es-
tdvel, devemos escolher h = Mh, fizado, de maneira que todas as
raizes do polinémio de estabilidade absoluta, IL(h,r), tenham mo-
dulo menor do que 1. Para o método linear de passo multiplo CD,
temos

h
H(h,r) =7r"—1 — g(r2 +4r +1),
um polinémio do seqgundo grau cujas raizes sao

_ 2hEV3h2+9

" 3_ N

Assim sendo, nao hd escolha possivel do passo de integragao de
maneira que ambas as raizes do polinémio de estabilidade absoluta
tenham mddulo menor do que 1 (por qué?).

Exercicio resolvido 6.3. Ainda com relacdo aos trés métodos do
Ezercicio 6.1, implemente preditores-corretores nos modos PACMWA e
PMAC® MA para o problema de valor inicial

ylt)=2y(t), 0<t<1, y(0)=1

Inicialize com o Método de Euler usando como passo de integracao
h=0,1.

Solugao:

Com o passo de integracao h = 0,1, organizamos a Tabela 6.3
usando a solugio exata, y.(t) = e*, para calcular o erro exato pro-
duzido por cada wm dos métodos, eV e e?), respectivamente, para os
instantes de tempo t,, = kh, k=0,1,...10.

Continuando a andlise dos métodos propostos, a Figura 6.1 ilustra
as aproximagoes e a solu¢do exata. Serd que os grificos, sem esclare-
cimentos adicionais, fornecem informagoes suficientes para comparar a
qualidade das aproximagoes entre os dois métodos?

A wisualiza¢ao de grificos € uma forma interessante para uma pri-
meira avaliagcdo, por exemplo, para verificar erros grosseiros de imple-
mentagcao no caso de solugoes manufaturadas. Para avaliagoes preci-
sas, comparagoes entre aproximagoes produzidas com diferentes passos
de integracao ou métodos diferentes, e estudos sobre estabilidade e con-
vergéncia, a visualizagdo sozinha nao deve ser utilizada. Abaizo, a
Figura 6.2 mostra como os erros absolutos exatos se distribuem em um
grafico.

Avaliando a Figura 6.2, concluimos que a melhor aproximacgao €
dada pelo método PMACP MA.
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ty, PACWA PMACPMA y(t)=et e e

0,0 1,000 1,000 1,000 0,000 0,000

0,1 1,200 1,200 1,221 2,140x1072  2,140x10~2
0,2 1,440 1,440 1,492  5,183x107%2 5,183x1072
0,3 1,728 1,728 1,822 9,412x1072  9,412x1072
04 2,142 2,109 2,226 8,357x1072 1,170x107!
0,5 2,591 2,603 2,718 1,273x1071  1,157x107 1
0,6 3,187 3,217 3,320 1,329x1071  1,026x107!
0,7 3,872 3,977 4,065  1,829x1071  7,840x1072
0,8 4,748 4,913 4,953  2,048x1071  3,957x1072
0,9 5783 6,070 6,050  2,669x107!1 2,050x1072
1,0 7,078 7,499 7,380 3,109x107! 1,100x107!

Tabela 6.3: Erros exatos (ultimas duas colunas) para os modos PAC(DA e
PMACP MA. Fonte: Autores.

Solugdo exata e aproximacgdes

S BN W Ry ] @

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

exata © PCAMA O PMACZIMA

Figura 6.1: Solucdo exata e aproximacdes obtidas para os modos PAC(VA e
PMAC® MA. Fonte: Autores.

Comentamos, por fim, que a escolha do Método de Fuler para a
inicializagdo nao € uma boa escolha, pois tanto o preditor como o0s
corretores tém ordem O(hY), ou seja, o erro de discretizagdao local é
O(h?). Uma escolha melhor teria sido, por exemplo, um método de

Runge-Kutta de quarta ordem. Isto evitaria a propagac¢ao do erro local
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Erros absolutos

0,4
0,3 A
A
0,2 A A
A
m} B |
0,1 & A o g
a
m}
0 m a ]
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

i}

A PCAILA O PMACEMA

Figura 6.2: Erros de discretizacio globais exatos para os modos PAC(MA e
PMAC® MA. Fonte: Autores.

de discretizacao introduzido pelo Método de Euler.

6.7 Exercicios propostos

. 1 . A )
Exercicio 6.1. Mostre que se h < ———, entao o processo iterativo

L|Bn]
(6.2.2) converyge.

Exercicio 6.2. Deduza as formulas que estimam a parte principal do
erro de discretiza¢ao local dos métodos que usam como preditor Adams-
Bashforth e como corretor Adams-Moulton, ambos de ordem 4.

Exercicio 6.3. Escreva em pseudo-cidigo, com todo o rigor compu-
tacional, o0s algoritmos que usam o par preditor-corretor de Adams-
Bashforth-Moulton de quarta ordem nos modos PAC, PACA, PMAC
e PMACA.

Exercicio 6.4. Aplique o método preditor-corretor definido pelo par

Yn+d — Yn+3 = h(55fn+3 — 59 fni2+ 37 fni1 — 9fn)/24

Ynta — Ynas = P(9fnra + 19 nss — Bfnro + frnr1)/24

no modo PAC'A, ao problema de valor inicial
J) = —20y(1), 0<t<1 y(0)=1

llustre o comportamento de estabilidade absoluta usando h = 0,1 e
h=0,01.
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Exercicio 6.5. Considere o problema de valor inicial
y(t) =2t/y*(t), 0<t<3, y(0)=1. (6.7.30)
1. Solucione (6.7.30) usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Ynt1 = Yn = (23 fn — 16f1 +5fn2) /12

Ynt1 = Yn = MO fn1 +19f0 = 5fn1 + fn72)/24
2. Solucione (6.7.30) usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Yn+1l — Yn = h (55fn - 59fn71 + 37fn72 - 9fn73) /24

yn+1 —Un = h(gfn+l + ]-gfn - 5fn—1 + fn—2)/24
3. Compare os dois métodos usando y1, yo € y3 obtidos por um RK44.

Exercicio 6.6. Considere um preditor P, dado por p*(() = ¢*> — 1
e a*(¢) = (3/2) (¢ —1), e um corretor C, dado por p(¢) = > =1 ¢
o(¢) = (1/2) (¢ + Q).

1. Qual a ordem do método preditor-corretor?

2. Qual € o coeficiente da parte principal do erro de discretiza¢ao
local?

3. O coeficiente do item anterior é diferente do coeficiente do corre-
tor?

6.8 Suplemento tedrico

Um ntunero p é um ponto fixo de uma fungao ¢(t) se

9(p) = p,
ou equivalentemente, se
g(p) —p=0.

Teorema 6.2 (Teorema do Ponto Fixo (BUCK, 2004)). Seja g(t) €
CWa;b] tal que g(t) € [a;b] Vt € [a;b]. Se ¢'(t) existe em (a;b), com

lg'(t)| < k Vit € (a;b),

em que k < 1 é uma constante positiva, entdo, para um nimero qual-
quer pg € [a;b], a sequéncia definida por

pn-‘rl:g(pn)v n=>0

converge para o inico ponto fizo p € [a;b].
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6.9 Nota biografica

William Edmund Milne - Figura 6.3 — nasceu em 1890 em Pendleton,
Oregon. Ele se graduou em matematica em 1912 no Whitman College,
obteve o titulo de mestre em 1913 e doutor em 1915 ambos na Univer-
sidade de Harvard. Apos um periodo no Bowdoin College (1915-1918),
trabalhou por um ano com problemas de balistica no Aberdeen Proving
Ground. Retornou ao Oregon em 1919 como membro da comunidade
matematica da Universidade do Oregon. De 1932 a 1955, chefiou o
Departamento de Matemética dessa Universidade e, ao se aposentar,
obteve uma posicao no National Bureau of Standards Institute for Nu-
merical Analysis. Seu interesse em matematica, anélise numérica e
computagao propiciou que trabalhasse em diferentes problemas aplica-
dos, propondo abordagens inéditas em vérios deles. Milne é internacio-
nalmente conhecido pelo método de integragao de equagoes diferenciais

que leva o seu nome, o Método de Milne.
.‘ T-

o

Figura 6.3: William Edmund Milne. Fonte: Oregon State University.

Além de varios artigos técnicos, escreveu varios livros que continuam
sendo reeditados: Damped vibrations (1923), Tables of derivatives for
damped vibrations (1935), Milne Method of integration of differential
equations (1942), Numerical calculus: approzimations, interpolations,
finite diferences, numerical integration and curve fitting (1949) e Nu-
merical integration of differential equations (1956). Faleceu em 1967
em Aberdeenshire, Escocia. Em homenagem ao seu pioneirismo, a Uni-
versidade Estadual de Oregon criou o Milne Computer Center (OSU,
s.d.).
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